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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В связи с научно-техническим прогрессом происходит интенсивная математиза- 

ция различных отраслей знаний, возрастает прикладное значение математики, свя- 

занное с развитием вычислительной техники. и ее методов исследования. Поэтому 

возникает необходимость начать изучение в ведущих университетах курса современ- 

ного математического анализа, получившего дальнейшее развитие под влиянием но- 

вых открытий в области алгебры, геометрии и топологии. Это же, в свою очередь, 

приводит к необходимости создания такого учебника, в котором достаточно глубоко 

были бы изложены ‘современные основы математического анализа, и который удов- 

летворял бы как внутренние требования самой математики, так и возрастающие 

потребности практики, способствовал развитию математического образования сту- 

дентов. 

Предмет математического анализа — это теория действительных чисел, теория 

пределов, теория функций, дифференциальное и интегральное исчисления и изуче- 

ние объектов, получаемых в результате применения неограниченного числа арифме- 

тических операций к элементам различных пространств (ряды, бесконечные произ- 

ведения). 

Метод математического анализа как науки есть теория пределов. 

Понятие предела переменной величины и методы его нахождения являются глав- 

ным инструментом математического анализа. Это понятие положено в основу опре- 

деления новых категорий (например, суммы ряда, бесконечного произведения, дей- 

ствительного числа, производной, меры интеграла и т. д.), а также разработки ме- 

тодов исследования и решения новых классов задач. 

Современный математический анализ, по мнению авторов, является анализом 

функций в конечномерных пространствах. При таком подходе устраняется существо- 

вавший до настоящего времени в учебной литературе разрыв между математическим 

и функциональным анализом — естественным продолжением и обобщением матема- 

тического анализа. 

Учебник по современному математическому анализу содержит основные понятия 

и терминологию функционального анализа, что дает возможность студенту без осо- 

бых затруднений перейти к овладению функциональным анализом. Кроме того в нем 

систематически используется современная символика и рассматриваются традицион- 

ные операции анализа над конечномерными объектами (векторами, матрицами) и их 

метрическими характеристиками, шире охватываются основные операции анализа: 

дифференцирование и интегрирование рассмотрено для таких объектов, как вектор- 

функции и функциональные матрицы, введение лебеговой меры нуль расширяет 

множество интегрируемых функций. 

Излагаемый материал учебника иллюстрируется многими примерами и зада- 

чами, помещенными непосредственно после введенных понятий и доказательства 
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определенных утверждений. Задачи и примеры подобраны так, чтобы OHH способство- 

вали более глубокому усвоению теоретического материала, приучали студентов к 

строгому мышлению, приобретению навыков практического применения анализа. 

Избранная аксиоматическая теория действительных чисел соответствует стилю 

изложения основного учебного материала. Так, после введения полей действитель- 

ных и комплексных чисел происходит постепенный переход к векторному простран- 

ству, а введение с помощью аксиом понятия нормы в векторном пространстве стано- 

вится естественным обобщением рассмотренного ранее абсолютного значения в про- 

извольном поле (теле), распространенном на поля действительных и комплекс- 

ных чисел. 

Хотя метрическое пространство введено в самом начале курса, используется 

оно в полной мере только после изучения пределов числовых последовательностей, 

когда полностью укрепились основные представления о пределах. 

Метрическое пространство, с одной стороны, являясь абстрактным понятием, 

делает метод предельного перехода универсальным и способствует обобщению поня- 

тия предела, а с другой стороны, вплотную подводит читателя к еще более общему 

понятию, каким является топологическое пространство. 

В качестве основной структуры избрано векторное нормированное полное про- 

странство, т. е. пространство Банаха. Необходимость такого подхода обусловлива- 

ется тем, что только в векторном пространстве над полем действительных чисел ста- 

HOBHTCA возможным построение разностного отношения, пределом. которого, в слу- 

чае его существования, является производная. И хотя для этого достаточно только 

нормированного векторного пространства, требование полноты необходимо для того, 

чтобы доказать существование предела, не зная его заранее. 

Для построения интеграла также необходимо иметь возможность суммировать 

функции и умножать их на действительные числа. В этом случае становится возмож- 

ным построение суммы, называемой интегральной. Поскольку эта сумма построена 

в векторном нормированном полном пространстве, то возможно определить условия, 

при которых будет существовать ее предел, называемый интегралом. 

Кроме того, пользуясь такими категориями, как поле (тело), векторное простран- 

ство, абсолютное значение, норма, полнота, студент может заранее предвидеть, для 

каких математических объектов возможно построить сумму ряда, производную или 

интеграл. Наконец, все это вместе формирует у студентов современные взгляды на 

математику и повышает его математическую культуру. 

В учебнике до естественных границ выделено множество интегрируемых функ- 

ций. Проиллюстрировано на многих примерах применение интегрального и диффе- 

ренциального исчисления. В заключение рассматривается интеграл Стилтьеса. 

В учебнике учтена связь с программами по математике в средней школе, а отбор 

материала соответствует ныне действующим программам по математическому анализу 

для физико-математических специальностей университетов. 

Авторы выражают благодарность доктору физ.-мат. наук проф. Н. П. Купцо- 

ву, кандидату физ.-мат. наук доц. В. Ф. Емельянову, доктору физ.-мат. наук, проф. 

Н. М. Матвееву, доктору физ.-мат. наук проф. В. П. Петренко и кандидату физ.- 

мат. наук доц. Г. П. Головачу за ценные замечания и полезные советы, способство- 

вавшие улучшению рукописи. 

‚Все замечания и пожелания по улучшению содержания учебника просим на- 

правлять по адресу: 252054, Киев-54, ул. Гоголевская, 7, Головное издательство из- 

дательского объединения «Вища школа», редакция литературы по математике и 

физике.
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ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ. 
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ. 
ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА 

$ 1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ 

1.1. Некоторые важнейшие логические символы. В математике час- 
то некоторые словесные выражения заменяют посредством символов. 
Так, например, символом \ заменяют выражение «для произвольного», 
или «для любого», или «каково бы ни было», а символом J — выра- 
жение «существует», или «найдется». Символы \У и 3 называются 
квачторами. 

Запись А = В (импликация) означает, что из справедливости вы- 
сказывания А вытекает справедливость высказывания В. Если, кроме 
того, из справедливости высказывания В вытекает справедливость A, 
то записываем А <> В. Если А <> В, то высказывание В является не- 
обходимым и достаточным условием для того, чтобы выполнялось вы- 
сказывание A. 

Если предложения А и В справедливы одновременно, то записы- 
ваем A /\ В. Если же справедливо хотя бы одно из предложений А 
или В, то записываем А \/ В. 

1.2. Операции над множествами. Математическое понятие множе- 
ства считается достаточно простым и интуитивно ясным. Множество 
задается правилом или признаком, согласно которому определяем, 
принадлежит ли данный элемент множеству или не принадлежит. 

Для записи множества существуют различные формы. Например, 
A = {x}, где x — общее наименование элементов множества А. Часто 
множество записывают в виде А = {a, 6, с, ...}, где в фигурных скоб- 
ках указаны элементы множества А. Существует форма записи, кото- 
рая одновременно указывает признак принадлежности элемента х к 
множеству А: А = {x : если x удовлетворяет условию R}. 

На протяжении всего курса будем пользоваться обозначениями: 

№ — множество всех натуральных чисел; 
77 — множество всех целых чисел; 
( — множество всех рациональных чисел; 
В — множество всех действительных чисел; 
( — множество всех комплексных чисел.



Запись @€A (или АЗа) означает, что элемент а принадлежит 

множеству Д. 
Запись а @ А (или А} а) означает, что элемент а не принадле- 

жит множеству Д. 
Множество В, все элементы которого принадлежат множеству A, 

называют лодмножеством множества А или частью множества А и за- 
писывают Bc А (или А >В). 

С целью формального удобства вводим пустое множество, т. е. 
множество, не содержащее ни одного элемента. Пустое множество обо- 
значим символом @. Любое множество содержит пустое множество 
в качестве своего подмножества. Всегда А < А, так как каждый эле- 
мент множества Д, естественно, принадлежит А. 

Если А < В A ВС А, то А и В называются равными множества- 
ии, при этом записывают А = В. 

Если A cg, то множество элементов множества J, не принадле- 
жащих A, называют дополнением множества А к множеству 
и обозначают Cz7A, или CA, если известно, к какому множеству 
берется дополнение. Таким образом, С7А = (х:хЕЯ \ х@ д}. Если 
AcgJ, Bcd, то иногда дополнение множества В к множеству А 
называют разностью множеств А и В и обозначают А\ В, т. е. 
АХ В = {x:x€A A x € В}. 

Пусть А и В части множества J. 
Объединением множеств A и В называется множество А [|] В = 

= {x:x€A \/ хЕВ} . Аналогично, если А, | =1, 2, ..., n,— 
части множества J, то их объединением будет множество 

п 

U А, {х: хе, У x€ Ay У... УхЕАн. 
(= 

Пересечением частей А и В множества J называется множество 
п 

А ПВ = {х:хЕА A хЕВ}. Аналогично, символом [|] А, запи- 
j=! 

сывают пересечение частей A;, j = 1, 2, ..., п, множества J, т. е. MHO- 
жество 

ПА, = {x:x€A, Л хСА, Л... A XEA,!}. 
|= 

Если каждому элементу и Е М сопоставлено некоторое множество 
Au, то говорят, что задано семейство множеств {Ay}, в ЕМ. В этом 
случае множество и А», = {х: все x такие, что x € Ay хотя бы для 

u 

одного и Е M} называется объединением семейств множеств {Ay}, 
u€M, a множество () Au = {x:x€Ay VuyeM} — пересече- 

Ue 

нием этого семейства. 
Пусть А, Ви С — произвольные части множества 9. Тогда не- 

посредственно из определений объединения, пересечения и дополнения 
вытекают следующие предложения: 

lAYBCI, АПВс9; 
2) AUB=BUA, АПВ-ВПА:



3) AU(BUC)=(AU BUC; AN(BNC=(ANBNG 
4) AN (ВИС) = (АПВ) Ц (ANC); 

А | (ВПО) = (АЦ В) П(АЦС); 
5) А] А=АПА=А; 
6) (AU B=B)a(AN B= A); 
7) AUG=A, АПЯ=А, АП =Вв, АЦЯ=9; 
8) АЦ СА =Я, АПСА = в. 

Если для элементов множества в = (А, В, C, ...} определено объе- 
динение |) и пересечение [Г], для которых выполняются отношения 
1) — 8), то тройка (в, |), П) называется булевой алгеброй. Таким об- 
разом, если 0 — семейство всех частей множества J, то (а, |}, |) — 
булева алгебра. 

В булевой алгебре частично просматривается некоторая аналогия 
с действительными числами, если |) интерпретировать как сложение, 
а [| — как умножение действительных чисел. Тогда равенства |) — 3) 
и первое из равенств 4) выполняются. Однако, например, второе из 
равенств 4) или равенство 5) уже не выполняются, поскольку для дей- 
ствительных чисел A + (B - С) =2 (А + ВА + С) и в общем случае 
A+A4A, АА-А. 

Для произвольных частей множества J справедливы равенства: 

АП (А ЦВ) =АЦ (АПВ) =A, (1) 
C(A U В) = СА П СВ, С(АП В) = СА Ц СВ, (2) 

CCA=A, С9=в, Св=9. (3) 
Равенства (1) — (3) справедливы для произвольной булевой ал- 

гебры. 
В самом деле, пользуясь свойствами 4) и 5), получаем первое из 

равенств (1): 

АП (АЦВ) = (АПА) Ц (АПВ) =АЦ (АПВ). 
Докажем второе из равенств (1). Пусть a€(A U (АП B)), тогда 
(a€ A) \/ («Е (АП В)). Если аЕ (АП В), то (a€A) A (аЕВ). Следо- 
вательно, в обоих случаях aC А, поэтому 

(A U (АПВ) CA. (4) 

Если же БСА, то БЕ(А U (АГ B)), следовательно, 

А= (АЦ (АПВ). (5) 
Из включений (4) и (5) вытекает второе из равенств (1). 

Докажем первое из равенств (2) (второе доказывается аналогично). 
Пусть a€C(A | В), тогда ag AU B, поэтому а@ АЛае В. 

Тогда ас СА Л аЕСВ, и, следовательно, а (СА ГП СВ). Итак, 

C(A U В) < (САП CB). (6) 
Пусть теперь ВЕ(СА П СВ), тогда (6ЕСА) Л (bECB), т. е. 

bEAANbEB, bE (А) В), следовательно, БЕС(А U В), так что 

CAN CBCC(A | В). (7) 

Отношения (6) и (7) эквивалентны первому из равенств (2).
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И и Пусть 

УГ РАК D = {(52, 2): 264}. 
AXB 7/7 Привести пример АХ В, 

Ch MLL a) D CA x В, 
6) р — не принадлежит 
A X B. 

| 
| | 

X b x Puc. 1 

| 
| 

ala 

Докажем теперь первое из равенств (3). 
Если аб CCA, то а@ СА, а поэтому а СА. Наоборот, если a€ A, 

то а@ СА, а поэтому a€CCA; отсюда CCA = А. Равенства СЯ = 
= @ и Сб = J доказываются аналогично. 

Свойства, записанные равенствами (2), называются принципом 
двойственности; их можно прочитать следующим образом: дополнение 
к объединению множеств равно пересечению их дополнений, а допол- 
нение к пересечению множеств равно объединению их дополнений. 
Без труда принцип двойственности переносится на произвольное число 
подмножеств Ay, при этом записывают 

CU Au= ПСАь, СПА, = Ц CAy, (8) 

В этом случае символ дополнения С можно менять местом со знаком 
U или [|], при этом один из этих знаков переходит в другой 

Симметрической разностью двух множеств А и В называется мно- 
жество, определяемое как объединение разностей А \ В и В \ А. 
Симметрическую разность обозначим A 4 В. 

Для симметрической разности справедливо равенство 

ASB=(AU В (АП В), 
которое предлагаем доказать самостоятельно в качестве упражнения. 

Два элемента а и OD называют упорядоченной парой и обозначают 
(а, 5), если указано какой из них первый, какой второй. При этом 
(а, 6) = с, до (a=c) Л (6 =d). Аналогично определяется yno- 
рядоченная система из п элементов ал, аз, ..., Qn, которую обозначают 
(ay, а, ..., An). Элементы а1, ао, ..., а, называют координатами упоря- 
доченной системы (а, Ay, ..., An). 

Пусть А = 9, Во 9. Совокупность всевозможных упорядочен- 
ных пар (a, 6), где ACA, O€ В, называют произведением множеств 
Аи Ви обозначают A X В. Аналогично запись A,X A,X... Х А; 
обозначает произведение множеств A, < J, j = 1,2, ..., п, т. е. COBO- 
купность всевозможных упорядоченных систем (Qj, ао, ..., An), THE a; 6 
ЕА, j = 1, 2, ..., п. Приведем примеры. 

1. Пусть А = {x:axx<b}, В = цу: с<у= 4}, тогда произ- 
ведение A Х В взаимно-однозначно множеству точек (x, и), заполняю- 
щих прямоугольник (рис. 1). 

2. Если № — множество натуральных чисел, то № X № является 
натуральной решеткой на плоскости. 
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$ 2. ФУНКЦИЯ. ОТОБРАЖЕНИЕ 

2.1. Функция. 
Определение. О тображен ием множества E в множество Е 

или функцией, определенной на множестве Е со значениями в Ё, 
называется правило, или закон |, который каждому элементу x CE 
ставит в соответствие определенный элемент f (x) ЕР. 

Элемент x € E называют переменным, или аргументом функции }, 
элемент ] (x) ЕЁ называют значением функции }, или образом; при 
этом элемент x € E называется прообразом элемента } (x) € F 

Следует четко различать переменное xX, которое является элементом 
множества Ё, значение функции f (x), которое является элементом 
множества F и отображение }, которое представляет собой закон соот- 
ветствия между элементами х ЕЁ и fx) ЕЁ. 

Отображение (функцию) обычно обозначают буквой } и записывают 
{: Е — F, указывая тем самым, что f отображает множество E в F. 
Употребляется также обозначение х „> f (x), указывающее, что элемен- 
ту х соответствует элемент / (x), Иногда функцию удобно задавать по- 
средством равенства, в котором содержится закон ‘соответствия Напри- 
мер, можно говорить, что «функция определена равенством f (x) = 
= х?, х ЕЯ, Я < В». Если «и» — общее наименование элементов мно- 
жества Р, т. е. F = {y}, то отображение }: Е —> F можно записать, 
допустив некоторую неточность, при помощи равенства y = f (x). 

2.2. Образ и прообраз подмножества при заданном отображении. 
Пусть } : Е > Fu DC E. Множество элементов из F, каждый из ко- 
торых является образом хотя бы одного элемента из D при отображе- 
нии |, называется образом множества D и обозначается } (2). Очевидно, 

f(D) = {f(x)€F:x€D}. 

Если } (Е) = F, то f отображает E на F. Если же f (Е) < F, то f 
отображает Ё в РЁ. 

Пусть У с F, тогда множество элементов х Е Е таких, что f (x) € 
СУ, называется прообразом множества У при отображении } и обозна- 

чается f_' (У). Ясно, что Ё' (У) = {ХЕЕБ: 1 (х) СУ}. Если у ЕЁ, 

то Г’ (у) = {x €E:f (x) =y}. Если при каждом у € F множество 

Г. (у) состоит не более чем из одного элемента x Е E, то } называется 
взаимно-однозначным отображением Е в Е. Впрочем, можно опреде- 
лить взаимно-однозначное отображение } множества EF на F. 

Определение. Отображение f : Е — Е называется: 
инъзективным (или инъекцией, или взаимно- 

однозначным отображением множества Ев Е), если (x ~ x') > 
=> (f (x) Af (x’)), или если Vy € F уравнение f (x) = у имеет не более 
одного решения; 

сюръзективным (или сюръекцией, или отображе- 
нием множества Е на Е), если | (Е) = F, или если V y € F уравнение 
f (x) = у имеет по крайней мере одно решение; 

биективным (или биекцией, или взаимно-одно- 
значным отображением множества Е наЕЁ), если оно инъзективно 
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Е | Если 
Е Ех G = {(2, f (2): 26 

CEA 1 (2) СЁ}, 
4, mo GCE xX F. 

| Возможно ли, 
— — = чтобы (= E X F? 

х “F x Рис. 2 

и сюръективно, или если Vy € F уравнение f (x) = у имеет одно и 
только одно решение. 

Инъективное отображение } множества E в Ё является биективным 
отображением множества Ё на } (E). 

2.3. Суперпозиция отображений. Обратное, параметрическое и 
неявное отображения. 

Определение 1. Пусть } : Е — Е, ag: Е —+ G. Поскольку | (Е) < F, 
то отображение в каждому элементу f (x) Е { (Е) относит определен- 
ный элемент g (f (x)) EG. 

Таким образом, каждому хЕЁЕ посредством правила g ef по- 
ставлено в соответствие элемент (g ° f)(x) = g (f (x)), @ (Ff (x)) EG. 
Тем самым определено новое отображение (или новую функцию), ко- 
торое назовем композицией отображений, или суперпозицией отобра- 
жений, или сложным отображением. 

Определение 2. Пусть f — некоторое биективное отображение 
множества Е на Еи F = {у}. В силу биективности f каждому y € Е 
соответствует единственный образ x, который обозначим через 

г. (у), и такой, что f (x) = y. 

Таким образом, определено отображение {': Е > Е, которое 
называется обратным отображению f, или обратной функцией функ- 

ции f. Очевидно, отображение { обратное отображению Г’ Поэтому 

отображения f Hf ' называют взаимно-обратными; для них справедли- 
вы соотношения 

ЕР" (у) =у WyeF, Г'(о)=х  УхЕЕ. 
Определение 3. Пусть pp: Q—> X, ф: 98 > У, причем хотя бы 

одно из этих отображений, например, ф, биективно. Тогда существует 

обратное отображение ф': Х +Q, а значит, peg :Х-У. 
О так определенном отображении говорят, что оно задано парамет- 

рически при помощи отображений ф:®-—Х, ф: 9 — У, причем 
переменное из 92 называется параметром. 

Определение 4. Пусть на множестве G = Х X У определено ото- 
бражение F :G-—»A, где множество A содержит нулевой элемент. 
Предположим, что существуют множества Е < X, Вс У такие, 
что при каждом фиксированном x€ E уравнение F (x, y) = 0 имеет 
единственное решение у Е В. Тогда на множестве Е можно опреде- 
лить отображение | : Е — В, которое каждому x € E ставит в соот- 
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ветствие значение уЕ В, которое при таком x является решением 
уравнения F (x, y) = 0. 

Относительно так определенного отображения у =f (x), x CE, 
и В, говорят, что OHO задано неявно посредством уравнения 
Я (ху = 
а имер. пусть if _ у) == у? — х2— ух X= ЕВ: 

—o <x < +0), ={y€R: —o my < о}. Поскольку 

УхСсЕ, Ec xX, ев 4 <x< tool, уравнение ¥ (x, 

у) = y’—x*— y + *=0 имеет единственное решение y=x, x Е В, Bc 

< У, В = | СВ: <y< оо], то это уравнение на множестве Е 

определяет явное отображение у = х, значения которого распо- 
ложены в множестве В. 

Определение 5. Отображение f: Е — Е называется п родол- 
жением отображения в: О -—Ё, ав сужением отобра- 
жения |, если Е > uf (x) = g (x) Vx ED. 

Сужение отображения { : Е — Е на множество О иногда обозна- 
чают Tak: f[ | D. 

Определение 6. Графиком отображения } : Е — Е называет- 
ся множество упорядоченных пар (x, f (x)), где x ЕЕ, f (x) ЕЁ. 

Ясно, что график есть подмножество произведения E Х F (рис. 2). 

$ 3. БИНАРНЫЕ ОТНОШЕНИЯ 

3.1. Отношения порядка. Из элементарного курса математики из- 
вестно правило сравнения действительных чисел, которое дает воз- 
можность указать, каким из трех знаков >>, < или = связана любая 
упорядоченная пара действительных чисел. Это одно из фундамен- 
тальных правил, которое вместе с правилами сложения и умножения 
лежит в основе построения определяющих математических понятий. 
Для сравнения двух действительных чисел между ними вводится om- 
ношение порядка и отношение эквивалентности. Ниже изложим ос- 
новные определения и свойства этих отношений. 

Определение 1. Бинарным отношен ием в множестве Е 
называется всякое подмножество В из произведения E Х Е. 

Если упорядоченная пара (а, 6), rae aC ЕЁ, БС E, принадлежит В, 
то говорят, что элементы а и В связаны отношением В. 

Определение 2. Бинарное отношение Q называется отноше- 
нием порядка в множестве Е, если оно: 

а) рефлексивно: (a, а) Е Q VacE; 
6) транзитивно: ((a, 6) EQ / (6, c) € Q) = ((а, © EQ); 

‚в) антисимметрично: ((a, 6) EQ Л (b, a) € 2) > (a= DB). 
При этом говорят, что отношение © упорядочивает E, или что 6 

является отношением порядка в Ё. 
Вместо того чтобы писать (а, 5) € 8, используем обозначения 

а < 6. В этом случае В >> а означает а < 6. Символ < используем, 
если элементами Ё являются действительные числа. Тогда бинарное 
отношение называется отношением порядка, если оно: 

а) рефлексивно: а < 6; 
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6) транзитивно: (ax b) \ (bd >acge, 
в) антисимметрично: (a< b) \ (bx a)>a=b. 
В общем случае отношение порядка не может упорядочить все па- 

ры. Если У а, 6 ЕЁ всегда (a, 6) € 92 или (5, a) EQ, то говорят, что 
множество E вполне упорядочено. Например, множество № натураль- 
ных чисел вполне упорядочено посредством символа <. Если только 
для некоторых а, DEE (a, 6) Е ©, то множество E частично упорядо- 
чено. 

3.2. Отношение эквивалентности. 
Определение. Бинарное отношение ® называется отношением эк- 

вивалентности в множестве Е, если подмножество Л: 
а) рефлексивно: (a, а) € R; 
6) симметрично: ((а, b) Е Л) => ((b, a) € №); 
в) транзитивно: ((а, b) ЕЛ) Л ((b, ЕЛ) > ((адЕЛМ). 
Вместо того чтобы писать (а, 5) Е №, обычно пишут а ~ 6. Тогда 

бинарное отношение называется отношением эквивалентнос- 
ти, если оно: 

а) рефлексивно: а ~ 6; 
6) симметрично: (а ~ b) = (b ~ a); 
в) транзитивно: ((a~ b) \ (b~c))>(a~ 9. 
Если в Е определено отношение эквивалентности, TO подмножество 

A CE, состоящее из элементов, эквивалентных некоторому заданно- 
му элементу, называется классом эквивалентности. При этом множе- 
ство всех классов эквивалентности называется фактор-множеством. 
Класс эквивалентности определяется любым из своих членов. Напри- 
мер, между рациональными числами установим отношение эквивалент- 

ности следующим образом: будем считать, что < ~ a если pg’ = 

= gp’. Соответствующий класс эквивалентности называется рацио- 
т 

нальным числом. Так что отождествим числа — и A Fn? TAC тип - 

целые, а к — натуральное число. 

$ 4. БИНАРНЫЕ ОПЕРАЦИИ 

4.1. Внутренние и внешние бинарные операции. В математике вво- 
дятся различные правила вычислений, например, сложение, умноже- 
ние, возведение в степень и др. Эти операции связывают два числа с 
третьим числом, называемым соответственно суммой, произведением и 
степенью. Дадим общее определение таких операций. 

Определение 1. Внутренней бинарной операци- 
ей, или внутренним законом композиции, на 
множестве Е называется отображение ff: Ех E> Е. 

Примером внутренней бинарной операции может служить сложе- 
ние или умножение чисел. 

Пусть теперь заданы два множества Ё и РЁ. 
Определение 2. Внешней бинарной операцией, 

или внешним законом композиции, на множестве Е 
называется отображение ff: ЕХЕ- Е. 
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Например, пусть E= {5}, где g:J>R, ICR, а Е= В. 
Тогда произведение ag есть внешняя бинарная операция. 

Хотя бинарная операция является функцией, для ее записи вместо 
функционального обозначения } (а, 6) = с употребляют специальные 
обозначения, например, «--» для сложения: а + В = с; знак «.» для 
умножения: а - 6 = с; для возведения в степень употребляют обозна- 

чение a’ = сит. д. Для изучения общих свойств бинарных операций 
используем символ 7 (или |) и записываем а T 6b =с. 

4.2. Свойства бинарных операций. 
Определение 1. Внутренняя бинарная операция T называется 

ко ммутативной, если 

aTb=b7Ta Va, DEE. 

Например, операции сложения и умножения действительных чисел 
коммутативны, а возведения в степень — не коммутативны: 2°= 32, 
52= 25. 

Определение 2. Внутренняя бинарная операция T называется 
ассоциативной, если 

(aT b)Tc=aT(bTc) Wa, 6, c€E. 
Операции сложения и умножения действительных чисел ассоциативны, 

а возведения в степень — не ассоциативна: (2?)3= 64, 22° = 256. Ас- 
социативными будут также операции объединения |} и пересечения 
Г] множеств. 

Определение 3. Элемент а Е Е называется регулярным от- 
носительно внутренней бинарной операции T, если Ух, yEE 

(атх=ату) Л (хта=ута)) 5х =У.. 

Пусть операция T не коммутативна. Тогда, если а тх=ат 
T y) = (© = У, то элемент а называется левым регулярным элементом; 
если же (x T a=yT а) >(x = у, то элемент а называется правым 
регулярным элементом. В этих случаях говорят, что можно сократить 
на a. 

Приведем примеры. 
1. Пусть & = {A, В, О, ...} — семейство всех частей множества 9. 
Тогда, ели Асер, B CD, то имеем 

(АПР =ВПро) = (А=В,, 

а поскольку операция [| коммутативна, то О является регулярным 
элементом относительно пересечения. 

Если же Ес А, F CB, тогда 

(РЕ UA=FU В)5> (А = В), 

а так как операция |) коммутативна, то Е — регулярный элемент от- 
носительно объединения. 

2. Поскольку для любого целого а, отличного от нуля и единицы, 

(a* = a’) > (x = 9), 
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то любое целое а, отличное от нуля и единицы, является левым pery- 
лярным элементом относительно операции возведения в степень. 

Определение 4. Если существует элемент е Е Е такой, что 

eTa=a (aT e= a) Vac, 

то е называется левым (правым) нейтральным эле- 
ментом. 

Если бинарная операция T внутренняя иеТа=ате=а 
Va€E, moe называется нейтральным элементом. 

Так, в примере | все множество J является нейтральным элемен- 
том относительно операции [\|, так как У A Е & имеем 

АПЯ=9ПА=А; 

пустое множество 2 является нейтральным элементом относительно 
операции |), поскольку У А Е » справедливо равенство 

AUS=OUA=A. 
Определение 5. Пусть множество Е обладает внутренней бинар- 

ной операцией T ие — нейтральный элемент. Тогда элемент aC Е 
называется симметричным элементом к элементу а, если 

aTa=e. 

Например, если а действительное число, TO —а симметричный ему 
элемент относительно сложения, который обычно называют противо- 

| —1 
положным элементом; число а является симметричным элементом 
числа а относительно умножения и называется обратным элементом. 

Теорема 1. Если нейтральный элемент существует, то он един- 
ственный. 
q Если предположить существование двух нейтральных элементов е 
ие,, то 

e=eTe =e, Ге=е.. > 

Теорема 2. Пусть закон T ассоциативен , но не обязательно комму- 
тативен, а элемент а регулярен. Тогда, если а обладает симметрич- 

ным элементом а, то этот элемент будет единственным. 
«< Имеем 

ат (а та) = (ата) та=ета=а. 

Поскольку е — нейтральный элемент, тоа = а Теиа ТТ (а Га) = 

= а Те, а так как а регулярен, TO а га = е. 
Следовательно, если закон Г’ ассоциативен, а элемент а регулярен, 

то 

(а та=е => (ата=е. (1) 

Далее, если предположить существование еще одного симметрично- 
го элемента а,, т. е. такого элемента Qy, что A T а.= е, то, пользуясь 
законом ассоциативности и отношением (1), получаем 

а =ате=ат (а Та,) = (а Та) Та, =е-га, =a. >



Определение 6. Пусть на множестве Е определены две бинарные 
операции T и L. Тогда операция T называется дистрибутив- 
ной относительно операции 1, если 

aT (615) =@ать | (ат 6) Va, Ь, СЕЕ. 

Так, например, операция объединения и пересечения множеств 
дистрибутивна одна относительно другой: 

АП (ВИС) = (АПВ) Ц (АПО, 

АЦ (ВПС) = (АЦ BN (АЦО.. 

$ 5. ИЗОМОРФИЗМ 

Пусть множество Е обладает внутренней бинарной операцией T, 
а множество F внутренней бинарной операцией |. 

Определение. Изоморфизмом множества Е на Е называ- 
ется взаимно-однозначное отображение f : Е — Е такое, что 

[(ать) =f (a) 1165) Va, DEE; 
при этом говорят, что множества Е и Е изоморфны относительно 
операций Ти 1. 

Например, пусть E = {п}, ПЕ№ операция T — сложение; 

Е = {2"!, операция | — умножение. Отображение } : п ь» 2” явля- 

ется изоморфизмом, поскольку п + т ны 2""" = 92”. 2”, т. е. fin + 
+ т) =f (n) - (т). Отображение { взаимно-однозначно, так как 
(2° = 29) > (p = q). 

Если множество ЕЁ, обладающее внутренними бинарными опера- 
2 циями т, т, ..., 7) изоморфно множеству F с соответствующи- 

ми бинарными операциями, т. е. если существует взаимно-однозначное 

Отображение } : Е — Етакое, что } (а TT" 6) = f (a) Le f(b), i= 1, п, 
Va, b€ E, To часто эти множества отождествляются. Их элементы 
и внутренние бинарные операции, соответствующие друг другу при 
изоморфизме, обозначаются одними и теми же символами. 

$ 6. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ 

Определение. Математ ической структурой на- 
зывается множество объектов или несколько множеств объектов раз- 
личной природы, обладающее системой бинарных отношений и бинар- 
ных операций, подчиненных определенным аксиомам. 

Рассмотрим примеры математических структур. 
Группа. Множество Е, обладающее внутренней бинарной опера- 

цией `Т, называется группой, если операция T удовлетворяет следую- 
щим аксиомам: 

1) операция ассоциативна; 
2) имеется нейтральный элемент; 
3) всякий элемент имеет симметричный. 
Если, кроме того, 
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4) операция `Т коммутативна, то группа называется коммутатив- 
ной, или абелевой. 

Группа является математической структурой, которую обозначают 
символом (Е, Г, =). 

Если в группе бинарная операция `Т имеет аддитивное (мульти- 
пликативное) обозначение «--» («.»), то группу называют аддитивной 
(мультипликативной), а нейтральный элемент нулевым (единичным) 
и обозначают символом 0 (для мультипликативной группы — симво- 
лом |, илие, или Гит. д.). 

Кольцо. Кольцом называется абелева группа, обладающая второй 
бинарной операцией |, которая ассоциативна и дистрибутивна отно- 
сительно первой бинарной операции T. 

Если вторая внутренняя бинарная операция | коммутативна, TO 
кольцо называется коммутативным. 

Если кольцо содержит нейтральный элемент относительно второй 
бинарной операции, то оно называется унитарным. 

Например, множество @ рациональных чисел образует унитар- 
ное кольцо, которое можно обозначить символом (Q, +, -, =). 

Если вторая бинарная операция паре элементов а и 6, отличных от 
нейтрального элемента 0 относительно первой бинарной операции, ста- 
вит в соответствие нейтральный элемент 0, то эти два элемента называ- 
ются делителями нуля. 

Например, если 7 сложение, а | умножение, то кольцо (E, +, *-, 
=) имеет делители нуля, если равенство а - 6 = 0 возможно при а == 
5 О и В -=- 0, а, OEE. 

Тело. Если кольцо, лишенное нейтрального элемента относительно 
первой бинарной операции, образует группу относительно второй би- 
нарной операции, то такое кольцо называется телом. 

Поле. Тело, в котором вторая внутренняя бинарная операция ком- 
мутативна, называется полем. 

Если элементы поля вполне упорядочены посредством отношения 
<, то поле называется упорядоченным. Упорядоченное поле являет- 
ся математической структурой, которую обозначают символом (E, +, 
, =). 

Ниже рассмотрим более сложные математические структуры. 

$ 7. ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА 

7.1. Аксиомы действительных чисел. Рассмотрим одно из основных 
понятий математики — понятие числа. 

Целые положительные числа появились в результате счета, а ра- 
циональные положительные числа, т. е. числа, которые можно запи- 

т 
сать в виде отношения — двух натуральных чисел, — в результате 

измерений. 
Потребности в практической деятельности человека привели к 

необходимости рассматривать и отрицательные числа. Это расширило 
класс чисел, которые в современной терминологии называют рацио- 
нальными числами. 
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Уже в Древней Греции было известно существование несоизмери- 
мых отрезков. Стремление отыскать точное числовое значение этих от- 
резков привело к понятию иррационального числа, т. е. числа, которое 
не является рациональным. Обосновать теорию действительных чисел 
пытались ученые всех времен. С развитием анализа в XVII и XVIII вв. 
действительные числа становились основным объектом исследования. 
Однако теория действительного числа была построена рядом матема- 
тиков (Дедекинд, Кантор, Вейерштрасс) лишь во второй половине 
ХХ в. 

В литературе теория действительного числа достаточно полно из- 
ложена в отечественных и зарубежных изданиях. Наша задача — опи- 
сать основные аксиомы действительных чисел и вывести из них все 
дальнейшие основные свойства действительных чисел. 

Определение 1. Множество R элементов а, 6, с, ... называется мно- 
жеством действительных (или вещественных) чи- 
сел, если для этих элементов установлены операции сложения, умно- 
жения и отношения порядка, которые подчинены указанным ниже 
аксиомам (свойствам). 

Аксиомы сложения 

С.0. В множестве В определена внутренняя бинарная опера- 
ция — сложение 

Rx R—>R:(a, 5) ъа - Ь, 
которая каждой паре элементов а, БЕ В однозначно ставит в соот- 
ветствие некоторый элемент множества К, называемый их суммой и обо- 
значаемый а + 6. При этом выполняются следующие аксиомы: 

С.1. а) +с=а- 6+ с) Va, БВ, СЕК (ассоциативный 
закон). 

С.2. В В существует число, называемое нулем и обозначаемое сим- 
волом 0, такое, что 

а+-0 = а, 

т. е. в К существует нейтральный элемент операции сложения. 
С.3. VaeéR существует такое число —а Е В, что выполнено 

равенство 
а- (— а) == 0. 

Число —а называется противоположным числу а. 

С.4. Va, БЕВ 
a+b=b-+a. 

Таким образом, множество В является аддитивной абелевой 
группой. 

Аксиомы умножения 

У.0. В множестве [Ю определена внутренняя бинарная опера- 
ция — умножение 

Rx R—R:(a, Вньа-6, 

которая каждой паре элементов a, БЕ В однозначно ставит в COOT- 
ветствие некоторый элемент множества В, называемый их произведе- 
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нием и обозначаемый a : b. При этом выполняются следующие ак- 
CHOMBI: 

У.1. (a: b)-c=a:+(b-c) Va, 6b, cE RX {0} (ассоциативный 
закон). 

У.2. В В существует элемент, называемый единицей и обозначае- 
мый |, такой, что для всех ненулевых элементов множества R выполня- 
ется равенство 

а: |1 =а. 

У.3. Для каждого а Р A a0 существует элемент а ' ЕЮ, 
называемый обратным числу а и такой, что 

аа =. 

У.4. а- В =Ь.а Va, БЕВ\ {0}. 

Следовательно, множество ненулевых элементов [R является муль- 
типликативной абелевой группой. 

Д.1. Операция умножения дистрибутивна относительно сложения, 
т. е. 

a-(b+c)=a-b+a-c Va, b, СЕК. 

Множество элементов а, 6, с, ..., удовлетворяющее аксиомам С, 
У и Д, называется числовым полем, или просто полем. Это же мно- 
жество без аксиомы У.4 является телом. 

Аксиомы порядка 

П.О. В множестве [ задано отношение <, т. 29 для любой пары 
элементов а, БЕ К установлено, выполняется а < В или нет. Причем 
отношение < удовлетворяет следующим аксиомам: 

П.1. а<а для всех a€R (рефлексивность). 
П.2. Если axb 6 < а, то a =D (антисимметричность). 
П.3. Из a<b A b<c следует а< с (транзитивность). 
П.4. Если а, OER, то а или b<a или то и другое. 
ИП.1. Если а, 6, СЕВ иа< в, то азс - с. 
11.2. Из О<аи 0 Ь следует 0 < ав, а, БЕК. 

Числовое поле, для которого выполняются аксиомы порядка, 

называется упорядоченным числовым полем. 

Аксиома о верхней грани 

Прежде чем сформулировать аксиому о верхней грани, дадим не- 
сколько определений. 

Определение 2. Множество А < Р называется огран ичен- 
ным сверх, если существует такой элемент М ЕЮ, что а < 
<M Уа ЕЮ, при этом число М называется верхней 
гранью множества А. 

Определение 3. Верхняя грань М* множества А называется точ - 
ной верхней гранью множества А, если всякая другая верхняя грань 
М множества А не меньше числа М*. 
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Точная верхняя грань множества A обозначается символом sup А }, 
Сформулируем теперь аксиому о верхней грани. 

В.0. Всякое непустое, ограниченное сверху множество А C Р 
имеет точную верхнюю грань. 

7.2. Основные групповые свойства. Приводимые ниже утверждения 
(кроме теорем 9 и 10) сформулированы для произвольных групп (E, 
Г). При их доказательстве нельзя пользоваться свойством KOMMY- 
тативности. Естественно, что они остаются справедливыми для слу- 
чая, когда E = |. 

Теорема 1. В произвольной группе нейтральный элемент единствен- 
ный. В частности, в множестве Р числа нуль и единица единственны. 

Нейтральный элемент группы единственный согласно теореме 1, 
п. 4.2. > 

Теорема 2. Если е — нейтральный элемент группы и а — симмет- 

ричный элемент к элементу а, тоа `Г а =е. В частности, в множе- 

стве В справедливы равенства (—a) На = 0 Уаеюр, аа=| 

УаЕК \ {0}. 
< В силу свойства ассоциативности, имеем 

ата = (ата) Те= (ата) т @`та) = (ата) та) та = 
= (ат (ата)) Та= (ате та =ата=е. № 

Теорема 3. В произвольной группе справедливо равенство а = а. 
В частности, если Е = Ю, то: 

|) (—(—a))=a WaeR; 2) @)) =а  Уаев`\\о}. 
4 Имеем 

a=eTa= (ата) та=ат (ата) =ате=а. > 

Теорема 4. Если a€E, x€E иатх=е, mo x =a. В частнос- 
ти, если Е =В, mo: 

1) иза- х =0 следует x = — а; 
2) из ах =1, а==0, следует х=а`". 

Пользуясь законом ассоциативности и теоремой 2, находим 

а=атТе=ат (ат х) = ата) Ттх=етх=х. > 

Теорема 5. В произвольной группе е =е. Если Е =, mo: 

1) —0 = 0; 2) Г" = 1. 
4 Согласно предыдущей теореме, из e T e =e следует е =е. > 

Теорема 6. Если au b элементы группы Е, то уравнение aT x = 

= $ имеет в Е единственное решение х =a T 6. В частности, если 
Е = Ю, mo: 

1) уравнение a+x= 6b имеет в Ю единственное решение х = 
= —a + 6; 

1 От латинского слова supremum — высший. 
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2) уравнение ах = b, где а == 0, D0, имеет в [R единственное 

решение x = ab. 
4 Элемент aT В удовлетворяет уравнению a 7 x = 6. 

Действительно 

aT (aT 5) = (ата ть=еть= (т ть =ьт ть) = 
=bTe=b. 

Других решений нет, так как из предположения, что хЕ E является 
еще одним решением уравнения а `Т x = 6, получаем 

aTb=aTb, 

atT(atTx)=aTb, 

(ата) тх=ать, 
eTx=aTb, 

x=aTb. p> 

Определение. |) Пусть b и a — действительные числа. Сумма b + 
-- (—a) называется разностью чисел 6 ца и обозначается b — а. 

2) Пусть а и 6 — действительные числа, причем а=-0, 5==0. 
Произведение a—'b называется частным чисел Db и а и обозна- 

b 
чается a . 

Пользуясь этим определением и коммутативным законом, реше- 
ния уравнений a+x=b6b и ах =Ь, a=&0, b=40, можно записать 

в обычной форме x =b—a УаЕК; = Va, DER X {0}. 

Теорема 7. Всякий элемент cE E регулярен относительно опера- 
ции T, т. е. 

(aTc=bT с) Л ста=сть >а=6. 

В частности, в множестве [Р всякий элемент регулярен относи- 
тельно сложения, а всякий ненулевой элемент регулярен относительно 
умножения. 
<q На основании теоремы 6 и ассоциативного закона имеем 

a=(bTc) Tc=bT(cTc) =bTe=b, 

axcT(cTbh=(cToTb=eTb=b. > 

Теорема 8. Для произвольного aC Е симметричный ему элемент 

а единственный. В частности, для произвольного действительного 
числа противоположное ему единственно, а для всякого отличного от 
нуля числа обратное ему единственно. 
<q В силу ассоциативности всякий элемент группы регулярен, по- 
этому в силу теоремы 2, п. 4.2, симметричный ему элемент единствен- 
НЫЙ. > 
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Теорема 9.a-0=0-a=0 VaeR. 
<q Имеем 

a-0=a(0+0)=a-0+a.-0., 

В силу теоремы 5.1) 

a-O=a-0—a-0=0. 

Аналогично доказывается, что 0 - а = 0. D> 
Из теоремы вытекает, что число 0 не имеет обратного, ибо УгЕ 

Е ЮР выполнено условие 0. г=0, а 0-41, поскольку 1ЕЮР\ (0}. 
Из теоремы 9 следует также, что умножение, которое определено 

на всем [R, является коммутативным и ассоциативным на всем [R, a 
не только на К \ {0}, как это утверждалось в У.4 и У.1. 

Например, коммутативный закон для ненулевых элементов сле- 
дует из У.4; если же а = 0 или 6 = 0, та: =ьф.а = 0 в силу 
теоремы 9. Таким образом, коммутативный закон умножения выпол- 
няется для любых a, БЕ Ю. Аналогично показывается, что ассоциа- 
тивный закон умножения выполняется для любых а, 6, CER. 

Из определения частного и коммутативности умножения следует 

аа = 
а 

Покажем, что 

pre 0 Va, с=20, а, СЕВ. 
а.с а 

Пусть а.:с=20 и ax=b. Значит, (a-c)-x=b-c. Из этих 
уравнений, согласно теореме 6.2), следует 

b b-c 
x= , = . 

а а.с 

b b °C b © С 

Отсюда =. Множество ae} ‚ CER\{0}, образует класс 

эквивалентности, который определяется числом =. 

Теорема 10. —a=(—1)-a. 
 Применим сначала теорему 9: 

а(1- (—1)) =а.:0=0; 
затем используем аксиому Д.1: 

а. 1-а: ([— 1) =0. 

Из У.2 и У.4 следует, что 

а-- (— 1) :а=0, 
а из теоремы 4.1) окончательно получаем утверждение теоремы. }> 

Следствие. Справедливы равенства: 

(—1)?=1, a-(—b)=(—a)-b=—(a- b). 
Эти равенства вытекают из доказанной теоремы следующим об- 

разом: 
([— 108 =(— 1) -(—) =—-(—-)= 1, 
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a-(— b)=a-(—1)-b=(—1)-a-b=—(a- D), 

a-(—b)=a-(—1)-b=((— 1) - a) В =(—a) - B. 

Аксиомы С, У, Ди аксиомы отношения эквивалентности: 

а =а Va€R (рефлексивность), 
(a=b)>(b=a) Va, БЕВ (симметричность), 

(а=5) Л 6 =с) >(a=C) (транзитивность), 

вместе взятые, называются аксиомами числового поля, или просто поля: 
(р, +, ., =). Например, множество всех рациональных чисел обра- 
зует поле, а значит, и тело. 

7.3. Следствия из аксиом порядка. Аксиомы П.0—П.3З обращают 
поле в частично упорядоченное поле, а аксиомы [1.0—1[1.4 — во впол- 
не упорядоченное поле. Наконец, аксиомы ШТ.1—ПП.2 связывают 
отношение порялка и операции поля КЮ. 

Определение 1. а) Отношение а > означает, что 6 < а; 
6) отношение а< 6 означает, что (а<5) /\ (a= J); 
в) отношение а > означает, что 6 < а; 
г) высказывание вида A<b называется неравенством, а ви- 

да аз — строгим неравенством. 
Теорема 1. Если а, БЕК, то выполняется только одно из от- 

ношений: 
lha<ibs 2)a=b; Заз. 
Очевидно, 

(4—5) > (а==5), (a>b)> (aX 5, 
поэтому 2) несовместимо с 1) и 3). Пусть выполняется 1). Если бы, 
кроме того, выполнялось также и неравенство а > 6, то тем более 
было бы а > В, аиз 1) вытекало бы, что а < 6. Тогда в силу П.2 а = 
= в, что невозможно. 

Итак, доказали, что из трех отношений может выполняться не бо- 
лее, чем одно. Докажем теперь, что из трех отношений 1)—3) одно 
выполняется непременно. Именно, в силу аксиомы П.4 или а < J, 
или р < а, т.е. а > В или то и другое. Пусть, например, 

ax b. 

Если a= 6, To справедливо неравенство 1), а если а = В, то — 
равенство 2). Случай 6 < а рассматривается аналогично. > 

Теорема 2. Для любых а, b, с, АЕВ справедливы следующие 
утверждения: 

1. а) если ав <с, то а<с; 
6) из axb<c следует а< с; 

2. ад из а>ь гс следует а> с; 
6) из aDSb>c следует а> с; 

3. а) если а< В) / (с<а), moa+c<b+d; 
6) если (a<b) \ (C<d), moa+c<b+d. 

4 |. a) Пусть выполняется отношение а < в, следовательно, а < 6. 
Отсюда, согласно аксиоме 1.3, вытекает, что а < с. Теперь либо 
а < с, либоа = с. Если а = с, та <Вифв < аи, следовательно, на 
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основании аксиомы П.2, а = 6. Ho так как a< БВ, то, кроме того, 
и а = 6. Предположение, что а = с приводит таким образом к двум 
противоречивым высказываниям: а = b иа = В, а поэтому неверно. 
Таким образом, а < с. 

Докажем пункт 3.6). Из неравенства а < в, согласно аксиоме ПП.1, 
следует неравенство а | с < В -с. Из строгого неравенства с < d 
следует с < 4; отсюда и из [11.1 получаем 6 Е с < В - а. Поэтому, 
на основании аксиомы 11.3, а + с< в + а. Если бы было а - с = 
= р + а, то выполнялись бы отношения 

р +а=а-се<ь+ с < Ь- а. 

Следовательно, согласно аксиоме П.2, 6 + d= в - с, и поэтому с == 
= d. Ho, по предположению с < 4, а поэтому с = 4. Таким образом, 
высказывание a + с = b +d неверно. Итак, а + с< В + 4. 

Доказательство остальных пунктов предлагаем провести само- 
стоятельно. > 

Определение 2. Элемент аб Р называется положитель- 
ным, еслиа >0, и отрицательныл, если а < 0. Элемент 
аеЮ называется неотрицательных, если а > 0, ине- 
положительным, ебслиак о. 

Теорема 3. 1) Элемент а является положительным (отрицательным) 
тогоа и только тогда, когда элемент —a отрицателен (положи- 
телен ); 

2) произведение двух положительных (отрицательных) чисел поло- 
жительно; 

3) если а положительно, а В отрицательно, moa + b отрицательно; 
4) иза<Би0<с следует а: с<Ь:с; 
5) за< Бис 0 следуета с >Ь-с; 

6) из 0 < а <b следует 0<<-. 

<q 1) Если а >> 0, то, согласно условию 3, 6) теоремы 2, а — а > 0 — 
— а, так что 0 > —а, т. е. —а отрицательно. 

Если — а отрицательно, т. е. —а < 0, та а<а- 0, так что 
0 < а, т. е. а — положительно. 

Доказательство остальных пунктов предлагаем провести самостоя- 
тельно. }№ 

7.4. Следствия из аксиомы о верхней грани. 
Определение 1. Множество А < Ю называется ограничен- 

ным снизи, если существует число т Е Р такое, что Va€A 
выполняется неравенство т <= а. 

При этом число т называют нижней гранью множества А. 
Определение 2. Нижняя грань т* множества А называется mo 4- 

ной нижней гранью множества А, если всякая другая нижняя 
грань т множества A не больше т*. 

Точная нижняя грань множества А обозначается символом inf А 1. 
Теорема. Всякое ограниченное снизу множество А имеет точную 

нижнюю грань, причем inf А = —sup (—А}, где —А = {—x}, хЕ 
СА, А = {x}. 

1 От латинского слова infimum — низкий. 
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<q Пусть множество A = {x} ограничено снизу, тогда ЗтЕ Ю, та- 
кое, что Wx Е А т < х; тогда —х < —т, т.е. множество —A 
ограничено сверху. Согласно аксиоме В.О Jsup {—A} = М*. 
Имеем  —х < М* УхЕЛ; следовательно, —М* < x УхЕ 
€ A и —M* — нижняя грань множества А. Если N любая другая 
нижняя грань этого множества, то —М№ будет верхней гранью множе- 
ства —A, а поэтому —N > М*= sup {—A}; отсюда М < —М*, 
так что —M* = — sup {—A)} является точной нижней гранью множе- 
ства A.» 

Существует и другое определение точной верхней и точной нижней 
граней, эквивалентное, соответственно, определению З, п. 7.1, и оп- 
ределению 2 настоящего пункта. 

Определение 3. Число М* (т*) называется точной верх- 
ней (нижней) гранью множества А = {x}, если УхЕ А выпол- 
няется неравенство x < М* (x > m*) и Уё>0 3хЕА 
(Ax"€ А), такое, что 

М*— < х< M* (m*¥ <x" < m*+ а. 

Докажем, что это определение эквивалентно определению 3 из 
п. 7.[ и определению 2 настоящего пункта. Рассмотрим случай точ- 
ной верхней грани; в случае точной нижней грани рассуждения ана- 
ЛОГИЧНЫ. 

Пусть М* — точная верхняя грань согласно определению 3. Тогда 
Vx СА выполняется неравенство x < М* и, следовательно, M* — 
верхняя грань. Из неравенства М*— в < х’<М* слелует, что никакое 
число, меньшее М*, не может быть верхней гранью и, следовательно, 
все другие верхние грани М больше М*. Таким образом, и согласно 
определению 3, п. 7.1, М*— точная верхняя грань. 

Пусть теперь число М* является точной верхней гранью согласно 
определению 3, п. 7.1. Поскольку М*— верхняя грань, TO x < М* 
Ух СА. Далее, Ve > 0 число М*— в < М* уже не будет верх- 
ней гранью множества А (ибо все другие верхние грани не меньше 
М*), поэтому Зх’ЕА такое, что М*— & < х—< M*. 

Остановимся на свойствах точной верхней грани. 
#1) Если множество А ограничено сверху (снизу) числом М (т), то 

sup А < М (inf A > mi). 
В самом деле, число М (т) — верхняя (нижняя) грань множе- 

ства А; поэтому оно является большим (меньшим) или равным зир А 
(inf A). 

2) Если множества A и В ограничены сверху (снизу) и A C В, 
то sup А < sup В (inf A > ШЁВ). 

Действительно, число sup В (inf B) является верхней (нижней) 
гранью для В, а поскольку А < В, тои для А, поэтому, согласно 1), 
sup А < sup В (inf A > inf B). 
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Расширенная система действительных чисел 

Определение 4. Расширенной системой действи- 
тельных чисел называется множество, состоящее из элементов 
множества [R и двух символов —со и +00, причем выполняются сле- 
дующие условия: 

а) —o < а< +, а co = +00, 

а а 
а — wo = — Oo, So = ео = 0 УзЕБВ; 

6) если а >0, то 

а. ( со) = + оо, а. (— 0) = — о; 
в) если а<0, то . 

а: (+ <) = — с, a-(—o)=-+ 00. 

Символ — сю (+00) называют минус (плюс) бесконечностью. 
Расширенную систему действительных чисел обозначаем символом 

К, таким образом, [R = [R U {[—co; +0}. 
Будем считать, что если непустое множество A не ограничено свер- 

ху (снизу), т. е. содержит символ -- со (— оо), то зир А = +00 (inf A = 
= — 09). 

Таким образом, в расширенной системе действительных чисел ® 
всякое непустое множество имеет точную верхнюю (нижнюю) грань. 

Определение 5. Множество А < Ю, ограниченное сверху и снизу, 
называется ограниченным с обеих сторон, или просто 
ограниченным. 

Всякое ограниченное в К и произвольное в Р множество имеет 
точную верхнюю и точную нижнюю грань. 

Примером ограниченного в В множества может служить сегмент 
или интервал. Сегментом в В называется множество [а, 6] = 
={x€R:a<x< b}; интервалом в В называется множество Ja, b[ = 
= {x€R:a<x<b}. Полусегментом, или полуинтервалом, называется 
множество [а [< {хЕВ:а<х<6} и множество ja, В] = 
= {x€R:a<x<b}. Наконец, множество ja, + oof = {хЕК:а—< 
<х<- о} или | — сю, bf = {x€R:— ® <х< 6} называется бес- 
конечным полуинтервалом, а множество [а, + oof = {xE€Riax 
<x< + oo} или] — oo, 6] = (хЕВ: — © <х<ь} бесконечным по- 
лусегментом. 

Сегменты, интервалы и полуинтервалы являются ограниченными 
множествами, а поэтому имеют точную верхнюю и точную нижнюю 
грани, причем 

sup [а, 6] = sup Ja, bf = 5, 

inf[a, b] = inf Ja, Ы =a. 

Бесконечные полуинтервалы и полусегменты ограничены только 
с одной стороны, поэтому для них существует конечная точная верхняя 
или конечная точная нижняя грань. Например, sup ]—oo, 6] = 
= sup ]—oo, bl = b; inf [a, +oof = inf Ja, + ool = а. 
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7.5. Теорема Архимеда и ее следствия. 
Теорема 1 (Архимеда). Если а >0, а b— произвольное дей- 

ствительное число, то существует такое п Е Z, что (п — аз, 
па > 6. 
<q Докажем сначала, что Jn€Z такое, что па >65. Для доказа- 
тельства предположим обратное, т. е. Раз WREZ. Тогда мно- 
жество {ka} ограничено сверху и, согласно аксиоме В.О, имеет 
точную верхнюю грань sup {ka} = M*< 5. Согласно определению 3, 
п. 7.4, Зрае {ка} такое, что М* — а < pax М*; отсюда (p+ 1) X 
ха>М*, p+1E€Z, что противоречит определению числа М*. 
Таким образом, пришли к противоречию, источник которого в пред- 
положении, что ка УКЕ ZY. Следовательно, существует число 
КЕ такое, что Ра >Ь. 

Аналогично доказывается, что существует число т, удовлетворя- 
ющее неравенству та < 6. В силу транзитивности знака < имеем 
та < ка, а поскольку a—! >0, то из теоремы 3, п. 7.3, следует 
неравенство т< k. Сегмент [та, ka], содержащий точку 6, делится 
точками (т -- 1]а, (т-+-2)а, ..., (Е — Па на Е — т сегментов; 
одному из них принадлежит точка Bb. Следовательно, существует 
n€Z такое, что (и — lhaxb<na. p 

Следствие 1. Пустьа > 1, 6 >> 0. Тогда найдется такое целое чис- 
ло п, что 

al< bh, а. 

Доказательство абсолютно аналогично доказательству теоремы, 

если заменить там сложение умножением. 
Следствие 2. Для каждого положительного числа & существует та- 

кое натуральное число т, что У п > т выполняется неравенство 

+ <e. (1) 

Это неравенство непосредственно следует из теоремы Архимеда, 
| 

если положить там а =1, 6 = —_, а затем применить теорему 3, 

n. 7.3. 
Приведенное следствие показывает, что среди чисел 

pt tL 
‚2 о’ 3°, °°°*) n? 

содержатся числа, меньшие любого, наперед заданного положитель- 
ного числа г. Потому УЕ > 0 dm € М такое, что 

0<—<e Уп > т, 

inf (= = 0. 

Теорема 2. Пусть a и В произвольно заданные действительные чис- 
ла, причем a < В. Тогда существует рациональное число г, заключен- 
ное между числами a и В. 
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Обозначим A=fP—a. Тогда, согласно следствию 2 теоремы 1, 
существует натуральное п такое, что 

| 
= < в. (2) 

| 
Поскольку — > 0, то, согласно теореме Архимеда, существует це- 

лое число т, удовлетворяющее неравенствам 

п каки. 

Отсюда и из неравенства (2) получаем 

ax tt =%4<a+h=a+p—a=8. 
n 

mt 
Таким образом, «< —+— <f. p» 

Из теоремы следует, что между действительными числами © и В 
содержится бесконечное множество рациональных чисел. Например, 
применяя теорему к числам ©, гиг, В, заключаем, что существуют 
рациональные числа г: и г. такие, что & < г, < г, г<г.< В ит. д. 

5 8 АБСОЛЮТНАЯ ВЕЛИЧИНА 

Определение. Абсолютным значением тела (поля) К 
называется отображение 

К — В": ль |х|, 

удовлетворяющее следующим условиям: 

1°. |x|>0 A (|4|=0ех=0} 
2". x-y|=|x|-|y]; 

3°. |x t+y|<|xl+ yl. 
Если Ha теле (поле) определено абсолютное значение, то тело (по- 

ле) называется нормированным, а абсолютное значение | х | — нормой 
элемента х ЕК. 

Если [К = [R, то абсолютное значение обычно называют абсолют- 
ной величиной, или модулем числа а Е Ю, и определяют следующим 
образом: 

‘a | a, ели а>0, 
д = 

—a, если a<0. 

Непосредственно из определения абсолютной величины вытекает, 
что условия 1’и 2° выполняются. Покажем, что выполняется также и 
условие 3°. Из определения следуют неравенства 

— |а|<а< lal], —|6|<o<|9|. 
Сложив эти неравенства, получим 

— ([а| -+ 161) <а+ь<|[а|-+ 161 
или окончательно 

ja+ bl] <a} +161. (1) 
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Применяя неравенство (1) к сумме (а — 6) + 6, получим неравенство 

[а = (а — 6) +5] <а—6 1-16} 
из которого следует 

|а| — 16 |< а— 61. (2) 
Меняя здесь аи 6 местами и пользуясь условием 2°, находим 

|b] —la|<|6—a] =|(— 1) (a— 5)| =|— 1]- |a—b| =|a—5}, 
откуда 

—|a—b|<|a|—|)|. (3) 
Из (2) и (3) вытекает неравенство 

lla]|—|ol|<|a— 6]. (4) 
Заметим, что отношение (4) справедливо для любого нормированно- 

го поля К. 

§ 9. МЕТОД МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ИНДУКЦИИ 

Для доказательства различных высказываний A (п), зависящих 
от натуральной переменной п, применяется метод математической 
индукции, суть которого в следующем: если высказывание A (1) 
справедливо и УЁ>>1 из предположения справедливости A (Ё) сле- 
дует справедливость A(k-+ 1), то высказывание «А (п) справедливо 
при любом натуральном п. 

Символическая формулировка метода математической индукции 
записывается так: 

(A (1) A (A(k) >A(R+1) УЕ>1) 5 (Я (п) Wn). 
Иногда доказывается справедливость высказывания A (п), начиная 

с некоторого номера т>>1. Естественно, что тогда метод матема- 
тической индукции запишется иначе, а именно: 

(А (т) \ (A(t) >A(R+1) УЁЕ>т) > (Ч (п) Уп>т. 

Лемма. Если х>0 Wi=1,nu Пх=1 [мволом Пх; обо- 
= 

=] 

значено произведение чисел х1, Xo, ..., Xn}, Mo 

хп, (1) 

при этом 

(Ун=л]еы=1 viz Tn). 
i=! 

Для доказательства применим принцип математической индукции. 
При л =1 неравенство (1) справедливо и имеет место только знак 
равенства. Если п =2 ил, : xX, = |, то обязательно один множитель, 
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например, x, > 1, а х, <1. Тогда из очевидного тождества 

жа + ха = м, + 1+ (xX, — 1) (1 — x2) 

и условия х.х.= | следует неравенство 

хх. B22 

и условие 

(X1 + X_ = 2) & (= = 1). 
Предположим теперь, что для произвольных ^ положительных чи- 

сел хи, Xq, ..., Xp, произведение которых равно единице, справедливо 
k 

неравенство У»; x, > Ё, причем 
1—1 

Л 
(Уи ещи = Vi= 1, &). 
i= 

Рассмотрим произведение k-+ 1 чисел x1, х.,..., Хы, ДЛЯ KO- 
АН 

торых IT х, = 1. 
i=! 

Если не все х, равны единице, то найдутся числа как большие 
единицы, так и меньшие единицы. Не ограничивая общности, будем 
считать, что X, > 1, x, < 1. Тогда, по предположению, для Rk положи- 
тельных чисел (х1хо), х,..., Xe+1, Произведение которых равно еди- 
нице, справедливо неравенство 

Жажа - +. +X DSR, (2) 
причем 

(%yX%_ + хз + +. Рен = ®) > (ах, = Жж = +... = Xap =1). (3) 

Складывая тождество 

Xy + м — ах, = 1 + (x, — 1) (1 — ¥) 

с неравенством (2), получим неравенство 

ж + +. хи > ЕЕ (м — 0 (1—4л,) +1 

и условие 

(жд мн = + (м — 0 —%х.)) > 

<> (ХХ = Хз = +. = Xp, = 1), 

из которого следует, что 
k+1 

Уна аи =1 Vi=1,k+l). > 

Пример 1. Пусть x; >0, «1 €R, Yi, na 

т = — (среднее гармоническое), 
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Тл = УХ! * % -.. Xn (среднее геометрическое), 

Е, — — + 2 + vt Tt Xn (среднее арифметическое). 

Тогда 

п Sn SE» (4) 

при этом (Yn = Nn = En) < (5 = х. =... = Xn). 
Произведение п положительных чисел 

№2, ооо = (= 

Nn Nn Nn Nn 

поэтому, согласно лемме, HX сумма 

м Xo Xn — +... + > Nn. 

Mn Nn Yn 
Отсюда 1H, <&,. При этом знак равенства достигается тогда и только тогда, когда 

“1 2 = =~" =1, т.е. ког =X, = = oe c= = ‹... =— > =— р) e e да Х1 — X= coe = Ал. 

Nn Yn n 
По только что установленному 

| | | 

1 2/74 отт а 
= —ee © ——— © eee e < = = К 

Nn я № Xn n Yn 

| 
отсюда Yn < Nn И Vn = Nn если — = — =... = 

xy x5 Xn 
ооо — Xn: 

Пример 2. Для произвольного положительного x Е R и рационального числа 
r> l справедливо неравенство 

(+x! > 1-Е хх, 
называемое неравенством Бернулли. 

n 
Для доказательства этого неравенства положим г = = (n< n,n, mEN) ик 

п положительным числам 

= lt+rx, т, x;=1, |= (п-т 

применим правую часть неравенства (4): 

п — 

A ae < ии ПТ < 1+. 
Отсюда следует 

п 

Ч” = (1-х) >14 их. 
Пример 3. Доказать формулу бинома Ньютона 

п 

(a + 5)" = У Са", (5) 
k=0 

| 
где пе М, С = Al = Dl — число сочетаний из п элементов по Ё т! = 

=1.2... ти полагают 0! = 1. 
Доказательство проведем, применив метод математической индукции. При п = | 

равенство (5) справедливо: 
| 

ато = Ро = Са + С =а-+ 6. 
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Предполагая равенство (5) справедливым, докажем, что 

n+l 

(a+ byt = У Ch at "ТЫ. (6) 
k=0 

В силу высказанного предположения имеем 

п п 

(а +. py?! = (a + b) > CR ag" kok — у, Chat tl kok 4. 

k=0 k=0 

n n n+l 

+ у CR gt —hokr! = № CR gt TI Rok + у Ch-Ngntl— Rok — 
k=0 k==0 k=! 

— Сба"- + у (С) gh ti—kyk 4 сту, 

Поскольку Co=C'=1 yvyneN и СС" = Chis, то 
n 

(a ot! =O), ath x CR at РЫСЬ = 

A R +1—k fi — 

Определение. Ko phe m степени п положительного числа x Ha- 

зывается действительное число г такое, что г" = x. 
р п — 

Корень обозначается символом и x или x!" 
Теорема 1. Для всякого положительного действительного числа х 

существует корень степени п. 

< Обозначим Е = {y€Rt:y"<x}. Множество Е непустое; при 

{= To ‚ 0<1<1, имеем М <¢< x, Tak что ¢€ Е. Кроме того, оно 

ограничено числом 1, если х< 1, и числом x, ели X D1, так как 
в последнем случае из неравенства x" 2х > у, следует, что x — 
верхняя грань множества E. 

Обозначим г = sup E и покажем, что г” == 

Если предположить, что г” < x, то, выбирая Й таким, что 0 < 

— 2 
<h<luh< ы 

(1 + 2)” 

(2 +h)” = 2" Са" A+ Спа" he + ee 4 Сай" = 
=o" 4 n(Cht А... ACH < 

<2" bh Ce ves + Ся) = 

НА (+ гг) хх =x, 

которое противоречит определению числа 2. 
Если предположить, что г”>>х, то, выбирая A таким, что 0 —< 

<hA<l,h<zuh<o—+~—*_., 
(1+ г) —2 
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‚ Получаем неравенство 

приходим к неравенству



(ар = 2" —Ch2" "ht C2" nt wee 4 (— 1)" CCA" = 

= 27 —h(Caz” А... —(— 1)" Crh") > 

2" —h (Cre! + Cra + vs + Са) = 
а (Е 2)" — 2") > а +x =x, 

которое противоречит определению числа г. Таким образом, г” = x. 
Найденный корень единственный, так как если бы существовало 
два корня, например, О < 2, <2г., то тогда непременно выполнялось 
бы неравенство 2" < 23, что противоречит определению корня. № 

Как известно, множество рациональных чисел (@) образует поле, а 
если в нем введено отношение порядка, то оно обращает множество @) 
в упорядоченное поле. Однако, как показывает следующая теорема, не 
во всяком упорядоченном поле выполняется аксиома о верхней грани. 

Теорема г. Не существует рационального числа, квадрат которого 
равен 2. 

Предположим обратное. Тогда существуют целые взаимно-простые 
положительные числа р и 0 такие, что 

[= 
р? = 242, 

а также то, что число р*, а с ним и р четное. Пусть р = 2$. Тогда 

(45° = 29°) = (25° = 49°). 
Число 472, а значит и 4 четное. Таким образом, числа р и 49 имеют 
общий делитель число 2, а это противоречит предположению. }№ 

В множестве В существует 2 согласно теореме 3 и, как это 
следует из доказательства, равен точной верхней грани множества 

Е = {26 В": 22< 2}. Поскольку зирЕ =V2, УЗ @ ©, то supE от- 
сутствует в множестве W, которое является упорядоченным полем. 

Аксиома о верхней грани как бы заполняет «пробелы» множества 
рациональных чисел, дополняя их новыми объектами, которые назы- 
ваются иррациональными числами. Поэтому аксиому о верхней грани 
называют аксиомой о полноте множества действительных чисел, а упо- 
рядоченное поле, в котором выполняется аксиома о верхней rpaHH,— 
полным упорядоченным полем. 

Отсюда следует равенство 

$ 10. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

10.1. Комплексные числа и действия над ними. В предыдущем па- 
раграфе мы построили множество действительных чисел [R, сохранив 
при этом в множестве Р все множество рациональных чисел Q, так 
что @ < Ю. Необходимость построения более широкого по сравнению 
с © множества действительных чисел [К диктовалась практической 
потребностью. Так, например, уравнение x? = 2 в множестве @ не 
имело решений, ав более широком множестве Р это решение уже 
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существует. Уравнение x*= —2 не будет иметь решений даже в MHO- 
жестве [R. Таким образом, столкнулись с необходимостью построения 
множества (; более широкого, чем [R, так чтобы [RC (. При этом 
необходимо, чтобы в множестве (; уравнение х? = —2 уже имело ре- 
шение. 

Определение. Комплексным числом 2 называется ипо- 
рядоченная napa (x, у) действительных чисел x и у. При этом равен- 
ство, сумма, произведение и отождествление некоторых упорядочен- 
ных пар с действительными числами определяются следующим обра- 
зом: 

1) два комплексных числа 2= (ж, Yi) H 2%= (Xo, Yo) называются 
равными, если х= хх и и= у; 

2) суммой комплексных чисел 2, и 2, называется комплексное 
число г вида * 

г = (X%, + х», Yi + Ye); (1) 

3) произведением комплексных чисел 2, и 2, называется 
комплексное число 

Z = (Х1И1 — Хэ, X1Y2 + X21); (2) 

4) множество комплексных чисел (x, 0), хЕЮ, изоморфно 
множеству действительных чисел x ER. 

Число х называется действительной частью, а число у — мнимой 
частью комплексного числа г. Иногда будем обозначать 

х = Кег, y=Imz. 

Из определения комплексных чисел следует, что с точностью до 
изоморфизма можно положить 

(x, 0) =х. 

Отсюда следует, что комплексное число г = (x, у) равно нулю тогда 
и только тогда, когда x = 0 Л у = 0. 

Множество комплексных чисел ( образует поле, внутренними 
бинарными операциями которого являются определенные формула- 
ми (1) и (2) операции сложения и умножения. Для сложения и умноже- 
ния комплексных чисел выполняются все аксиомы, определяющие 
поле: 

С.1. (21 + го) + 23 = 2, + (22 +23) Уд, 2.5, 23€( (ассоциатив- 
ность сложения). 

С.2. Wz€C существует комплексное число (0, 0) ЕС (нейтраль- 
ный элемент относительно операции сложения) такое, что 

2- (0, 0) = г. 

С.3. МгЕС существует комплексное число (— 2) = (—х, — И), 
(—2) ЕС (противоположный элемент относительно сложения) такое, 
что 

г - (— г) =: (0, 0). 

С.4. а +2,=2,+2, W2,, 2. СФ (коммутативность сложения). 
С.5. (2, + 2.) + 23 =2, + (22° 23) Ул, 22, Z23€@ (ассоциативность 

умножения). 
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C.6. Wz€C существует комплексное число (1, O)EC (нейтраль- 
ный элемент относительно умножения) такое, что 

2. (1, 0) = 2. 

С.7. М2ЕС; A (2= (0, 0)) существует комплексное число 27! 
(обратный элемент относительно умножения) такое, что 

г.г = (1, 0). 

С.8. 21 +2, = 22:2, Ма, 2. СФ (коммутативность умножения). 

С.9. 21 ° (Z, + 23) — 21 ° 29 + 2] ` 23 V 21, го, 23 СФ (дистрибутив- 

ность умножения относительно сложения). 

Комплексное число г—! (обратное к числу 2) можно найти сле- 
дующим образом. Пусть 2 = (x, и) (0, 0). Обозначим = = (Xo, №). 

Тогда, согласно C.7, 

z-z-! = (1, 0) или (хх, — Yo, Хой + ХУо) = (1, 0}. 

По определению равенства комплексных чисел, получим систему 

ХХ — Уфо = 1, Xo + XY, = 0, 
’ о Xx — 

из которои находим Xy = и ‚ Ш = Sar » Следовательно, 

zt = x —y 
(zip ’ a) 

Вычитание в множестве (; определяется как действие, обратное 
сложению. 

Разностью комплексных чисел 2, и 2, называется комплексное чис- 
ло г такое, что 

Z2+-2= 2). 

Пользуясь свойствами C.1 — C.4 и прибавляя к обеим частям послед- 
него равенства комплексное число —2г., получим 

2 = 2, + (— 2.) = (X14 — Xa, Yi — Yo). 

Аналогично, деление в множестве (; определяется как действие, 
обратное умножению: частным комплексных чисел 2, и 2g называется 

комплексное число 2 такое, что 

29° 2= 2). 

Умножая это равенство на комплексное число 

2—1 -( Хо — Ye 
9 

° +H” m+ 
и пользуясь аксиомами С.5 — С.8, получим 

Хх. + ИИ XoY1 — XY а=а, 2! = | Г , 1 — ; (3) 
; ( x + 5 х +45 

Комплексное число (0, 1) обозначим символом i. Тогда (0, 1) X 
x (0, 1) = (—1, 0), т. е. = —1. Произвольное комплексное число 
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Рис. 3 Puc. 4 

z€( можно представить в виде 

г = (х, у) = (х, 0) (0, у) = (х, 0) + (0, 1) (9, 0) =х- и. 

Комплексное число г = (х, —/) =х— iy называется сопряженным 
по отношению к комплексному числу г = (x, у) = x + iy. Очевидно, 

= X? + y?, 
10.2. Геометрическая кнтерпретация комплексного числа. Всякое 

комплексное число г = (x, у) можно изобразить как точку на плос- 
кости с координатами х и и (рис. 3). Плоскость, на которой изобра- 
жаются комплексные числа, называется координатной комплексной 
плоскостью. При таком изображении комплексных чисел действитель- 
ные числа изображаются точками оси Ох, а числа (0, и) (которые на- 
зываются чисто мнимыми) — точками оси Оу. Поэтому ось Ох назы- 
вают действительной осью, а Оу — мнимой. 

Комплексное число можно интерпретировать как вектор, начало 
которого находится в начале координат, а конец в точке г. При такой 
интерпретации комплексного числа его действительная х и мнимая у 
части являются проекциями изображающего вектора г на оси коорди- 
нат. Кроме того, при такой интерпретации сумма комплексных чисел 
21= (х, и) и 2= (хо, Ya) изобразится вектором 2, + 2., координаты 
которого равны сумме соответствующих координат слагаемых векто- 
ров 2, и 2,. Таким образом, комплексное число 2, + 2, изобразится диа- 
гональю параллелограмма, построенного на векторах, изображающих 
числа 2, и 2. (рис. 4), а для изображения разности 2, — 2› складываем 
по правилу параллелограмма векторы, изображающие числа 2; и —2p. 

Расстояние г точки 2 от нулевой точки, т. е. число Г = 

= И хи? -У..? 2, называется модулем комплексного числа г и 
обозначается символом | Z|. 

Положение точки г на комплексной плоскости можно определить 
заданием полярных координат точки 2: расстояния г =|2| и угла 0 
между положительным направлением оси абсцисс и направлением 
вектора, нзображающего число 2. Число @ называется аргументом 
комплексного числа 2 и обозначается 0 = агог, где argz= 

=arctg = + en, © =0 при x>0; е=.[ при х< 0, у 0; = — 1, 
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при х< 0, у<0; argz= sgn у, ели x=0. По определению, 

аргумент комплексного числа может принимать любые как положи- 
тельные, так и отрицательные значения, однако при заданном г углы, 
отличающиеся на 2nn, ПЕЙ, соответствуют одному и тому же чис- 
лу. В этом случае вводят Argz = агвг -- 2ил, n€Z. Аргумент для 
комплексного числа (0, 0) не определен. 

Полярные координаты г и 6 однозначно определяют комплексное 
число 

2 = (х, и) = (1с0$0, гп 0) = т (со$ 0 -+ sin 0). 

Последняя запись комплексного числа называется тригонометри- 
ческой формой комплексного числа 2. 

Комплексные числа, записанные в полярных координатах, удобны 
для умножения и деления. Пусть заданы комплексные числа 2г,= 
= (71 cos 91, 7, Sin 0,) и г.= (г. соз 8, г.п 9,). Тогда по формуле (2), 
п. 10.1, имеем 

212, = (ГГ. (cos 0, cos 0, — sin 0, sin 8,), 7,7, (cos 9, sin 0, + 

+ sin 6, Cos 0,)) = (7472 cos (8, + 82), гии» sin (0, + 6,)). (1) 

Аналогично, предполагая, что |2. | == О и пользуясь формулой (3), 
п. 10.1, находим 

21 _ { Tif, (cos 0, cos 6, + sin 0; sin 6,) Г1Го (cos 8, sin 8, — cos 6, sin 6,) 

22 r | 7 

= (7 cos (0, — 65), яп, — 6, (2) 
le lo. 

Из равенств (1) и (2) заключаем, что модуль произведения комп- 
лексных чисел равен произведению модулей, а аргумент — сумме аргу- 
ментов множителей. Модуль частного комплексных чисел равен част- 
ному модулей, а аргумент — разности аргументов делимого и дели- 
теля. 

Из формулы (1) при умножении комплексных чисел с одинаковыми 
множителями вытекает так называемая формула Муавра: 

2 =(rcos@, гзт 0)" = (7" соз пб, г” sin n6). (3) 

Формула Муавра дает возможность извлекать корни произволь- 
ной степени из комплексного числа. Пусть задано комплексное число 
2 = (rcos 0, rsin 0), и необходимо найти .комплексное число 2, = 

= (r, cos 9,, г, sin 0,), такое, что 21 = 2. Тогда, согласно (3), имеем 

(ri cosn8,, ri sinn®,) = (г с0$0, rsin 0). 

Сравнивая здесь модули и аргументы, получим 

тт = г, nO, =0-+ 2kn. 

9-- 2kn 

п 
Следовательно, г! = У г, i= . При Е =0, 1,..., (n—1) 
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получим п различных значений: 

и 2 = (и; cos of Phe Vv rsin oor Pen ), k=1,(n—1). (4) 

В частности, корни уравнения 2*= —2, упомянутого в начале парагра- 
фа, равны: 

(И— 2). = (V2 cos — ree ,V2sin— + eke 

ИЛИ 

10.3. Модуль комплексного числа. Покажем, что модуль комплекс- 
ного числа является абсолютным значением, т. е. | Z| удовлетворяет 
следующим условиям: 

1°. [220 и |2] =0ег= 0; 
2°. |2. . 2,121 |. 12| Wa, 260; 
3°. [21 + 2 |< [21| | 23| Vz,, 2 ЕС. 

В самом деле, условие 1° очевидно, а условие 2° доказано выше. 
Покажем, что выполняется условие 3°, т. е. что для произвольных 
комплексных чисел 2,= (хи, ил) и 2.= (хо, Yo) выполняется неравенство 

И, и «И sty tV d+ 9 (1) 
Для любых действительных чисел хи, Y, (п = 1, 2) имеем 

(x? + y?) (x5 + ys) — (хх YyYo)? = (X1Y2 — X241)’ > O, 
поэтому 

XyXe + У1 У. > Их + yi V2 + yp, 

причем знак равенства достигается тогда и только тогда, когда 
XY); — Х./. = 0. Это означает, что выполняется одно из условий: 

Хх. =: =0 или х.=у, =0, или (x, = Вх.) /\ (Yi = Ку.) VRER. 
Умножая обе части неравенства Ha 2 и прибавляя х + y? + х + у, 

получим неравенство 

(О yr + (+ И уу +), 
из которого непосредственно следует (1). При этом знак равенства 
достигается, если (|2. |= 0) \/ (|2. | = 0) \/ (arg г. = arg 2). 

Таким образом доказали, что |2 | — абсолютная величина, а сле- 
довательно, множество комплексных чисел (; является нормирован- 
ным полем. Поэтому, согласно (4), $ 8, справедливо неравенство 

[2 | — | 22 || < |2, — 23|. (2) 

$ 11. ПОЗИЦИОННОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 

ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО ЧИСЛА 

Пусть натуральное число р > 2. Покажем, что при помощи по- 
следовательности чисел 0, 1, 2, ..., р — 1 можно записать любое дей- 
ствительное число. 

39



Пусть x > 0. Согласно следствию 1, п. 7.5, существует целое чис- 
ло $, такое, что 

< хж<р>^!". 
Число $ единственно, поскольку при $ == ¢ 

Ips, PHN [р', рН = © 
и, следовательно, никакое действительное число не может принадле- 

жать одновременно Двум непересекающимся полуинтервалам. Если $5 

уже определено, то среди чисел 1, 2, ..., р — 1 найдется число ay такое, 
что 

аор* < х < (Ay + 1) р°. 

Число а, определяется однозначно, поскольку при а == 6 полуинтер- 
валы [ap’, (a + 1) p[, [6рз, (6 + 1) р не имеют общих точек. Далее, 
если число а, найдено, укажем число a,€{0, 1, 2,..., р—1}, 
такое, что 

App’ + ар" VX < ар + (а, + 1) р". 

Неограничено продолжая описанный процесс, найдем бесконечную 
последовательность символов 

QQ QA, oe e 9 Ay 52 0, (1) 

где а; {0, 1, 2, ..., р 1}. 
Для определения числа х поступаем следующим образом: если 

$ > 0, ставим запятую между символами а; и Qs41; если жез < 0, TO 
перед последовательностью записываем дополнительно (—5) нулей 
и после первого из них ставим запятую. 

Таким образом, каждому действительному числу х по описанному 
выше правилу ставим в соответствие символ вида (1). Этот символ на- 
зывают р-ичной (для р = 10 — десятичной) позиционной записью чис- 
ла x. При этом цифры а, а1, ... в их взаимных положениях (позициях) 
в (1) называются р-ичными (для р = 10 — десятичными) знаками 
числа х. 

2161 о 
1024 И 3 записываются соответственно в де- 

сятичной системе символами: 

2,1103515625 и 0,625; 
эти же числа в двоичной системе записываются соответственно CHMBO- 
лами: 

Например, числа 

10,0001110001 и 0,101. 

Заметим, что в символе (1) не может, начиная с некоторого места, 
все время повторяться цифра р — 1. 

В самом деле, пусть после запятой, например, начиная с номера 
п, все цифры а,, | = пп + 1, ..., равны р — 1. Тогда число x принад- 
лежало бы полуинтервалам вида 

р—1 _ | 

г р" QAXS2 + po! ’ 
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р—1 — р— 1 р _ | 
Тон ЗАЗ + ar =2+ иг, 

р— 1 р— 1 р— 1 
z+ р" Е pitt те pith <х<2-+ —- 

Вычисляя сумму Е членов геометрической прогрессии, находим, 
что число х заключено между числами 

] | 1 
z+ — зх<2ё + —г. р"—! р"+* _ р” 1 

Однако при k € № все полуинтервалы 

| | | | | | 
[2+ pr! _ рп ’ г pr! [522+ pr! _ р"! ’ or L 
не имеют ни одной общей точки. Действительно, если предположить, 

что такая точка @ существует, то тогда точка © — у — (п — 
п—| 

фниксировано) была бы общей точкой всех полуинтервалов 

| | | ео. = Бун. = 
Но эта система полуинтервалов не может иметь общих отрицательных 
точек в силу равенства 

|= |- к вр]. [- 95.1. 
а положительные точки вообще не принадлежат ни одному из этих 

полуинтервалов. 

Пусть теперь задана произвольная последовательность 

bb, ..., (2) 

образованная из цифр от 0 до р — | с указанной запятой, и как угодно 
далеко имеются цифры, отличные от р — 1. 

Покажем, что существует число х >> 0, для которого (2) совпадает 
с записью этого числа посредством последовательности (1). Пусть би — 
первая, отличная от нуля, цифра в (2). Запягая находится или пра- 
Bee 6, Hag > 0 цифр (не считая O,,) или левее 6„ на Г > 1 цифр (счи- 
тая 6); во втором случае обозначим д = —{. Положим 

x= sup (р°Ьи + pI Omir + р’ “бит + ore + рт} 

и покажем, что р-ичное разложение числа х совпадает с (2). 
Фиксируем натуральное число т, затем выбираем число г >> т так, 

чтобы bm4, < р — 2, и пусть k > г, Е — произвольно. 
Тогда, суммируя геометрическую прогрессию, приходим к нера- 

венству 

ООВ aay + see + р‘ "бт + ... -- po Omir ZS 
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< (p — 1) р + ... + (р — 1) pa" + ... + (р— 1) р9—* — pt" = 

q—(t+1) оч 
=(p—1) — — pr <p — pr, 

Здесь воспользовались неравенством 0m4,p9—’ < (р — 1) p'~’ — pi", 
вытекающим из условия Omi, < р— 2. 

Теперь для точной верхней грани имеем оценку 

= sup {090m - cee + "бт + -:: H рб т-ьь) < 

< ри tives + DI Omir + р" — р9—" < 

<... + pt (бил + 1). 

Таким образом, при любом TEN U {0} имеем 

рб ++. + рт их ри + oes + р (Omer + 1). 
Пользуясь определением числа $ и знаков 4%, а1, ао, ... Числа X, находим 
S =0, A= Om, аа= bmi, .... А отсюда следует совпадение р-ичного 
разложения числа х с записью (2). 

Если x < 0, то —х > 0, поэтому по только что установленному 

—x=0,b,.... 

Наконец, для x = 0 полагаем x = 0, 00..., что завершает построение 
позиционной р-ичной системы. 

$ 12. ИЗОМОРФИЗМ ПОЛНЫХ УПОРЯДОЧЕННЫХ ПОЛЕЙ 

12.1. Плотность множества рациональных чисел. Пусть P — пол- 
ное упорядоченное поле. Так как в любом поле Р имеется | — ней- 
тральный элемент операции умножения, то всегда существуют числа 
вида |, 1 +1 =2,2- | = 3, ..., называемые натуральными числами 
поля Р. Их будем обозначать № (P). 

Теорема 1. В любом полном упорядоченном поле Р множество на- 
туральных чисел № (Р) не ограничено сверху. 
<q Предположим обратное. Тогда, согласно аксиоме В.О, существует 
sup № (Р) = a. По свойству точной верхней грани найдется нату- 
ральное число п такое, что a — | < па. Отсюда n+ 1 > а, что 
противоречит определению числа a. p> 

В любом поле Р имеется 0 — нейтральный элемент сложения и у 
каждой натуральной точки п имеется противоположный элемент (—п). 
Множество (0, |, —1, 2, —2, ...} называется множеством целых чисел 
поля P и обозначается 7 (Р). Из доказанной выше теоремы | и теоре- 
мы пункта 7.4 вытекает следующее утверждение. 

Теорема 2. В любом полном упорядоченном поле Р множество целых 
чисел Z (Р) не ограничено ни сверху, ни снизу. 

В любом поле Р можно рассматривать частное от деления целых 
чисел на натуральные, называемое рациональным числом. Множество 
всех рациональных чисел поля Р обозначается Q (Р). Это множество 
в любом полном упорядоченном поле не ограничено ни сверху, ни снизу. 
Более важно и более интересно следующее свойство. 
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Teopema3 (0 плотности множестварациональ- 
ных чисел). Для любого числа x полного упорядоченного поля P 
справедливы равенства 

x = sup (г: ГЕ © (Р) Ar<x} = inf (г: г 6 © (Р) Лг>х}. 

Докажем первое равенство (второе равенство следует из перво- 
го, записанного для числа —x). Прежде всего заметим, что точная 
верхняя грань существует (аксиома В.О). Обозначим ее через a. Ясно, 
что их. Если а=Ех, то ахих—@а_>0. По теореме Архимеда, 

существует натуральное число п такое, что п >———-. Из этого не- 

| | Ad © 

равенства следует х— > — или х> а + —-. По свойству точной 

uw о | 

верхнеи грани, наидется рациональное число г такое, что и— < 

| | 
<r<a. Число r+ —- является рациональным и oO <r+ — < 

| 
= а -- <. Последнее неравенство противоречит определению 

числа ao. Источник противоречия в предположении, что “< x. Сле- 
довательно, & = х. }№ 

12.2. Изоморфизм упорядоченных полей. 
Определение. У порядоченное полеР называется изоморфным 

упорядоченному полю P’, если существует биективное отображение 
ф: Р-Р’, удовлетворяющее для любых чисел м и X_ из поля. P ycao- 
виям: 

1) x, <х. > @(X,) <Ф(х.) (возрастание отображения Q); 
2) p(x, + xX) = Ф(х1) + Фф(х.) (аддитивность отображения $); 
3) Ф(х1х.) = ф (х1) @ (х›) (мультипликативность отображения @). 

Отображение ф называется изоморфизмом полей РиР”. 
Отметим простейшие свойства изоморфизма упорядоченных полей. 
Теорема 1. Пусть 1 и 1'— единицы упорядоченных полей Р и P’ 

соответственно, а 0 и 0’— нули этих полей. Тогда 1) @ (0) = 
2) ф (1) = Г. 

1) По свойству аддитивности отображения ф 

ф (0) =Ф(0-+ 0) =$(0) + @ (0), 
откуда следует, что Ф, (0) — нейтральный элемент относительно сло- 
жения, т. е. ф (0) = 

2) По свойству мультипликативности отображения ф 

Ф(1) =$(1. И=Ф(0Ф(П. 
Так как 0 < 1, то в силу возрастания отображения ф 

ф (0) =0'’<Ф(1). 
Из предыдущего равенства следует, что Ф (1) — нейтральный элемент 
относительно умножения, т. е. ф (1) = Г. № 

Теорема 2. Для всех чисел хЕР 

1) p(—x) = — p(x); 2) (=) ==, (если x 50). 
x 
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<q 1) Согласно аддитивности отображения ф и того, что О = x + (—х), 
имеем 

0’ = p(x + (— x)) = (x) + Ф(—Х), 

откуда ф (—х) = —@ (x). 
2) Поскольку для УхЕР /\ x0 справедливо равенство | = x X 

x >, то по свойству мультипликативности 

_ _ 1) _ ШИ 
Г =Ф(П = v(x. =) = 92) 9 ( г } 

Если x 0, то ф (x) == 0. Поэтому из последнего равенства следует, 
что 

o(La ir: > 
Поле Р называется рациональным, если все его числа рацио- 

нальные. 
Теорема 3 (0 изоморфизмерациональных полей). 

Любые два упорядоченных рациональных поля Р и P' изоморфны. 
Положим ф (1) = Г’. Если ф (п) = п’, то по определению будем 

считать ф (п + 1) = n’+ Г. Этим мы установили соответствие между 
натуральными точками полей Ри Р’. Продолжим отображение ф на 
множество целых чисел поля Р с помощью равенства ф (—n) = —@ (п) 
ДЛЯ любого натурального числа п из поля P, а для точки нуль @ (0) = 
=0. 

Если рациональное число г = <- ‚ MEL (P), n€ N(P), то опреде- 

лим @ (r) = — ‚ где и’ = ф(т), n’ = qQ(n). 

Построенное отображение является изоморфизмом полей Ри Р’. 
Действительно, по индукции устанавливается, что для всех натураль- 
ных чисел п, и п, из поля Р справедливы равенства 

ф (п, + Mg) =Фф(п,) + Ф(п.), Фф(пп,) = P (My) | (п.). 

Эти свойства с помощью равенства ф(— п) = —@(n) распространя- 
т ются на множество целых чисел поля Р. Наконец, если г, = —1, 

1 

r,=—2, ТО, 4 р, = Mya or Maly rif. = —. По определению 
ny NN» 

ф (MN, -Н nym) P (т) Ф (12) -- P (24) Ф (Mg) r г.) = = 
Ф( + Pa) ф (пап, ф (п!) ф (п,) 

т/п) + nim, т! то , , 
== = O(N) + Ol), 

nn, ny п) 

ф (mym,) ф (77) ф (mg) т т. ! rar — =- = ——— —= Г.Г. = Г Го}. Ф( 1 2) ф (n,n) ф (п!) ф (по) п. п, 12 ф ( ‚)Ф( ›) 

Далее, из определения отображения | очевидно, что если г > 0, 
то ф(г) > 0’. Поэтому, если г, <г., то г. —г, >0и Ф(7, —!|) = 
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—=Ф(7.) —ф(г,) > 0, т. е. $(7,) <9(т,). Если r,—r, =0, 
то Фф(г, —г!) = P(r2) —Ф(7!) =0’и Ф(7-) = Q(r,). Таким образом, 
отображение ф: PP’ является изоморфизмом упорядоченных 
рациональных полей Р и Р”’ относительно сложения, умножения 
и отношения порядка. }№ 

Изоморфные упорядоченные поля можно не различать. Поэтому 
теорема 4 дает право говорить об упорядоченном поле рациональных 
чисел, определенном однозначно с точностью до изоморфизма. 

12.3. Изоморфизм полных упорядоченных полей. Докажем теоре- 
му, которая дает право говорить об упорядоченном поле действитель- 
ных чисел, как о полном упорядоченном поле, определенном однознач- 
но с точностью дс изоморфизма. 

Теорема (06 изоморфизме полных упорядо- 
ченных полей). Любые два полных упорядоченных поля изоморф- 
ны между собой. 
 Рациональные точки Ри Р” вместе с операциямн сложення, умно- 
жения и отношения порядка образуют изоморфные между собой упо- 
рядоченные рациональные поля. Обозначим через ф изоморфизм полей 
@ (Р) и О(Р’). Продолжим отображение ф с множества © (Р) на 
множество всех чисел поля Р по правилу 

p(x) = sup {ф (г) : Е © (Р) Ar<x}. (1) 
Покажем, 4TO @ (x,) < ф (х.) для всех чисел x,< x, из поля Р. Дей- 
ствительно, согласно теореме 2, п. 7.5, существуют рациональные 
числа г! и г» такие, что х1< г1< г.< хо. Из равенства (1) следует, что 
ф (ro) < ф (х.). Для любого числа ге © (Р) из неравенства г < x, 
следует г < г, и, в силу возрастания отображения ф на множестве 
© (P), справедливо неравенство ф (г) < ф (r,). А из неравенства (1) 
следует ф (х.) < @(r,). Наконец, ф (7!) < ф (+5). Поэтому @ (x,;) < 
< © (х,). 

Заметим, что 

(r’ sr’ CQ(P’) Ar’ <9(х)} = {$ (г) : г 6@ (Р) Ar<4}, (2) 
(rir CQ(P’) Ar’ > (x)} = {e(r): rE Q(P) A r> 4}. 

В силу теоремы 3, п. 12.1, 

Ф(х) = x = sup {Ф(г) : ГЕ © (Р) Ar<x} = 
= шЁ{Ф (г) : ГС © (Р) Лг>х). (3) 

Докажем аддитивность отображения Q. Пусть г, <х, и г, <х.. 

Тогда м, < + и поэтому ф (1) + Ф (72) = Ф (г, - 2) < 
< p(x, + х.). Переходя к верхней грани сначала по всем г, <х,, 
затем по всем г›< х,, получим (xy) + P(X.) < (xX, + х.). Ана- 
логично, считая, что г. >х, и Г > Хо, имеем г, +7, >X,+ Xo, 
ф (г!) + @ (ro) = P(r, + г.) 2 P(X, + x,). Переходя к нижней грани 
по значениям г, > х,, затем по значениям г» > х., получим Ф(х1) + 
+ p(x.) > p(x, + x). Из сравнения неравенств имеем равенство 

p(X, НХ.) = Ф(х,) + Ф (*.). , 
Заметим теперь, что из равенства (3) следует свойство 

ф (— x) = — @ (x) для всех чисел поля P 
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Убедимся теперь в мультипликативности отображения @. Докажем 
сначала равенство ф (X,) ф (х2) = ф (хх.) для всех xX, > 0, x, > 0. 

Пусть O<r, <х,, O< rg <х,. Тогда гиг. < хх. и Ф(Г!)Ф (re) = 
= Ф (yo) < P(X) Ф (х.). Так как фФ (1) >0, ф(г.) >0, то после пе- 
рехода к верхней грани по 7, и г, получим @ (Xz) ф (Xe) < Ф (X Xo). 
Аналогично, считая г, >лх, >0, г, > х., >0, имеем @(r,) ф (5) > 
—ф(х1х.). Переходя к нижней грани по значениям г, и г», получим 

ф (X1) Ф (х›) 2 Ф (хх). Поэтому @ (х1х2) = Ф (х1) Ф (Xp). 
Если х,>0, %2<0, то ф(жах,) = — P(X, (—^2)) = —P(%) X 

<x Ф(—х.) =ф (х1) ф (х.). Аналогично поступаем в случаях, когда 
х < 0, х < 0 или x,<0, x, > 0. 

Осталось убедиться, что каждое число поля P’ является значе- 
нием отображения ф. Пусть х’— число поля Р’. Положим 

x = sup {(r:r © (Р) A Q(r) < х}}. 
Тогда можно проверить, что ф(х) = x’. Пусть равенство не верно. 
Тогда @(x)< x’ или x’ < (x). Рассмотрим случай, когда @ (x) < x’. 
Согласно теореме 2, п. 7.5, найдется число r’€Q(P’) такое, что 
ф (х) < г <х. Пусть г’ = (г). Тогда из неравенства @ (x) < ф (г) 
следует, что х<г. Из неравенства ф (г) < x’ и свойства r€Q@(P) по 
определению числа x следует, что r< x. Получили противоречие 
с неравенством х<.»г. Рассмотрим случай, когда х’<ф(х). Анало- 
гично, выбираем г’= ф(г) такое, что x’ <r’ = (г) <ф(х). Из не- 
равенства ф (г) < ф(х) следует, что r<cx. В силу определения чис- 
ла x найдется число г, С © (Р) такое, что г< г, <хи Ф(г,) <x’. По- 
этому ф (г) <ф(г,) < x’. Получили противоречие с неравенством 

х’<Ф(’). № 

$ 13. СЧЕТНЫЕ МНОЖЕСТВА. 
МНОЖЕСТВА МОЩНОСТИ КОНТИНУУМА 

13.1. Эквивалентные множества. Пусть А и В—два множества про- 
извольной природы и необходимо выяснить, одинаково ли количество 
элементов в этих множествах. 

Чтобы ответить на этот вопрос, сосчитаем элементы каждого из 
множеств, а затем сравним числа, полученные в результате счета. Этот 
способ, очевидно, пригоден лишь для конечных множеств. 

Эту задачу можно решать и другим способом. Пусть, например, 
множество А есть множество студентов в данной аудитории, а В — 
множество парт в этой же аудитории. Если предложим каждому студен- 
ту сесть за парту и если за каждой партой будет сидеть один студент, 
то все парты будут заняты и все студенты будут сндеть, поэтому без 
всяких подсчетов можем сказать, что количество студентов равно ко- 
личеству парт. В этом примере каждому элементу множества А постав- 
лен в соответствие один и только один элемент множества В. Именно 
такое соответствие позволяет заключить, что эти множества имеют 
одинаковое количество элементов. 

Следует отметить, что второй способ сравнения множеств можно 
использовать и в случае бесконечных множеств. 
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Ввести систему координат 
и построить аналитическое 
взаимно-однозначное 
соответствие 
между точками 
интервала ja, b[ 
и множеством КЮ. 

Рис. 5 

Так, множества 

А = (1, 2, оу n, }, 

| | В= |1, т, Ley ary | 

имеют одинаковое «количество» элементов, поскольку произвольному 
натуральному числу ПЕА можно поставить в соответствие один 

| 
и только один элемент —х; из множества В. Таким образом, между 

этими множествами существует взаимно-однозначное соответствие, 
1 

задаваемое отображением пн» =. 

Определение. Множества А и В называются эквивалентны - 
ми, или равномощными, если между ними можно устано- 
вить взаимно-однозначное соответствие, т. е. если существует ото- 
бражение множества А на множество В такое, что разным прообра- 
зам соответствуют разные образы; при этом пишут 

А — В. 

Из этого определения вытекают следующие свойства отношения 
эквивалентности: 

1) А ~ A (рефлексивность); 
2) если А ~ В, то В — А (симметричность). 
3) если А —- В /\ В — С, то A — С (транзитивность). 
Пусть п — любое натуральное число, J, — множество, состоя- 

щее из чисел 1, 2,..., п. Множество А называется конечным, если А ~ 
~ J,, при некотором п. Множество А бесконечно, если оно не являет- 
ся конечным. 

Приведем несколько примеров эквивалентных множеств. 
1. Произвольное множество {х„} действительных чисел, если 

VnEN Л WmEN: (хи 52 хи) > (n Am). 
Здесь взаимно-однозначное соответствие устанавливается по- 

средством отображения [ : п == хи. 
2. Множество точек сегмента U = {уЕР:0< у< 2} эквива- 

лентно множеству точек сегмента А = {x€R:0<x< 1}. Между 
точками этих сегментов устанавливается взаимно-однозначное соот- 
ветствие отображением } : и +» 2х. 
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3. Из свойств эквивалентности вытекает, что множество точек 
произвольного интервала Ja, bl эквивалентно множеству точек число- 
вой прямой [R. Взаимно-однозначное соответствие указано на рис. 5. 
Множество точек интервала Ja, b[ эквивалентно множеству точек ду- 
ги aB, а множество точек дуги “В — множеству точек числовой пря- 
мой [R. В силу транзитивности отношения эквивалентности заключа- 
ем, что Ja, Ш ~ R. 

13.2. Счетные множества. 
Определение 1. Множество, эквивалентное множеству натураль- 

ных чисел, называется счетным множеством. 
О счетном множестве говорят, что оно имеет мощность а. 
Например, произвольная последовательность различных элемен- 

тов является счетным множеством. Как уже указывалось, взаимно- 
однозначное соответствие между элементами последовательности и па- 
туральными числами задается отображением | : п +e ay. 

В общем случае, множество А является счетным, если его элементы 
можно занумеровать. 

Определение 2. Если множество А не конечно и не счетно, то оно 
называется несчетнымч. 

Если же А конечно или счетно, то оно называется не более чем 
счетным. 

Теорема 1. Всякое бесконечное подмножество счетного множества 
счетно. 

Пусть А счетное множество, а В его бесконечное подмножество. 
Так как А счетное множество, то его элементы можно расположить 
в виде последовательности 

Я1, Qo, oe ey Any woe . 

Ясно, что элементы множества В также входят в эту последова- 
тельность. Через п, обозначим наименьший из индексов такой, что 
а, ЕВ. Через п, обозначим наименьший из индексов, больших 1, 
и такой, что а„, ЕВ, и т. д. В результате такого процесса все эле- 
менты множества В будут расположены в последовательность ан, 
An,» ..., An,» ... И Получим взаимно-однозначное соответствие между 

числами № и элементами множества В: Е ап, Следовательно, В — 

счетное множество. p> 

Из этой теоремы следует, что никакое несчетное множество не мо- 
жег быть подмножеством счетного множества. 

Теорема 2. Пусть элементам последовательности являются счет- 
ные множества А,= {Aen}, NEN. Тогда объедичение 

счетно. 
со lone] 

 Расположим элементы объединения $ = |] A, = |) {agen} в поряд- 
k=] k=!1 

ке возрастания суммы индексов, a при равной сумме в порядке воз- 

48



растания второго индекса: 

11, Gar, Ayo, @з1, oa, @1з, @41, Ago, @оз, 14а, 5, 

Ago, Aga, Ana, Aig, .... (2) 

Если некоторые из множеств A, имеют общие элементы, TO они 
в (2) будут встречаться более одного раза. Теперь элементы (2) зано- 
во перенумеруем в порядке следования их в строке, причем элементам, 
которые в (2) встречаются более одного раза, будем приписывать но- 
мер только при первой встрече, а все последующие пропускаем. В ре- 
зультате каждый элемент из $ получит свой номер. Отсюда следует, что 
элементы множества 5 будут расположены в последовательность. Эта 
последовательность бесконечна, так как она содержит бесконечное 
множество A,, поэтому множество 5 является счетным. D> 

Теорема 3. Множество всех рациональных чисел счетно. 
4 Множество всех рациональных чисел представляет собой объеди- 
непие счетной совокупности множеств 

А; = (0, +1, +2, +3, ...}, 

a (92 = +2 +3 
277 9? о ’ о ) 9 peed, 

A, = {© + | +2 +3 
RVR? Е В р 

Каждое из этих множеств счетно. Например, при любом фиксирован- 
ном К существует взаимно-однозначное отображение 

Е { (—1N"n 1—(— 1)" 
Пн — N+ A, nh k ( 9 + 4 . 

Поэтому, согласно предыдущей теореме, объединение множеств A,, 
REN, счетно. p> 

Теорема 4. Множество всех многочленов 

Pix-ea, ах - ..: +a,x" 

с рациональными коэффициентами счетно. 
<q Множество всех многочленов с рациональными коэффициентами 
является объединением п + | множеств A,, где A, — множество всех 
многочленов степени не выше п с рациональными коэффициентами. 
Докажем сначала, что каждое из множеств A, счетно. 

При n = 0 множество А, представляет собой множество рацио- 
нальных чисел, которое является счетным согласно теореме 3. Предпо- 
ложим теперь, что множество А, счетно и докажем, что множество 
Ari, также является счетным мпожеством. Действительно, каждый 
из элементов множества А»: можно записать в виде 

xe Q(X) + Oey x*tl, 
где Q — многочлен степени He выше А с рациональными коэффициен- 
тами, т. е. элемент множества A,, ак, — рациональное число. Co- 
гласно предположению, множество A, счетно, а коэффициент а 
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принимает счетное множество значений, т. е. 

ав = (Гл, Го, 4. ey Гл ee} 

Таким образом, множество А», является счетной совокупностью 

счетных множеств Q (x) -+ хе, С № а поэтому счетно. А тогда, 
согласно индукции, каждое из множеств A, счетно и, следовательно, 
счетно их объединение. PP 

13.3. Мощность континуума. В предыдущем пункте рассмотрели 
примеры счетных множеств. Однако далеко не все множества счетные. 
Следующая теорема приводит пример несчетного множества. 

Теорема. Множество точек сегмента |0, || несчетно. 
Предположим, что множество точек сегмента [0, || счетно. Тогда 

все точки этого сегмента могут быть расположены в виде попарно раз- 
личных элементов последовательности: 

x = 0, 1112 eee Qin cc ey 

Xo = 0, Я о1 Яо ооо Qen oe @ yg 

x, = 0, Я1Ан>2 eee Qnn озу 

Рассмотрим действительное число Ё определяющееся следующим 
образом: перед запятой поставим цифру 0, далее в качестве /-го деся- 
тичного знака выберем произвольное целое число, отличное от 0 и 9, 
а также OT ]-го десятичного знака числа x; Таким способом образуем 
бесконечную десятичную дробь, определяющую некоторое число Ё. 
Поскольку десятичные знаки числа Ё выбраны отличными от 0 и 9, то 
тем самым избежали возможности получения числа х, имеющего двой- 
ную запись, например, x = 0,134000...= 0,133999... . А поскольку п-й 
десятичный знак числа Ё отличен от п-го десятичного знака числа 
Xn, то число & отлично от всех чисел множества {X,, Xo, Хз, ...}, ЧТО 
противоречит предположению. }№ 

Определение. Множество A, эквивалентное множеству точек сег- 
мента |0, 1], называется множеством мощности конти- 
HYY MA. 

Например, произвольный сегмент [а, 6] имеет мощность KOHTHHYY- 
ма, так как существует взаимно-однозначное отображение сегмента 
[0, 1] на сегмент [a, b]: у=а- 6 — а) x.



ПРЕДЕЛ 
И НЕПРЕРЫВНОСТЬ 

$ 1. ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

1.1. Поле. Основными понятиями математического анализа явля- 
ются числа, функции, пределы, производные и интегралы. С общей 
точки зрения, связь между понятиями описывается теорией множеств 
или, точнее, определенными математическими структурами. Поэтому 
современный математический анализ имеет своими объектами изуче- 
ния определенные математические структуры. 

Одной из основополагающих математических структур является 
поле [К. Поле мы определили как множество [К == (А, и, %, ...}, обла- 
дающее двумя внутренними бинарными операциями: сложением и 
умножением. При этом элементы поля образуют абелеву группу по 
сложению, а ненулевые элементы — по умножению. Кроме того, ум- 
ножение дистрибутивно относительно сложения. 

В дальнейшем под полем [К всегда будем понимать или поле дей- 
ствительных чисел Р или поле комплексных чисел (. 

1.2. Определение векторного пространства. При изучении таких 
объектов, как фуикция | : Е — Е, необходимо оперировать как с эле- 
ментами x СЁ, Tak и с элементами y€ F. Если Е и F не являются 
частями одного более широкого множества, то возникает необходи- 
мость иметь дело с объектами различной природы, подчиненными раз- 
личным аксномам. При этом сталкиваемся с более сложными, чем по- 
ле, математическими структурами. 

Первой из таких структур является векторное пространство. 
Определение 1. Векторным пространством над 

полем [К = {^, цв, y, ...} называется множество Е = (x, Ц, 2,... }, 6 
котором определены: 

1. Внутренняя бинарная операция 

ЕХЕ-> Е: (х, y)+x+y, 

относительно которой Е является абелевой группой: 

Ibxt(iyt2a=a(*x+y+2z 2) х-+0=х; 

3) x + (— x) = 9; 4) хну=у-х 
(здесь 9 — нулевой элемент группы). 
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П. Внешняя бинарная операция 

КхЕ-—Е: (a, x) м, 

удовлетворяющая следующим аксиомам: 

5) A(x + y) = Ax + Ay; 6) (A+ p)x = Ax + px; 
7) (Ap) x = A (wx); 8) 1. х=х. 

Следовательно, векторное пространство является структурой (Е, 
К, +, "4 =). 

Элементы векторного пространства называются векторами (илн 
точками), а. элементы поля [К — скалярами. 

Если [К = [R, то Е называется действительным векторным про- 

странством (Е, ЮР, +, -, =), аесли [К = (С, то Е называется комплекс- 
ным векторным пространством (Ё, (,, +, ., =). 

Определение 2. Пусть Е — векторное пространство над no- 
лем К. Всякое множество Е’< Е, обладающее двумя бинарными опера- 
циями пространства Е и являющееся векторным пространством над 
полем [K, называется векторным подпространством 
пространства Е. 

1.3. Общие свойства векторных пространств. В произвольном век- 
торном пространстве выполняются следующие свойства: 

1) 29 =0; 2) O-x=0; 3) (—1)-x=—x. 

Действительно, из аксиомы 6), п. 1.2, при p = 0 вытекает равен- 
ство Ах = Ax + 0.х, из которого следует 0 - х = 0 (поскольку про- 
извольный элемент группы регулярный). 

Из аксиомы 6), при p = —A, где —А — противоположный элемент 
для A, вытекает 

((A + (—A)) x = Ax + (— A) x) > (Ox = Ax + (—A) x) > 
=> (Ax + (—A) x =: 0) = (— Ax = (— A) x). 

Полагая в последнем равенстве A = 1, получим третье свойство век- 
торного пространства. 

Наконец, из аксиомы 5) при у = —х, где —х — противоположный 
элемент для элемента х, получим 

N(x + (—х)) =Ax -A(— x). 

Отсюда и из аксиом 3) и 7) следует 

AB = Ax — Ax 
ИЛИ 

10 = 0. > 

1.4. Нормированные векторные пространства. Понятие абсолют- 
ного значения может быть распространено на векторное пространство 
над нормированным полем К. 

Определение. Нормой в векторном нормированном простран- 

стве Е называется отображение Е > Р':хь [хр RT = {a€lR: 
0 < а< +0}, удовлетворяющее следующим аксиомам: 

1) (15120) A (I +] = 9) 2 (« = 8); 
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2) Ax] = [al - У хЕБ; 
3) jx + у|<|х|-+[У| Ух. УЕЕ (неравенство треугольника). 
1.5. Важнейшие векторные пространства. а) Очевидно, поле [к 

является векторным пространством над самим собой. Кроме того, по- 
ле ГР является нормированным векторным пространством, норма любо- 
го элемента которого совпадает с абсолютной величиной этого элемен- 
та |x| = |x|. 

6) Пусть E = Ю”, где [R” — множество всевозможных упорядочен- 
ных систем т действительных чисел ху, Xo, ..., Хи, Каждое из которых 
может принимать произвольное значение. 

Пусть © = (xy, Xo, ..., Xn) HY = (у, Yor ..., Ym) — произвольные 

элементы множества ЮР”, a A — произвольный. элемент поля [К. Тогда 
внутреннюю бинарную операцию 

В” xX В" В”: (a, у) = у 
и внешнюю бинарную операцию 

Kx В” —- В”: (А, 2) Ах 

определим, соответственно, посредством равенств 

х у = (Xp Ну, № РУ», .-., Xm t+ Ym), 

Nx = (Аха, Ах, ..., АХ). 

Легко проверить, что для введенных операций все аксиомы вектор- 
ного пространства выполняются. Нулевым элементом 6 является век- 
тор 0 == (0, 0, ..., 0), а противоположным элементом к вектору х = 
= (х, хо, ..., Хи) — вектор —м = (—м, ..., —X,,). 

Векторное пространство К” превращается в нормированное век- 

торное пространство, если для произвольного х Е Ю” положим 

jr, =|ж|= Vs х: (сферическая норма). (1) 

4 В самом деле, для функции х -> | х| выполнены условия 1), 2), 
‚ 1.4. Остается убедиться, что выполняется условие 3): 

[2 ур < Уф. (2) 
Запишем неравенство (2) в координатной форме 

Обе части неравенства (3) возведем в квадрат, затем вычтем из них 

сумму У x? + У y? и разделим на 2. В результате получим нера- 

BeHCTBO 

m т [ \ 

Ухи< у Ley Уи, (4)



эквивалентное неравенству (2). Неравенство (4) называется неравен- 
ством Коши — Буняковского. Справедливость последнего вытекает 
из того, что дискриминант неотрицательного квадратного трехчлена 

Xi (tx, + y= OM P+ 2t Ужи + Хи 
i=| i=! i=l i= 

неположителен, т. е. справедливо неравенство 

(Ss) (54) 
из которого ‘непосредственно следует неравенство Коши — Буняков- 
ского. > 

Норму в Ю” можно ввести не единственным образом. Например, 
если положить 

|5 = У, |х,| (октазэдрическая норма) (5) 
i=] 

ИЛИ 
|< |3 = max | х;| (кубическая норма), (6) 

<< 

то каждое из этих выражений будет нормой в [R”. 
<q Действительно, в обоих случаях выполнение условий 1), 2), п. 1.4, 
очевидно. Выполнение неравенства треугольника для |x|, прове- 
ряется непосредственно: 

т 

|= уЪ = ре и + ий = 12 НТУ 
{— 

Наконец, из неравенства 

А < тах | х; | -- шах [у;| = [2 УВ 
l<i<m [<i<m 

и свойства точной верхней грани вытекает 

lz у = тах |x,+y;|<|vh+lyb. № 
1<<т 

В дальнейшем три нормы Иэн, |x|, и |2 |5, введенные в векторном 

пространстве [Р”, обозначим соответственно символами | 2 |1, | 2 |, 
| z |3; при этом, если некоторое соотношение окажется справедливым 
для любой из этих норм, то индекс при норме будем опускать. Индекс 
опускается и в TOM случае, когда ясно, о какой из трех норм идет речь. 

Отметим еще одно полезное неравенство для нормы 

[2 -— 9112 — Ур, (7) 
справедливое для произвольного нормированного векторного про- 
странства. 

Действительно, согласно определению пункта 1.4, 

= (я — у) +yl<|e—yl+lyl 

[21—19 <[2 —и|: (8) 
откуда 
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Меняя местами хи у, получим 

У — [2 [у — #1 = |(— 10 (2—9) |< 
<|—1|-|z—yl=|z2—yl. (9) 

Из неравенств (8) и (9) вытекает неравенство (7). > 
в) Пусть % = (А, В, С, ...} — множество, элементами которого 

являются матрицы размера т Х п, т. е. таблицы, состоящие из т 
строк и п столбцов, вида 

@11 @12... Ain 

а Aggy ... Ap 
А... | = us 

т Чт... Amn 

где а;, — действительные числа. 
Множество % матриц А = (aij) размера т Х п можно отожде- 

ствить с пространством Ю””" векторов х = (а11, ..., а, .... @ть +... Amn) 
при помощи взаимно-однозначного соответствия 

(a;;) <> (а11, eee у Qin, eee y Amt, eee y Amn). 

Поэтому пространство MN изоморфно пространству Ю”" относительно 
операций сложения элементов из 9% и умножения на скаляры поля К. 

Тогда, если 

Qi @12 eee Qin by, Dis eee bin 

Qo1 Coo ооо оп bo, boo eee bon 

A= =(a,;, B= = (b;;) 

Qmi Ято eee Amn bmi b mo eee bmn 

— произвольные матрицы из множества M, а A — скаляр поля (К, то 

Я 11 + bi, Q19 + Die eee Qin + bin 

A+B= Ao, + be, Age + Dan ... Aon + бэ 

Amt + Om Am2+ био... Amn + Omn 

Ла11 Лао eee Nin 

NQo1 Лао eee NQon VA = | 
Лат! ^ато ... Латп 

Следовательно, множество 9% является векторным пространством над 
полем К. 

Множество матриц 9% превращается в нормированное векторное 
пространство, если норму в нем введем одним из равенств: 

[Ah = И у у а, (10) 
i=] j=1 
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| A |p = max Ха (11) 
<п {= 1</= 

| Alls = max x | аи |. (12) 
l<i<m 

Действительно, |All, является евклидовой нормой пространства 

IR", а следовательно, и пространства 9%. 
Далее, для | Al, и |А|; выполнение первых двух аксиом нормы 

очевидно. Остается проверить выполнение неравенства треугольника. 
Из свойств ‘абсолютной величины вытекает неравенство 

[аи + в < < Shay + Ув < 

< тах у Га | + тах 2 Bou = А-В, 
(<j<a (=1 

Из которого следует, что 

| A+ Вь= max у [ап + bj ЗАЬ +В. 
1</<п i=1 

Совершенно аналогично доказывается, что 

АВА +18ls. 
Таким образом, множество 9%, элементами которого являются 

матрицы размера т X п, является нормированным векторным про- 
странством, так как каждому элементу А Е WM поставлено в соответ- 
ствие число | А |, где | A | одно из трех значений (10) — (12). 

Аналогично, как и в случае векторного нормированного простран- 

ства [Ю”, если некоторое соотношение окажется справедливым для лю- 
бой из трех норм, то индекс при норме будем опускать. Индекс при 
норме опускаем и в том случае, когда известно, о какой норме идет 
речь. 

Определение. П роизведением матриц A = (ai) размера 
т Хх nu В = (bij) размера п Х р называется матрица С, элементы 
которой си определяются равенствами 

си = У аби, i=l,m, [=1, р. 
j=l 

Произведение матриц определено только для случая, когда число 

столбцов множимого равно числу строк множителя. Следовательно, 

согласно определению, имеем 

Qi Qie eee Qin bi, bi eee Dip 

C — АВ — Qo) 22 ... Qon Bs, Boo eee bop 

От! Am2 eee Qmn Oni bn © ое Onp 
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Например, пусть 

а=(_'? e-(, 3 | 2 
~\— I 3): ~\2 3 5 —1)? 

тогда произведением матриц A и В является матрица 

144 0-6 1410 2—2 c= ав = | + + + _ 
—1+6 0+9 —1+15 —2-—3 

б 6 11 0 
~\5 9 14 —5/ 

Матрицы размера п X п называются квадратными матрицами. 
Если множество 9% состоит только из квадратных матриц, то тогда 

произведение определено для любых двух элементов множества 9%. 
Следует отметить, что произведение матриц не является коммутатив- 
ным. Однако произведение квадратных матриц обладает свойствами 
ассоциативности: для любых квадратных матриц А, В и С справедли- 
во равенство 

(АВ) С = A(BC). 

В самом деле, пусть 

А = (а), В = (ла), С = (Cop), Г, Г, 9, р =1, п. 

Тогда, пользуясь определением произведения матриц и ассоциатив- 
ностью действительных чисел, получим 

(AB) С = ((aj) (jq)) (Cap) = (y au) (Cop) = 

= |5 у, cubes = ( У а py buts = 
q=1 j=! =I 

n 

= (Q;;) (У вии, => (a;;) ((0,9) (29р)) = А (ВС). 

9 

Ассоциативность произведения квадратных матриц установлена. 
Кроме того, произведение квадратных матриц дистрибутивно отно- 

сительно операции сложения. Это значит, что для любых квадратных 
матриц A, Ви С выполняются равенства 

(А-В) С = АС + ВС, 
C(A+ В) = СА + СВ. 
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Действительно, если A = (a,j), В = (bij), С = (Cy), i, jf, 9 = 1, 7, 
TO 

(A + B) C= ((Qi;) + (611) (Са) = (ay + bi) (Са) — » (aij; + b;;) сн) == 

j=l 

= » (аси-Е bier) = (S aye) + (У высь] = 
j=! j=! j=! 

= (ai) (сп) + (b;;) (Cjq) = AC + BC. 

Аналогично. доказывается, что выполняется второе равенство дистри- 

бутивности. 
Таким образом, множество 9%, состоящее из квадратных матриц, 

образует кольцо (9%, +, -, =). Это кольцо унитарное, поскольку OHO 
содержит единичный элемент (единичную матрицу). Кроме того, коль- 
цо квадратных матриц содержит делители нуля. Например, матрицы 

aa? ~i). в-(? : 

2 —4 13 

являются делителями нуля, так как 

AB =() 5) 
0 0 

г) Рассмотрим множество ¢ = {/, g, A, ...}, элементами которого 
являются отображения множества FE в множество F. Предположим, 
что множество F является векторным пространством над полем К. 
Тогда в множестве $ можно ввести структуру векторного простран- 
ства над тем же полем [К. Пусть [и & произвольные отображения из мно- 
жества %, тогда УхЕЕ соответствие } относит элемент [ (x) Е F, 
а соответствие g — элемент g (x) Е Р. Поскольку в F определена опе- 
рация сложения f (x) + g (x), то можно определить отображение, 
которое каждому ХЕЕ ставит в соответствие (f (x) + в (х)) ЕЁ, 
ПОЛОЖИВ 

(Р- &) (х) = Н® +85 () УхЕЕ. 
Такое отображение называется суммой отображений f и g. Тем самым 
в множестве $ определили внутреннюю бинарную операцию % X 
x & — 6, которая превращает множество & в абелеву группу. 

В самом деле, поскольку УхЕЕ и Vi, g, AEG, справедливы 
равенства 

f(x) -- (g (4) (х)) = (FF (4) + g(x) + A(X), 

| (x) + g (x) == g (x) +/ (%), 

f+(gt+th=(f+e)+h, f+te=ert}. 
Следовательно, внутренняя бинарная операция является ассоциа- 

тивной и коммутативной. 
Если символом о обозначим отображение, ставящее в соответствие 

каждому x Е E нейтральный элемент сложения 0 (нуль) векторного 

TO 
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пространства F, т. е. о: x0 УхЕР, To 

f(x) + о(х) = f(x) + 9 = f (x). 
Отсюда | + о = р; следовательно, отображение о является нейтраль- 
ным элементом введенной нами операции сложения в Y. Наконец, 
пусть / — произвольное отображение из ©. Если в: хь —f (x) 
УхЕЁБ, то f + (—f) =о, поскольку f (x) + (—f (x)) = 0. Таким 
образом, каждый элемент [6% имеет противоположный элемент 
(—f) € &. 

Следовательно, множество $ образует аддитивную абелеву группу. 
Внешнюю бинарную операцию 

К х®$—6: (^, fred -f, 

где [К — поле скаляров, определим следующим образом: для каждого 
ЛЕК и УГЕФ определим отображение Af: хь Af (x) УхЕР. 
Поскольку F векторное пространство, то УхЕЁ, Ур ge, WA, 
ие [К получим 

№ (f (x) + & (х)) = Af (x) + Ag (x), 

(АР) = Af (x) + pf (x), 
A (Lf (x)) = (Ap) f (x), 

1. f(x) =f (x). 

A(f + g) = If + dg, 
(A+ p)f = Af + pf, 

A (uf) = (Ap) f, 
Ll-f=f. 

Таким образом, множество $ является векторным пространством 
над полем (К. 

Если множество F значений функций из G является кольцом, 
то в 6 можно определить вторую внутреннюю бинарную операцию 
$6 х%$-$. С этой целью УК g€6 рассмотрим отображение, 
которое УхЕЁЕ ставит в соответствие элемент } (x) g (x) из F; такое 
отображение является элементом множества G; обозначим его через 
Г -g (сохраняя порядок функций). Эта операция является второй внут- 
ренней бинарной операцией в $. В общем случае } - в =Е р: f. 

Так как РГ — кольцо, то УхЕЁЕ и УК в, AEC имеем 

f (x) (g (x) A (х)) = (f (x) g (x)) A (x), следовательно, [ (gh) = (fg) 1. Ана- 
логично } (x) (g (x) +h (х)) =F (x) g(x) + Fe) h(a); + g(x) A (a) = 
=f(x)h (x) +g (xX)h (x), Te Рав =fe + fh Ff +gyh= fat 
+ gh. А это означает, что множество $ является кольцом. 

Если, кроме того, множество Ё является коммутативным кольцом, 
т. е. f (x) в (x) = 5 (х) | (x), то fg = ари, следовательно, $ тоже будет 
коммутативным кольцом. Для коммутативного кольца два закона 
дистрибутивности сводятся к одному. 

Наконец, если F — унитарное кольцо, то F содержит нейтраль- 
ный элемент е относительно второй внутренней бинарной операцни, 

Следовательно, 
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т. е. VxEE, У[Е® e (x) f (x) =f (x) e (x) = F(x), тогда ef = fe = 
= }, rnee: хь е (x) V x € E. Отсюда вытекает, что кольцо ® — 
унитарно, причем отображение е € % является нейтральным элемен- 
том второй внутренней бинарной операции, т. е. единичным элементом. 

Если множество значений F является полем IR действительных чи- 
сел или полем (; комплексных чисел, то F является кольцом. Тогда 
предыдущие рассмотрения показывают, как можно определить сумму 
и произведение двух числовых функций, и доказывают, что множе- 
ство © этих функций составляет коммутативное кольцо. 

1.6. Евклидово пространство. 
Определение 1. Пусть Е — векторное пространство над полем R. 

Отображение Ex E->R: q(x, y) =(х, у, которое каждым 
двум элементам x и у из Е ставит в соответствие действитель- 
ное число, обозначаемое символом (х, и), называется скалярным 
произведением, если Vx, у, 2гЕЕи VAER выполняются сле- 
дующие аксиомы: 

Г) (x, у) = (9, х}; 
2) (x+y, 2) = (х, 2) + (у, 2); 
3) (Ax, у) =А(х, у; 
4) (x, x) >0 A ((x, x) = 0) (x = 8). 
Определение 2, Векторное пространство, в котором определено 

скалярное произведение, называется евклидовым простран- 
ством. 

В произвольном евклидовом пространстве из условия x = 0 \/ у = 
= 0 следует, что (x, и) = 0. 

Действительно, из аксиом |) —3) вытекает, что (Ax, их) = Ак (x, 
y). Отсюда при A = 0, используя равенство Ox = 6 (см. п. 1.3), полу- 
чаем (8, wy) = 0. Аналогично находим (Ax, 0) == 0. 

Далее, в произвольном евклидовом пространстве справедливо не- 
равенство 

(x, у)* < (х, х) (у, и), (1) 
называемое нерсвенством Коши — Буняковского. 

Действительно, если x = 0 \/ у = 0, то правая часть неравен- 
ства (1) обращается в нуль согласно только что доказанному утвержде- 
нию, а левая часть этого неравенства обращается в нуль согласно ак- 
сиоме 4), так что в этом случае неравенство (1) справедливо. 

Если x 0 Л и-- 6, то, согласно аксиомам I) — 4), 

(Ax —y, hx — y) >20 
и 

A? (x, x) — 2A (x, у) + (y, у) > 0. 

Отсюда вытекает неравенство (1). | 
С каждым скалярным произведением можно связать норму, по- 

ложив 

|x| = V(x, х). 
В самом деле, 

(|x| > 0 A [x] = 0) (x = 8), 
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[Ах |= И (Ax, Ax) = ИМ (хх, x) =1МУИС, x) = М: |x, 

Ixt+yP=Viety, ху = чу, хи) = 

= (х, xy) + 2(х, У - (у, у) < (<, А +2ИС(, ЛИ, D+, y= 

ЕЕ НЕЕ = НЕ: 
следовательно, |x + y| < |х| - |y|, т. е. все аксиомы для нормы 
выполнены. 

Пространство В” становится евклидовым, если в нем для произ- 
вольных элементов 

@ 

x= (x, Xo, «0+ Ат), у =(Y1, Yo: »++ 9 Ym) 

определим скалярное произведение при номощи равенства 

т 

(x, y) — у Мг. 

i=! 

Выполнение аксиом очевидно. Неравенство Коши — Буняковского за- 

пишется в виде 

|(х, y)|<l|z]-lyl. 

$ 2. МЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 

2.1. Определение метрического пространства. 
Определение. Множество Е = {x, y, 2, ...} называется метри- 

ческим пространством, если определено отображение 

ЕХЕ- В+: (х, y) p(x, 9), 
которое Ух, уЕЕ ставит в соответствие неотрицательное дейст- 
вительное число р, удовлетворяющее следующим AKCUOMAM: 

1) (ep (x, y) > 0) Л (0 (x, у=0део(х=у); 
2) р(х, y)=o(y, x) Ух, y€E (аксиома симметрии): 
3) р (х, у) < р(х, г) р (2, у) Ух, у, 26Е (неравенство тре- 

угольника). 
Элементы метрического пространства называются точками, а число 

о (х. у) называется расстоянием между точками х и у, или метрикой 
пространства E. be 

Всякая часть ГР метрического пространства ЕЁ, в которой опреде- 
лено отображение 

ЕхЕ-В', 
являющееся сужением отображения Ех Е-— ВТ: (х, у) р (х, у), 
называется метрическим подпространством Е, а определенная в нем 
метрика — индуцированной метрикой. Очевидно, что метрическое 
подпространство само является. метрическим пространством. 

В произвольном метрическом пространстве справедливо неравенство 

lp (x, у) — 0 (x, zZ)|<oely, 2). (1) 

В самом деле, Vx, у, 2 ЕЁ в силу неравенства треугольника имеем 

0 (x, у) — р (x, 2) < р (2, у). 
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Меняя местами 2 и у, получим 

p(x, г) —р(х, у) < р(у, 2) =e, у). 
Из двух последних неравенств следует (1). Из неравенства треуголь- 
ника также следует, что для произвольных п точек хи, хо, ..., х„ метри- 
ческого пространства справедливо неравенство 

О (x, Хи) > О (x4, Хэ) о (хо, Хз)  ... о (Xn—1, Xn). (2) 

2.2. Важнейшие метрические пространства. а) Множество действи- 
тельных чисел В или множество комплексных чисел (;, расстояние 
между точками которых определено равенством р (x, у) = |x—y| 

Vx, УСК или р (2, 25) = | 21— 2 | У 2., 2. Е (С, является метри- 
ческим пространством. Эту метрику принято называть естественной 
метрикой в № или в (С. Выполнение аксиом метрики следует из 
свойств абсолютного значения. 

6) Нормированпое векторное пространство E = {u, v, w, ...} ста- 
новится метрическим, если Wu, v € E положить 

p(u, = [и] (1) 
Для доказательства проверим выполнение аксиом 1) — 3) опреде- 

ления 1, п. 2.1. Из свойств нормы вытекает, что: 

1) (и, v) =|и—и| > 0, причем (о (м, v) =0) © (и = dv); 

2) p(w, 9) = и о = | ([— Пе и о—  Ш— 
—и| =p(v, и) Vu, v€ 

3) р (и, о) = |u—v| = |u—w wv] < [и ше —9| = 
= (м, w)+p(w, и) Vu, ч, ШЕЕ 

в) Пространство В” становится метрическим, если метрику ввести 
одним из равенств 

О (x, 1) — № (x; ~~ y;)’, (2) 

i=] 

ИЛИ 

р (х, у) = Уж — у, (3) 
i=] 

ИЛИ 

p (2, y) = max| x;— yi. (4) 
StS 

Действительно, выполнение первых двух аксиом метрики очевид- 
но. Остается проверить выполнение неравенства треугольника. Пусть 

x= (м, Xo, oe ey Xm); y=(41, У, ...у Ут), 2 = (2, 2, ...у 2т). 

— три произвольные точки из В”. Если функция р задана равенством 
(2), то неравенство треугольника в координатной форме запишется 
следующим образом: 

У (ии) < Уи + У (2, — y,)?. 
i=l i=l 
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Справедливость последнего неравенства непосредственно следует из 
неравенства (3), п. 1.5, если заменить там х; на х; — 2;, AY; на 2;— ц,. 

Для функции о, заданной равенством (3), использовав неравенство 
треугольника для абсолютного значения, получим 

р (<, у) = У, 1—1 = (1—2 +1 — и: |) = 
= | 

=¥ [1 — 21+ У |241 — у =р(х, 2) + р(@, у). 
[= i=] 

Наконец, если р задано равенством (4), имеем 

lx;— yw l<lx4,—-24/+la—wIS< max | x; — 2; | + max |2; — y;|= 
SOS SES 

= p(x, z) + (2, и), 
откуда 

о (х, у) — ах 1% — И: |< 0(х, 2) р (2, У). 

г) Легко убедиться в том, что пространство 9%, элементами кото- 
рого являются матрицы размера м Х п, становится метрическим про- 
странством, если для любых двух матриц из 9% положить 

| 

(А, В) = (3 У, — bi) 
f=! j=l 

ИЛИ 

О (А, В) = max У, | az; — bi; |, 

1S) 2 jo] 
ИЛИ 

п 

р (А, В) = max у | aj; — bi; |. 
Isigm j=1 

2.3. Окрестности в метрическом пространстве. Пусть Е — метри- 

ческое пространство, р : Е X Е -» ВТ — метрика этого пространства, 
х ЕЁ, а б — действительное число. 

Определение 1. Множество точек метрического пространства Е, 
удовлетворяющее неравенству р (x, Xo) < 6 (р (x, хо) < 6), называется 
открытым (замкнутым) шаром радиуса 6 с центром в 

точке х, и обозначается S (Xo, 6) ($ (хо, 6)). 
Таким образом, открытый (замкнутый) шар представляет собой мно- 

жество 

$ (хо, 8) = {XE Е: р (x, х) < 8} (S (x, 8) = (хЕЕ:р (x, %) < 8)}). 
Например, открытый шар в В” — это множество $ (2%, 5) = 

= (26 В” :| 4—4, |< 6}, причем (%х65(х., 6)) (| % — 2% | <4), где 

|. | — норма в В”, х,— центр шара, $ — радиус шара. 
Определение 2. Открытый шар S (хо, 6) радиуса 6 с центром в точке 

Хо называется 6-0 крестностью точки Xp. 
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Пусть Е = IR” и расстояние между точками х и у определено од- 
ним из равенств (2) — (4), п. 2.2. Соответственно этому 6-окрестностью 
точки = (X19, Хоо, +++) Хто) есть множество точек х = (хи, Xo, ..., Xm); 

x € В”, координаты которых удовлетворяют одному из неравенств: 

|< — 2| = (у (X, — во} < 6, 
i=1 

m 

|x — Xo|= P| x; — x0 |< 4, (1) 
=I 

|2 — x, | = max |x; — x |< 6. 
I<igm 

Эти множества в IR? являются соответственно множествами: 
а) точек круга радиуса 6 с центром в точке (хо, хо) (рис. 6); 
6) точек квадрата с центром в точке (хи, Хо) и диагоналями дли- 

ной 26, параллельными осям координат (рис. 7); 
в) точек квадрата с центром в точке (X49, Хо) и стороной длины 26 

(рис. 8). 
В пространстве IR® это, соответственно, множества: 
а) точек шара радиуса 6 с центром в точке (X49, X20, Хзо) (рис. 9); 
6) точек октаэдра с центром в точке (хи, Хо, Хз) и диагональю, 

равной 26 (рис. 10); 
в) точек куба с центром в точке (X49, Хоо, X39) и ребром длины 26 

(рис. 11). 
Определение 3. Множество А метрического пространства Е назы- 

вается ограниченным, если Зю ЕЕ \ 36 > 0: ACS (x, 9). 
Определение 4. Множество А < В” называется выпуклым, если 

Va, УЕА и^Е10, Ц 
(Aw + (1—A)y)EA. (2) 

Например, шар 5 (х., 6) выпуклый, так как Ух, y€S (Xp, 4) 
имеем 

[Aw + (1—Лу — 2. | = [^ ( — 20) + (1 —^) и— 2) |< 

< 2 — = |+ (1 — М и— |< Ad + (1—A)b = 5; 
отсюда непосредственно следует включение (2). 
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$ 3. ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

3.1. Линейно-зависимая и линейно-независимая система векторов. 
Пусть Е — векторное пространство над полем K (К = R или К = 
= (). 

Если ©, 2, ..., ByCE, a Ay, А», ..., №ЕК, то вектор 
А - №2, +. А 

называется линейной комбинацией векторов Xj, то, ..., Lp. 
Определение 1. Система векторов £1, Xp, ..., Ly называется ли - 

нейно- независимой, если из соотношения 

следует, что м = №= ... = А, = 0. 
В противном случае, т. е. если равенство (1) возможно при условии, 

что не все №, Ao, ..., Ap равны нулю, то эта система векторов называет- 
ся линейно-зависимой. 

Независимая система векторов не может содержать нулевого 

вектора. 

Пусть система векторов 51, Xo, ..., LZ, представлена в коорди- 
натной форме: 2, = (хи, ..., Хм), = (Ха, ..., Хо), ..., Le = 
= (хи, ..., Хы), а совокупность чисел №, Ag, ..., Ag является ко- 
ордннатами вектора A. В этом случае векторное равенство (1) эквива- 
лентно системе № равенств 

Ха t+ Ла toes + Л№хи = 9, 

А 1Х1о + NoXoo +- “ee + АХ — 0, 

AiXin + Лохов + +. ЛХ = 0, 

которой соответствует матричная запись 

№12 X29 Ак hg — 0. 

Xin №... Xr Ve 
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Наконец, если матрицу этой системы обозначить 

Г = (т, Lo, ..., Lx), 

то равенство (1) запишется следующим образом: 

ГА, = 0. (1') 

Соответственно этому, система векторов 2, т., ..., L, называется 
линейно-независимой, если уравнение (1) имеет нетривиальное ре- 
шение. Если же уравнение (1) имеет только нулевое решение, то систе- 
ма векторов называется линейно-зависимой. 

Теорема 1 (необходимое условие линейной 
зависимости). Если система векторов 1, т.,..., Ly линейно-за- 
висима, то матрица T = (2, Xe, ..., Lp) вырождена. 

Если система векторов линейно-зависима, то равенство (1) выпол- 
няется при некотором A == 0. Отсюда следует, что определитель мат- 
рицы Т = (x1, Lo, ..., Ly) равен нулю, т. е. матрица Т вырождена. д» 

Теорема 2 (достаточное условие линейной 
независимости). Если матрица Т = (м, Lo, ..., Lp) невырож- 
дена, то система векторов Xj, Xo, ..., Ly линейно-независима. 
< Пусть матрица T =: (2, х., ..., Z,) невырождена; тогда ее опреде- 
литель отличен от нуля. Из этого условия следует, что уравнение (1°) 
имеет единственное решение A = 0, т. е. система векторов 2, Zo, ... 
.... Lp Линейно-независима. № 

Например, система векторов 

t= (1, — 2, 3), tL, = (— о, 2, 7), дз = (— 7, 6, 1) 

линейно-зависима, поскольку определитель матрицы 

1 —5 —7 

T= (2, Ly, 53) =| —2 2 6 

3 7 | 

равен нулю, т. е. матрица Т вырождена и зависимость векторов следует 
из теоремы |. 

Напротив, система векторов 

x, = (2, 3, 1), tL, = (— 1, 2, 3), Lz = (1, — 9d, — 2) 

линейно-независима. Здесь определитель матрицы 

2 —] | 

T= (21, то, Ls) = 3 2 —5 

] 3 —2 

равен 28, т.е. матрица Т невырождена и независимость векторов сле- 
дует из теоремы 2. 

Определение 2. Если векторное пространство Е содержит незави- 
симую систему, состоящую из г векторов, но не содержит никакой 
независимой системы, состоящей из г + 1 вектороз, то говорят, что 
векторное пространство имеет размерность г и при этом пишут 
т Е = г. 

Если же векторное пространство содержит независимую систему из 
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любого числа векторов, то такое векторное пространство называется 
бесконечномерным. 

Пусть В — произвольное конечное или бесконечное множество век- 
торов пространства ЕЁ. Рассмотрим множество $, состоящее из всех 
векторов, являющихся линейной комбинацией всевозможных векто- 
ров, принадлежащих В. 

Будем говорить, что множество S натянуто на В или что $ является 
линейной оболочкой множества В. 

Определение 3. Независимое множество В пространства Е называ- 
ется базисом пространства Е, а множество В, в свою очередь, 
называется множеством, порождающим пространство Е. 

Если В = {%, 2, ..., м, — базис пространства Е, то любой 
элемент хСЕ допускает единственное представление вида х = 

r 
= У A,x; Числа Ay, Ae, ..., A, называются координатами вектора 

i=] 

х относительно базиса 2%), Xo, ..., Fy. 
В самом деле, поскольку в E не существует системы из г + | неза- 

висимых векторов, то система у, Xj, Lz, ..., L, зависима, поэтому 

у = №, + Аж, + ose +1,2,. 

Если y= pyr, +p ov, + +--+ +u,x2,—Kakoe-H60 другое ero пред- 
ставление, то 

O = (Ay — Py) <, + (Ag — в.) Le +. + (^, — py) 5... 

Отсюда, в силу линейной независимости векторов, A, — ц; = 0, i= 1, г. 

Определение 4. Базис e,, ео, ..., е, пространства Е = В", где век- 
торы e, Е В" имеют {-ю координату, равную 1, а все остальные его 
координаты равны нулю, называется стандартным бази- 
COM этого пространства. 

п 
В этом случае, если х = (x1, х.,..., X,), TER, то 

х = OX, + е.х, + +... -е,х,. 

3.2. Линейные отображения. | 
Определение 1. Пусть Е, F— векторные пространства над полем В 

(или произвольным полем (К). Отображение A: Е — Е называется 
линейныл, если \ хх, УЕЕи УЛЕВ 

А (т + у) =4А(х) - А(у) (свойство аддитивности), 

A (Ax) = AA (х) (свойство однородности). 

Из второго из этих условий следует, что A (0) = 0. 
Для линейного отображения часто пишут Ах вместо А (5). Линей- 

ное отображение называют также линейным оператором. 
Если линейный оператор (отображение) А : Е > Е обладает дву- 

мя свойствами: 1) инъективный (взаимно-однозначный из Ев РЁ), 
2) сюръективный (отображает E на РЁ), то его называют обратимым на Е. 

В этом случае УуСЕ в силу сюръективности оператора А су- 
ществует элемент х Е Е такой, что Ах = у. Согласно инъективности, 
такой элемент единственный. Поэтому на E можно определить оператор 
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А-', который каждому y € E ставит в соответствие элемент x Е E, 
который является образом элемента у при отображении А, т. е. 

МуСЕ оператор A ставит в соответствие элемент x € Ё, для ко- 
торого у = Ax. Ясно, что в этом случае A (у) = А”! (Ах) = < 
УтеЕ. О так определенном операторе будем говорить, что он яв- 
ляется обратным по отношению к оператору А. Отсюда название — 

оператор A обратим. Очевидно, А (А” (1)) = х Va«eEE. 

Теорема. Оператор А’: E+ Е линейный. 
Действительно, У у, 2 Е в силу инъективности оператора А 

существуют x, Ё € E такие, что 

у= Ах, 2=Al. 

Тогда А ‘'у=х, A'z=t и А (y +2) =A (Ax + Al) = 

=A'(A(x+ t))=r+t= Ау + A7'z. Далее, для УЛЕВ 

A (Ху) = А" (^Ах) = AW (А (Ax) = Ах = АА”. Dp 

Множество всех линейных отображений векторного пространства 
Е в векторное пространство F обозначим L (ЕЁ, F). 

Множество [ (Е, F) образует векторное пространство. В самом 
деле, VA, ВСЁ (Е, Р) и VA, вЕК (WA, в ЕК) имеем 

(ЛА - цВ) х =ЛАх + иВх VEE. 

Таким образом, (ЛА + иВ) ЕЁ (ЕЁ, F). 
Определение 2. Пусть Е, Е я G — векторные пространства наб 

одним и тем же полем Ви А: E+ F, В: Е (0. Тогда произ- 
ведением отображений В и А называется отображение ВА : Е —> 
— G, определяемое равенством 

(ВА) х = В(Ах) УтЕЕ. 

Ясно, что ВАС (Е, (0). Заметим, что ВА == АВ даже, когда 
= Е = (0. 
Пусть E и F векторные нормированные пространства. 
Определение 3. Оператор A: Е =F называется ограничен- 

ны м, если существует постоянная М Е В такая, что 

|Ar|< М[]=| Vee, (1) 
где || х | норма в смысле метрики пространства Е, a | Аж | норма в смысле 
метрики пространства Е. 

Определение 4. Пусть оператор А : Е- Е ограниченный. 
Наименьшая из постоянных М, удовлетворяющая неравенству (1), на- 
зывается нормой оператора А и обозначается | A |. 

Из определения нормы оператора A: E -» F вытекает, что число 
|А| обладает следующими двумя свойствами: 

> lsat Jv] УзЕЕ; 
We>0 Ja€E:|Aae| > (1А|-— [| 

Money ясь этими свойствами, покажем, что для любого ограниченного 
оператора А: ЕР 

_ — | Ax | 
‘Al | Sup | Ar i= suy SUP Tay (2) 
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q Лействительно, если |x] < 1, то 

ГАА. [| 
и, следовательно, 

sup |Ar|<] Al. (3) 
[251 

Для произвольного положительного & >> 0 существует элемент 
xz, € E такой, что 

| Axe | > (| All— =) || rel. 
МН 

Если B3ATb Ye ==’, то из неравенства 
Е 

1, 
| Aye | = [2] | Axe I> a7 (| Al -— =) [|= J Al—e, 

в силу условия || ye| = 1, получим 

sup || Ax | > | Aye|>|Al—e, 
|z|<! 

sup |Ax| >| Al. (4) 
[51 

Из неравенств (3) и (4) следует (2). №» | 
Заметим, что если A: E> Р а В: Е +G, где Е, Еи G — вектор- 

ные нормированные пространства, то УхЕЕ 

| (BA) | =1В (А2) |< Bl] -|Ar|<|B]-|Al- leh. 
3.3. Линейные и полилинейные формы. Рассмотрим частный слу- 

чай линейного отображения A: E > F, когда F = В (или произволь- 
ное поле [K). Итак, пусть Е — векторное пространство над полем В 
(или К). 

Определение 1. Линейной формой на Е называется ли- 
нейное отображение 

ф: Е — В, 

т. е. отображение, удовлетворяющее условиям 

p(x) = А (4) VrEEAVAER:; 

ф (5, + 1.) = Ф(1,) + Ф(5.) Уха, 2.6Е. 

Эти условия можно заменить одним условием 

ф (Ayr, + Agito) = Ayp (21) + А.Ф (22), 

Из которого по HHAYKUHH легко получить равенство 

(Aye +... + ^^, 5) = МФ (2) + oss + А (21) (1) 

Va, ..., T,€E AVA, ..., А ЕВ. 

Пусть Е =В", ае,, ..., @m— произвольный базис в В". Обо- 
значим ф (е;) =a;, Г =1, т. Тогда для любого х = х:е, + ``’ + Xmem, 

69



согласно (1), получаем общий вид линейной формы: 

ф (2) = XP (e,) - ... + XmP (Cm) = AX + +++ + AnXm. (2) 

Поскольку линейная форма является линейным отображением век- 
торного пространства Е в поле В, которое есть векторным простран- 
ством над самим собой, то множество всех линейных форм на Е также 
образует векторное пространство, которое обозначим Е*. 

Определение 2. Пространство Е* линейных форм на Е образует 
векторное пространство, называемое алгебраически сопряженным к Е. 

Пусть теперь заданы два векторных пространства E и F над од- 
ним и тем же полем R (или К). 

Определение 3. Билинейной формой на Е Х Е называется 
отображение 

ф: Е ХЁ-— В, 

которое при фиксированном у ЕЕ линейно по переменной x, а при 
фиксированном х Е Е линейно по у, т. е. 

ф (^=, у) = ^Ф (5, у), 
p(t, + х., у) =Ф(ж, у) + (#2, у), 

p(x, by) = иф (х, у), 

P(L, у, t Yo) =P(L, у.) + F(z, у.) 

VA, BER A Va, 2%, GEE AVY, Yi, у, ЕЁ. 

Определение 4. Билинейная форма ф: Е Х Е > В называется 
симметричной, если ф(х, у) =ф(у, х) Ут, yEE. 

Билинейная форма ф : Е Х Е- В называетсяа нтисим мет- 
ричной, если ф (х, у) = —ф ly, 2) Ух, уЕЁЕ. 

Например, скалярное произведение в В3 является симметричной 
билинейной формой на №3 X №3, а билинейная форма 

p(x, у) =А (ху; — XgY2) + В (Xa — X1Y3) + C (X12 — хил), 

где А, В, CER; = = (%, х», хз); у = (у, Yo: Ys),— антисимметрич- 
ной. Если билинейная форма ф — антисимметрична, то ф (x, 2) = 
= —ф (x, xz) = 0. 

Очевидно, если tp произвольная билинейная форма, то ф, (х, у) = 
= p(z, у) | ф(у, х) — симметричная билинейная форма, aq, (5х, у) = 
= p(x, у) —ф(у, ©) — антисимметричная билинейная форма. 

Пусть Е=Р= В”, ае,,... ‚ ев. — базис в В”, так что У x, y CR” 

Х= хе, | +... - Хе, у = уе, + ++ - Ymem- 

Тогда билинейная форма ф на В” X В” запишется следующим об- 
разом: 

Ф(х, у) = у x P(e, у) = у у XiYiP (€;, е). 
f=! 1 {—1 j= 

Обозначив ф(е,, €;) =а,;, получим общий вид билинейной формы @ 
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на В" x В" 

Q(z, у) = VD али, (3) 
i=1 =1 

ДЛЯ © = Xe; + ote +Xmem, у = Ge; + Ут@т. 
Определение 5. Отображение 

о: ЕВ, 

где « определено равенством в (x) = ф (xX, $), P — симметричная 
билинейная форма, называется квадратичной формой 
(соответствующей билинейной форме Ф). 

Если E = В", то билинейная форма (3) определяет квадратичную 

форму 
т т 

(2) = У, Зах, (4) 
i=1 j=1 

Матрица 

Qj; Ayn «++ Aim 

Qo; Age «++ Adm 

Qm| GAmng2..- Amm 

называется матрицей квадратичной формы (4) (билинейной формы (3)). 
Определение 6. Пусть E,, Es, ..., Ев — векторные пространства 

над одним и тем же полем В (илиК). Полилинейной фор- 
мой порядка т на E,X E,X ... Х Е» называется отображение 

ф:Е ХЕ. х ... ХЕ, В, 

такое, что УЕ {1, 2, ..., т} и для фиксированной системы эле- 
ментов a;€E;, 15-Е, функция 

Ly r> ф(а,, occ у Ap—j, Lp, @Е-ы, --- y ат) 

удовлетворяет условиям 

ф (а1, оу Ap—t, Ать, Aptis sey an) = 

— АФ (а1,..., ар, Ly, Ча, ..., Am); 

@ (@1, ..., а, д, + Lp, Arti, 62, An) = 

=P (Qy, 0065 Gent, Ley Atty ..., Am) + 
+ M(@,, ..., Apt, Lp, Anti, ...› Am) 

VAER A te, Fe, rE EQ. 

Определение 7. Полилинейная форма на E,X EX ... X Ей назы- 
вается симметричной, если 

Ф (51, ...у Lm) =P (Lp, eee y Lp) 

для любых перестановок Py, ..., Pm Целых чисел |, ..., т. 
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Полилинейная форма на Е ХЕ. х +++ X E,, называется ан- 
тисимметричной, если OHA меняет знак при перестановке 
местами двух аргументов 

Такая форма обращается в нуль для любой точки (51, Lg, ... 
., &m) из Е ХЕ. Х -.. Kom если ©; = x; при tj. 

Пусть Е, == Е, = ... „ == В", ае., ..., е, — базис в В"; 
тогда т; = х;е, + «++ + ne f= 1, m. 

Вычислим значение ( (2), Lo, ..., Lm) формы Ф Ha т-кратном 

произведении В" x В"х ... x R’. 
В силу линейности ф по 2, имеем 

п 

ф< (51, то, one yg Lm) = у, Xi tf (ег, Vo, ce ey Lm): 

| 

Далее, в силу линейности ф по х. получаем 
п п 

ф (51, Lo, ..., Lm) = у у Xi,1Xi,0P (ег, @,, Lg, ..., Lm). 
1 =1 1—1 

Продолжая описанный процесс, через m шагов получим 

ф< (Ly, Xo, ...у Im) = 

т n 

— № У. y Xi1Xi,2 26. Xj; _mP (e;, Chay ..., е! ). 

i,=!1 [==] ty =! 

Обозначая ф (e,, Cia ..., ei) = Qisis..i,9 окончательно получаем 3Ha- 

чение полилинейной формы: 

p (Ly, %›, ... ’ Lm) = у, Qisby...i Mil X is? ... Xj ms (5) 

$ 4. ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

4.1. Последовательности и действия с ними. 
Определение 1. Последовательностью элементов мно- 

жества Е называется отображение множества № в Е: 

№—Е: п-х,, 

т. е. функция, которая каждому натуральному числу п Е № ставит 
в соответствие элемент x, ЕЁ. 

Последовательность элементов из Е будем обозначать через {х„}, 
а также будем говорить, что задана последовательность ху, Хо, ..., Хи, ... 
или (х1, Хо, ..., Xp, .... Иногда удобно пользоваться записью xX, = 
=f (n), n€N, где f — закон, согласно которому каждому ПЕ№ 
ставим в соответствие элемент Xx, ЕЁ. 

Определение 2. Элемент x, называется общим членом по- 
следовательности (х„|, а ху, Хо, .... Xpqy ... Называются членами 
последовательности {хи}. 

Определение 3. `Две последовательности {x,,\ и ly,} элементов из Е 
называются равными, если х, = у, УлЕ К. 
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Если множество Е является векторным пространством, TO MHO- 
жество всевозможных последовательностей л (№, Е) тоже является 
векторным пространством. 

Внутренняя бинарная операция (сложение) 

лхл—л: ((х,], {Уи} == {Xa} + (Yal 
определяется следующим образом: 

{Xn} + {Yn} = (Xn + Уп} - 

Последовательность {х„ + y,} называется суммой последователь- 
ностей {x,} и {Y,}. 

Нейтральным элементом в л (№, Е) называется последовательность, 
все члены которой равны нулевому элементу векторного пространства E, 

Противоположной последовательностью к  последовательности 
{x,} Ел (№, Е) называется последовательность {—х„}, образованная 
из членов —X,, —х., .... —Хи„, .... Противоположных членам хи, х,, ... 
.... Ли, ... Последовательности {X,}. 

Внешняя бинарная операция (умножение на скаляр) 

Кх n>: (^, {X,,}) >A ° {Xn} 

определяется так: 

А (хн} = (Ах). 
Последовательность {Ах„} называется произведением последова- 

тельности {х„} элементов множества E на скаляр поля K. 
Если на множестве Е определена вторая внутренняя бинарная 

операция (умножение), то на л (№, Е) также можно определить вто- 
рую внутреннюю бинарную операцию 

ux >. {Xn}, (Yn}) => {Xn у {Yn} 

полагая 

(Хи) ° (Уп) — (Xn у Уп}. 

Наконец, если E есть кольцо, To л (№, Е) тоже образует кольцо. 
Если Е является множеством действительных чисел, т. е. E = В, 

TO для произвольной последовательности {y,}, члены которой отлич- 
| 

ны от нуля, можно определить последовательность y ‚ называе- 
n 

мую обратной последовательностью к последовательности {y,}. В этом 
случае существует частное двух последовательностей {x,} и {y,,}: 

ir = tae} = Fie 
Пусть {x,} — последовательность элементов множества E, а {n,} — 

возрастающая последовательность чисел из №, т. е. отображение 

№ М: А-ыл, такое, что n, <п, при < РЁ. 
Определение 4. Последовательность {y,} элементов множества Е, 

определенная равенством у, = xn, WRENN, называется no дп о- 

следовательностью последовательности {х„} или час 
тичной последовательностью. 
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Подпоследовательность обозначим через {Xn,}. 
4.2. Сходящиеся последовательности и их свойства. Пусть Е — 

произвольное метрическое пространство, а р (x, у) — расстояние меж- 
ду точками этого пространства. 

Определение 1. Последовательность {x,} элементов метрического 
пространства Е называется сходящейся в этом пространстве, 
если ЗавЕ и УёЕ>О ЗтЕ\№ такое, что У п > т выполняется 
неравенство 

о (хи, а) <. (1) 

С помощью логических знаков это определение можно записать так: 

ЗаеЕ \У=>0 ЭЗтЕ№: Уп>теьр (хи, Хх <. 

При этом говорят, что последовательность {х„} сходится к точке 
x€E или что точка а является пределом последовательности {хи}; 
при этом записывают 

limx, = а или X,—-a при п- ©. 
п со 

Если последовательность (х„}! не является сходящейся, то ее на- 
зывают расходящейся. 

Заметим, что если все члены последовательности {х„} элементов 
метрического пространства Е равны некоторому элементу а ЕЁ, т. е. 
если x, =a Wne€N, то р (x,, а) = 0. Следовательно, р (х„, а) < 
<= \У=>0 Л УпЕ\, а поэтому последовательность {х„} схо- 
дится к точке aE E. 

Определение 2. Последовательность {х„} элементов метрического 
пространства Е называется ограниченной, если ограничено 
множество ее значений. 

Отметим важнейшие свойства сходящихся последовательностей в 
метрических пространствах. 

Теорема 1. Пусть последовательность {х„} элементов метрического 
пространства Е сходится. Тогда эта последовательность: 

1) ограничена; 
2) имеет единственный предел. 
3) Точка а является пределом последовательности тогда. и толь- 

ко тогда, когда любая ее окрестность содержит все члены последо- 
вательности, кроме, быть может, конечного их числа. 
<q 1) Пусть последовательность {x,} сходится к точке a€E. Тогда 
JN такое, что Уп > М выполняется неравенство © (х„, а) < 1. По- 

ложим г; = р (х,, а), i=1, М, r= max (1, r;}. 
1<i<N 

Очевидно, р(х„, a)<r WneN, т. е. последовательность (хи! 
ограничена. 

2) Предположим, что последовательность имеет два предела а и 6. 

Тогда Ve >0 3 М№,, М, такие, что выполняются неравенства 

р(х„, а) <-- VWa>M,, 

р(х, < Wa>N,. 
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При Vn > М = max {N,, N.} оба эти неравенства будут выполне- 
ны и, кроме того, 

р (а, 5) < р (а, х„) + о (х,, В <e. 

Поскольку & — произвольно, то р (а, 5) = 0. В самом деле, если бы 
о (а, 6) = 0, то, поскольку о (a, 6) >0, можно в качестве & взять чис- 

1 1 
ло > (а, b). Взяв в последнем неравенстве вместо & число р (а, 5) > 

> 0 и сократив на рф (а, 6), получим противоречивое неравенство: 
1 

1< >. Источник этого противоречия в предположении, что р (a, b)> 

> 0. Следовательно, р (a, 6) = 0, а отсюда a = 6. 
3) Пусть x,— a при п -» oo и $ (a, =) — произвольная =-окрест- 

ность точки а. Тогда для любого фиксированного = > 0 3М та- 
кое, что о (x,, a) <& Уп > М. Отсюда следует, что x, Е $ (а, 8), 
если п > М и, следовательно, вне окрестности S (а, =) остается не 
более, чем конечное число членов последовательности. 

Наоборот, предположим, что каждая окрестность $ (а, &) содер- 
жит все члены последовательности, кроме конечного их числа. За- 
фиксируем = > 0 и через М обозначим наибольший из номеров п, для 
которых выполняется неравенство ф (хи, а) > &. Тогда У п > М имеем 
0 (X,, а) < в, что равносильно сходимости последовательности к точ- 
ке а. № 

Следствие. Сходимость или расходимость последовательности не 
изменится, если отбросить или прибавить к последовательности ко- 
нечное число членов. 

Справедливость этого утверждения непосредственно вытекает из 
3) теоремы |.» 

Рассмотрим важный класс последовательностей, членами которых 
являются действительные числа. Такие последовательности являются 
отображениями № > В: ль x,. Их назовем числовыми последователь- 
HOCTAMH, или последовательностямн, если из контекста ясно, что речь 
идет именно о числовой последовательности. 

Числовая прямая является метрическим и одновременно векторным 
пространством, поэтому расстояние между точками х и и числовой пря- 
мой можно определить как абсолютное значение разности х — и, т. е. 
р (x, у) = |x —y|. Такая метрика, как уже отмечалось выше, назы- 
вается естественной метрикой и используется всегда, когда речь идет 
о числовой последовательности. При этом 6-окрестностью точки а Е К 
является интервал {хЕВ:|х—а|< 85}. 
Определение 3. Числовая последовательность {х„} называется сх о- 

дящейся, если 

(ЗаЕВ Л Уё>0 AmEN: Va>m) > ([х„ —а|<®. (2) 

Число а называют пределом последовательности {хи}. 
Ясно, что неравенство (2) можно получить из неравенства (1), по- 

лагая р (x,, a) =|х,„—а|. Очевидно, также, что для сходящихся 
числовых последовательностей справедлива теорема 1. 
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fl 
Пример 1. Последовательность | является сходящейся и ее предел равен 

нулю. 
Действительно, У & > 0, согласно теореме Архимеда, найдется число тб № 

| 
такое, что т > =. Отсюда |= = = < т < г \Уп >> т, что и означает схо- 

димость данной последовательности к нулю. 
Пример 2. Показать, что lim 4" = 0, если |9| < 1. 

n+ co 

При 9 =0 это уже доказано выше. Пусть O< |9| <1 un => 0 — произволь- 
ное. Согласно следствию | из теоремы Архимеда (см. п. 7.5, гл. I), ЭтЕМ та- 

коз, что т > J Следовательно, У п > т имеем 1 > — т.е. [9 < 
9 @ |9 

<eu lim 9" =0. 
пс 

ar 
Пример 3. Показать, что последовательность {у п| сходится К единице прн 

п > <. 

Применяя К правой части равенства 

п= (1+ (Ил— 1)", a>1, 
формулу бинома Ньютона, находим 

n=1+nG/n—l)+ “- l) п и -- 
(fa— 12+ + (ип м. 

Поскольку ya —1>0 Ул>>1, то из последнего равенства следует неравенство 

n p= “2 
| Ип — | | < V2 . 

2 п -~ 
Пусть = > 0 — произвольно; тогда Wn > — Имеем | yn —1| «в, откуда 3a- 

2 
п /- 

ключаем, что у/п -— 1 при п - со. 

Докажем важную теорему о пределе суммы, произведения и част- 
ного двух сходящихся числовых последовательностей. 

Теорема 2. Пусть последовательности {х„} и {y,} действительных 
чисел сходятся и Ит x, = а, lim у, = 6. Тогда: 

n— co п- со 

1) lim (X, + Yn) =a-+ 65; 
по 

2) lim (%,Y,) = ab; 

3) lim =" = -5-, ecau (y,#0 Wn) \ b#0. 
q 1) Согласно условию, Ve > 0 JN,, № Е № такие, что 

|, —а| < Уй>м, 
& 

[Yn —5|<-> VSN, 
Тогда Vn >N, М = мах {N,, N,}, оба неравенства будут выпол- 
нены и | 

| хи + Yn —a—b|<|x,—al+ у" —O|<e, 

что и доказывает утверждение 1). 
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2) Если все члены одной из последовательностей равны нулю, TO, 
согласно сказанному в начале пункта, утверждение очевидно. Если же 
у 5 0 для некоторых п, тозир {|и„ |} = М > 0. По условию У ё > 

>> 0 93М такое, что 

2 = 
1. —@1 < мат, |у„—6| < M + {al Уп > М. 

Отсюда и из очевидного неравенства 

| XnYn — 46| = | Ул (Xn — а) +а(у, — 51| —а| + 

+ |a| у у, — Ol, 

справедливого У п Е №, получаем 

| XnYn — 461 <(1Ynl + [@1) итат < WAN, 
т. е. limx,y, = ab. 

п- со 

3) Поскольку limy, =b u y, 50 WneN, 6-20, то Im такое, 
n—-> co 

что Vn > т верны неравенства = > — и | >60 — и т. е. 

Lyn i> gh Vn>m. Далее из условия следует, что Ve>O 

ЭЗМЕМ такое, что Ул > М выполняются неравенства 
b? b? 

|x, —а| < — ‘Yn —-b1<— , 
м а] +168] ’ " ja|+ 15| 

Возьмем N > т. Тогда из этих неравенств вытекает, что Vn > М 

Xn @ | (Xp — а) — а — 9) [o|-|x,»—al+lal-|y,—6! 

in 8 | = bi, < oF < 
2 

b? 

а 2“ 
< ‘ши = 

2 

Следствие. Если последовательность (х.} сходится, а с — постоян- 
ное число, то 

limcex, =climx,. 
noo n-oco 

4 Это утверждение следует из 2) и того, что при 
y,=c WneN, limy, =с. > 

пъс 

Теорема 3. Если последовательность действительных чисел {X,} 
сходится к числуаих. < 6 VnEN, тоа = 6. 
 Предположив обратное, т. е. что b < а, укажем такое т > 0, что 

|x, -—al<a—b Vn>m 
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Отсюда получаем неравенство 

b<x, Уп т, 

противоречащее условию теоремы. > 
Заметим, что если (Jlimx, = а) Л (х„ <) УтЕ№, то может ока- 

п со 

заться, что а =б. 

Например, все члены последовательности xX, = —— пЕ№, 

меньше единицы, однако ее предел равен единице. 

Следствие 1. Если ЗИтх, A limy, Л (х, <у,) УпЕ№, то 
tlw OS fiw 09 

lim x, < lim Ил. 
п-о fl» с 

Для доказательства применим теорему 3 к последовательности 
{X, — Yn} с неположительными членами, которая, согласно теореме 2, 
является сходящейся. Имеем Пт (х„ — и) =limx, —limy, <0, от- 

пс по п oO 

куда limx,< limy,. >» 
n—-oo noo 

Следствие 2. Если ЗИтх, / (axx,<6) Wn€N, то 
n—+ co 

axlimx,< 6. 

Утверждение следует из теоремы 3. > 
Теорема 4. Если 

(ЗИт хи = а) Л (ЗНту, = а) Л (< 2. < у,) УпЕ№, 
пс 

то 

Jlimz, = а. 
п со 

В силу условия теоремы Уз > 0 JN,, М, Е № такие, что 

а-—-в<х.<а-+е= Уп>М№,, 

а—в<у<а- \Уп>М.. 

Тогда Vn >М, М = max {N,, N,}, имеем 

A—EOX, S24, y,< ate, т. е. |z,—-al<e Ут >М№. p 

Пример 4. Показать, что lim Иа = 1 а>0. 
пс 

Для а > 1 это следует из неравенства 

1 < Иа< Ил, пра, 

и примера 3. Если 0 < а< |, то, согласно теореме 2, 

п - | 
иа= —1 при п -— со. 

и 
Va 

78



4.3. Монотонные последовательности. 
Определение. Последовательность действительных чисел {x,} назы- 

вается неубывающей (невозрастающей), если УптЕ 
Е № справедливо неравенство 

Xn SXn41 (Xn S Хи). 

Неубывающие и невозрастающие последовательности объединяют- 
ся общим наименованием «монотонные последовательности». 

Если же Vn € № выполняется неравенство 

Лт < Хи (x, > Хп-+1), 

то последовательность {х„} называется возрастающей (убывающей). 
Если монотонная последовательность {х„} неубывающая (невозрастаю- 
wan), то запишем {x,}+ ({х„}{). . 

Из определения монотонной последовательности вытекает, что не- 
убывающая (невозрастающая) последовательность ограничена снизу 
(сверху) своим первым членом. 

Теорема. Если неубывающая (невозрастающая) последовательность 
{X,} ограничена сверху (снизу), то она имеет конечный предел. 
<q Пусть, например, {x,}+ и ограничена сверху. Тогда множество ее 
значений имеет точную верхнюю грань sup {x,} = Г. Покажем, что 
ЭНт x, = 1. Действительно, в силу свойств точной верхней грани 

песо 

Ve>0O0 З те № такое, что 

[— < хи. 

В силу монотонности последовательности {хи} Уп > т выпол- 
няется неравенство 

[2 < их Sl, 
откуда 

[1 —x,|<e VWa>m. 

В случае невозрастающей последовательности доказательство aHa- 
ЛОГИЧНО. № 

Следствие. Монотонная последовательность {x,} сходится тогда 
и только тогда, когда она ограничена. 
 Достаточность условия непосредственно вытекает из только что 
доказанной теоремы, а необходимость следует из теоремы 1, п. 4.2, 
утверждающей, что сходящаяся последовательность ограничена. }> 

Лемма (о вложенных сегментах). /Лусть задано бес- 
конечное множество таких сегментов 

(a, b,], [а›, bs), ...у [a,,, bn), ...у (1) 

что каждый последующий содержится в предыдущем, т. е. 

[4,, On) > lansi, и] WaeN. 

Гогда, если b,— а, — 0 при п -—> со, то система сегментов (1) име- 
ет единственную общую точку. 

<q Из условия [а„, 0,) > [An41, On41] УпЕ№ следует, что а, < 

< ан < <, УптЕ№, т. е. последовательность {a,}He убывает, 
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а {b,} — не возрастает. А из неравенств a, <0, <, а, за. < 
<b, следует, что последовательность {а„} ограничена сверху, а по- 
следовательность {b,} — снизу. Следовательно, согласно теореме 

dlima,=c, jlimb, =¢,. 
tl—>co MN 59 

Поскольку lim (6, —a,) = 0, то 0 = Им (b, —a,) = limb, —lima, = 
na oo Noo Nan п- > 

=C,—C, Т.е. C=C,. Пользуясь равенествами с = sup {a,}, Cy = 
= inf (6,} (см. доказательство теоремы), с = C,, заключаем, что a, < 

<c<b, УптЕ№. p> 
4.4. Число е. Рассмотрим последовательность 

м = (1+ =), neh (1) 
Покажем, что эта последовательность возрастающая и ограничена 

сверху. По формуле бинома Ньютона имеем 

С 

| 

| n(n — 1) | n(n — 1) (n — 2) | 

о +A ap tty at 
n(n—l)...(n—k+1) 1 n(n—l)... (n—n+l) 

an Е! в | п! Хх 

| | n— | Не (laa) (1-9). (2) 

Если в этом равенстве заменить 1 ная + 1, то выражение в каждой 
из скобок увеличится и, кроме того, прибавится еще одно положитель- 

ное слагаемое. Следовательно, № < Xnt1, Т. ©. Последовательность 

т 
{x,} возрастает. Далее, поскольку (1 ——|< | для всех т, т = 

= 1, п — |, то из (2) следует неравенство 

| | 
ХЕ ++. (3) 

] ] 
Это неравенство ТОЛЬКО усилится, если заменить — Ha ——, т = 

т! от—1 

-= 2, п. В результате получим неравенство 

| | 
Жи +... +=, 

правая часть которого, начиная со второго слагаемого, является сум- 

МОЙ геометрической прогрессии со знаменателем >. Поэтому 

Ш | 

| 9” Г 
хи < 1+ =3 — г <3. 

= 
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По теореме пункта 4.3, возрастающая ограниченная последователь- 
ность {X,} имеет конечный предел, который, следуя Эйлеру, обозна- 
чают буквой е: 

ини] 4 
Последовательность 

| ] | 
Yn ЕР + + т 

также имеет своим пределом число е. 
Действительно, если ЕС № фиксировано и k < п, то из (2) сле- 

дует неравенство 

+ (1-м) (1--5)( —=)+ ... 

| | Е — | tar (laa)e (I —* 

Переходя в этом неравенстве к пределу при п -> oo, получаем 

о thaw 
Это неравенство справедливо при любом & и, кроме того, как это сле- 
дует из (3) x, < и,; следовательно, 

Хх, < у, <е. (4) 

Поскольку последовательность {y,} возрастающая, то на самом деле 
в неравенствах (4) выполняется строгое неравенство. Таким образом, 
нмеем 

Хх < у, < е. 

При n — oo на основании теоремы 4, п. 4.2, находим, что 

limy, =e. 
Nw oo 

Последовательность {y,} более быстро сходится и поэтому удобна 
для приближенного вычисления числа е. Чтобы показать это, оценим 
разность е — y,. Имеем 

| | | 
Уп-т — Yn = ии (++ (п + 2) (n + 3) + 

| 

+ (n+ 2)... (n +m) 
)< 

| | | — 
< aan! +t (n + 2)? + "*° + (n + Qy"—! ) = 

—_ | n+2 т — - | n+2 < | 

(n+ 1)! Teil т) (n + I)! (n + 1) п.п! ° 

Зафиксировав здесь п и устремив т в бесконечность, получим 

О<е-—иу <; . п] 
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Из этого неравенства вытекает, что 

0 

е— Yn = т.т 
Отсюда получаем удобную форму для приближенного вычисления 

числа е: 

=. (5) 

Погрешность, которую допускаем, заменяя число е на Y,, не пре- 

п! ея + + 

восходит величины т ‚ где 0<0,<1 WneN. Например, при 
n| 

п = 10 
No 1907” 

е— Ho = 0. 3° 10, 
при этом е = 2,718281. 

Теорема. Число е иррационально. 

Если предположить, что е рациональное число, то его можно за- 

т 
пнсать в виде е =-—, где т, п №. Записав для этого п равен- 

п 

ство (5) 
т | | | On 

п? Тя tap to tap Там, 
находим из Hero 

9, | | | > =m(n—Il— (+++ ves ar) 

Это равенство противоречиво, так как справа целое число, а слева 
дробь. Источник противоречия — в предположении, что число е ра- 
ционально. Следовательно, е — иррационально. > 

Несмотря на иррациональность числа е некоторые его свойства, 
о которых речь пойдет позже, определяют предпочтение числа е по 
сравнению с другими числами. Так, например, введены в рассмотре- 
ние логарифмы с основанием е. Такие логарифмы называются нату- 
ральными логарифмами и обозначаются In x. Пользуясь известной 
зависимостью между логарифмами чисел при различных основаниях, 
находим, что десятичные и натуральные логарифмы связаны равен- 
ствами 

x 
Igx = mio = Ige-Igx 

Следовательно, 
[6х = Мих, 

где число М = те = Ige = 0,434294 ... называется модулем пе- 

рехода. 
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Пример 1. Последовательность ги = ( 

Это вытекает из того, что 

о | ОИ 
= (+) (14 are (+) 

при п -> со и теоремы 2, п. 4.2. 
Заметим, 

1 \nat+! 
| +—] ‚ ПЕМ, сходится к числу e. 

что последовательность {2„} убывает. В самом деле, составив отно- 
г n+l 

шение и и применив неравенство Бернулли, находим 
п 

2-1 _ | ate l A+? _ 

Zn Уи n+l n+] [4 n+l n+1 
( apa) . п? + 2п 

n§ + 412 + 4п 

~ n+ 4n® + 4n + 1 <i. 

Таким образом, обе последовательности 

р" oe 
имеют своим пределом число е, причем первая меньше числа е при Уп М, а вто- 
рая — больше числа е, т. е. 

| \п | \a-Fl 

(1+—) <e<(1+—} VneN. 

Отсюда следует, что 

| | 

Нч (1+). (6) 
| 

Пример 2. Показать, что последовательность a, = | -- и 4 ++. +— — шлм, 
n 

naéN, имеет конечный предел. 
Пользуясь неравенством (6), заключаем, что 

| 1 | 
—ь aS ie, oe SO — | — р Ant, — an ned In(n+1)+ Ina Tal Ы + ~)<0 

т. е. что {аи} убывает и что она ограничена снизу 

> ва+9-+и (1+) +n (1+5) + vee +In(1+-—)—Ina= 

3 4 n+l 1 n+ 1 | 
= (2..3... =) = In "аи 

n n 

Поэтому, согласно теореме I, п. 4.3, последовательность {аи} имеет конечный предел, 
который обозначим через С. 

> 0. 

Положим a,—-C=y,, ПЕМ. Очевидно, Yn, > 0 при п - со. Из равенства 
Qa, — С =, находим 

| | 
Е oes = = Ina+ C+ Yn. 

Число С называется постоянной Эйлера 

(7) 
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Пример 3. Доказать, что Ит п sin (2леп) = 27. 
= со п 

Имеем (см. равенство (5)) 

| 1 1 9, 
— —— | wee И ‚ 0<9 1. 
ет tat top Tam? << 

Отсюда 

Oy =" =n йе — у), (8) 

п.п! 

где 
' | | 4 | A о 

Уп = ты +=, ПЕм. (9) 

В равенстве (8) положим 

0 1 + n+I 

G+ т @phnm+ 
| | 

е=и + + , 0< 9, < 1. 

(10) 
Из равенств (8), (9) и (10) при п - со следует 

| 0-1 n nO, 4 

on nl "ИГ "Г ЕО / atl 0 > 
Пользуясь этим, получаем 

210 
lim asin (2nen!) = lima sin (ли + . 

1 — со п со п 

Поскольку 2лп!ул. кратное 2л, то 

210 210 
sin (25014, +. - \= in" 

n 
Таким образом (см. равенство (1), п. 6.3), 

‚ 200, 
sin — 

lima sin (2леп!) = lim n sin = lim 216, = 20. 
П- со noo n п со 219, 

4.5. Предел в несобственном смысле. В пункте 4.2 определили пре- 
дел числовой последовательности и установили критерий сходимости 
в терминах окрестностей. 

Для произвольного действительного числа определили д-окрест- 
ность точки а как интервал длины 26 с центром в точке а, т.е. интервал 
la— 6, a+ Of. 

Если перейти к расширенной системе действительных чисел К, 
то кроме рассмотренных выше окрестностей следует определить окрест- 
ность еще двух «точек» -- со и —oo. Кроме того, добавим к множеству 

К еще один новый элемент, который назовем со и определим его 
А-окрестность. 

Определение 1. А-окрестностью «точки +00» («точки 
— со») называется множество точек IR, удовлетворяющих неравенству 

А<х< + < (— 00 < x < A). 

А-окрестностью «точки оо» называется множество точек 
В, не принадлежащих сегменту [—А, А]. 
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Определение 2. Числовая последовательность {x,} имеет предел 
+00, или XxX, стремится к | oo, если 

VA>0 ЭЗтЕ№: Уп>тьъх, > А. 

Аналогично, последовательность (х„} имеет предел — оо, если 

УА>0 ЭЗмЕ№М: Уп>тьх < — А. 

Наконец, последовательность {x,} имеет предел oo, если 

VA>0 ЭЗтЕ№: Уп>т= |х, |[> А. 

При этом соответственно запишем: 

limx, = - осо, или X,— + co при п- oo; 
N-» Co . 

lim x, = — oo, ИЛИ Х„-> — oo При П- oo; 
п co 

limx, = 0, ИЛИ X,—0co MpH пою. 
fl» Oo 

Теорема 1. Последовательность {х„} сходится к со (—oo) тогда 
и только тогда, когда произвольная окрестность „точки“ -Н оо (--со) 
содержит все члены последовательности, кроме конечного цх числа. 
<q Доказательство аналогично доказательству 3) теоремы 1, п. 4.2. > 

Следует ‘отметить, что теорема 2, п. 4.2, для пределов в несобствен- 
ном смысле или, как иногда говорят, для бесконечных пределов не вы- 
полняется. Однако некоторые частичные утверждения остаются в силе 
и будут полезны в дальнейшем. 

Теорема 2. Пусть п — со. Тогда: 
1) если х„— +0 ии >т, то X,+y,—> + 0; 
2) если X,—-> — © ии < М, mo хи -— ©; 
3) если X,—> +00 ии >т>0, то ху, + ©; 
4) если х„—0 и |у,|< М, mo x,y, +0; 

5) если X,—> +00 и О< и < М, то т — + 00; 
п 

6) если х„—>Ои |y,|=>>m>0, то т — 0; 
п 
Xn 7) если |х,|< М и |y,|—~ + ©, mo > 0; 

п 

8) если |x,|>>m>0 и |y,|—>0, mo 7 — + oo. 
n 

< |!) Из условия вытекает, что У E > 0, в частности, для Е = A — 
— т, где A > т — произвольное положительное число, J Ny такое, 
чго У п > п, выполняется неравенство x, > А — т. Но тогда Vn > 
> М, имеем x, -+ и, > А, что равносильно утверждению 1. 

7) Из условия следует, что Ve > 0 Jno >0, что Уп> 
| . 

имеем | y,, | > м или —<-+—. Тогда Уп > в 
8 | Yn | M 

—— <M-7, =. 

Остальные утверждения доказываются аналогично. >



Ничего определенного нельзя сказать о существовании предела в 
следующих случаях: 

1) для разности {x, — y,} расходящихся последовательностей {хи} 
и {Y,}, когда х„— + оо, у, — + 0o при п oo; 

2) для последовательности (х„и„}, когда х„-— +00, у, —0 при 
п oo; 

x 
3) для последовательностн i, |, когда X,—> + 00, И, - со ИЛИ 

х, —0, и, —=0 при п-— oo, 
Аналогичную ситуацию имеем, если -- со заменить на — со. 
Для нахождения пределов таких последовательностей необходи- 

мы дополнительные исследования с использованием более конкретных 
свойств последовательностей {x,} и {Yn}. 

Например, если в последовательности {И п? + | —n} положить 

хи = Ил?-+ 1, y, =n, ПЕК, то, поскольку, x%,— + 0, у, - + 0 
при п- oo, реализуется случай 1). Преобразуем разность У п? + | — 
— п так, чтобы выполнялось условие теоремы | или одно из усло- 
вий теоремы 2. Имеем 

(Ил ЕТ — п) (Ут 1-м) ик — 
ут —п ЕТ ЕТ 

Таким образом, пришли к условию 7) теоремы 2; следовательно, 

| 

Уп 1+ п 

Рассмотрим последовательность (И п? + я— п}. Поступая анало- 
гично, приходим к равенству 

И? и—п= 

—0 при п— о. 

n | 

У п-т | 

Как следует из неравенства, 
| 

0<V1i¢t—-1-——4_ <+, 
| 

| 
корень V 1+ — стремится к единице при п- co. Следовательно, 

| 
в этом случае применима теорема 2, п. 4.2, и предел равен . 

4.6. Некоторые достаточные условия сходимости числовых после- 
довательностей. 

Теорема 1 (Тёплица). Пусть: 1) Ри 20 УпЕМ Л УЕ, R= 

=1, п; 2) У Pre = 1; 3) ЗИт Рак = 0 для каждого фиксированного Е; 
по | k=1 

4) ЗИт х, =1, LER. Тогда последовательность 
No WS 

1 — У PrurXp, п EN, 

k=] 
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сходится и 

lim?, = 1. 
пьс 

$ Из условия 4) следует, что Ve >0 JN такое, что Уп > М 
выполняется неравенство 

& 
ХА, — [ | < > . 

Далее, из этого же условия вытекает существование такого числа 
М, что 

|х„|ЗМ, [х—И<2М УпЕМ. 

Наконец, из условия 3) следует существование такого числа Ny > М, 
что Уп > nN 

Р Е = 1, №. 
& 

nk S ЗМ, 

Пользуясь этими неравенствами и условиями 1)— 2) теоремы, 
Уп > п, получаем оценку 

п 

у, Parte — 1 — 

k=] 

n 

пЕХь — У, Prel 

k=!) 

У Pr (%¢—D |< Si Prk | Xe — = 
k=! k=1 

= Py |x,—L| + ... F Bow Lew AVF Pant | fare И 

+ Ри | — И < М ум + 2M + 

+ (Рамы +... реа 

из которой непосредственно следует утверждение. д» 
Теорема 2 (Штольца). Пусть: 1) {y,} — возрастающая не- 

xn — .. 
(конечный или бес- ограниченная последовательность; 2) 3 lim 

n-oo n п 

“ x 
конечный). Тогда последовательность | 1, имеет предел и 

п 

. . Xn — Xp 
lim = lim aot 
nooo n По Уп — Уп 

. — Аи 

Пусть lim - =[ и: [{ — конечно. Тогда, если положить 
N—» oo — In 

Xy=0, и=Ои 

Yr — Yn — Xn — Хи 
Рик = Е =|, 1; X,= - ne 

Yn ’ 
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TO для Рики X, будут выполнены все условия предыдущей Teope- 
Хп мы, причем ¢, = a Следовательно, 
an 

. . x . Xn — Xn 
lim ¢,, = lim —+ = lim - 
Non п > п nono Уп — У 

. — Xn} 
Если же lim Я == + 00, то, повторяя приведенные выше 

n-ca Fn ~~ Уп 

l 
рассуждения для последовательности { fa.) предварительно убедив- 

п 
шись, что {х„} — возрастающая последовательность, заключаем, что 

. . x 
lim“ —0, т. e. что lim—2 = + 00. > 
Noo n noo n 

Следствие. Если последовательность {х„! сходится к l, где [Е В, 
то к этому пределу сходится и последовательность средних арифмети- 
ческих, составленная из членов данной последовательности, т. е. 

. x x eee x . 
lim 21042 rn lim хи. 
П- oo n hl» CO 

q Для доказательства достаточно к среднему арифметическому при- 
менить теорему 2. > 

Пример 1. Если последовательность {x,} с положительными членами сходится 
к [, то среднее арифметическое, среднее гармоническое и среднее геометрическое ее 
членов также сходятся к этому пределу: 

. x Xo -- ... x . n 
/ lim 1 2 — + и =I/, lim =), 

/ n+ пс ‘ ++... + 
nh Х1 Хо Xn 

lim Ихх, ... Ан == [. 
по . 

В самом деле, первое равенство доказано выше, второе следует из следствия 
теоремы 2: 

lim д =: | hoc | l — г 
— + ... + —j- и. м... 

xy Xo Xn XY Xn al Xn—| 
lim 
nos n—(n— 1) 

= lim Xn — [. 

tl—- CO 

А тогда из неравенств 

n n x x ... x 
т т <Ичх,... HE 1 ms + и 

— + ... - — 
x, Xo Xn 

(см. неравенство (4), $ 9, гл. I) и теоремы 4, п. 4.2, следует третье равенство. 
Пример 2. Показать, что 

. hep . x 
lim Уж = lim —4—, 

п- со п Я 

. Xn 
если lim существует их, >0 WaeN. 

N=» со Аи



Согласно предыдущему примеру, 

nN 

М у . Xo Хз x . x 
lim У Xn — lim Vx Soe ee hemlet eC a = lim A ® 

п- 00 N= 00 xy Xo Xn—| n-+co Хи 

| Inn 
Пример 3. Показать, что lim = 0 

Noo n 

Применяя теорему Штольца, получим 

Inn In(an + 1)—1 | 
lim = lim пу Ни = lim in(1+ —)=0 
no oN N=» oo п -|- | —п п- со n 

Последнее равенство следует из неравенств (6), п. 4.4, и теоремы 4, п. 4.2. 

4.7. Предельные точки. 
Определение 1. Точка х ЕЕ называется п редельной точкой 

(или точкой сгущения) множества А < Е, где Е — метрическое npo- 
страчство, если произвольная окрестность точки х, содержит хотя 
бы одну точку множества A, отличную от точки Xp. 

Сама точка ху может принадлежать или не принадлежать множест- 
By А. Из этого определения следует, что если х, — предельная точка 
множества А, то всякая ее окрестность содержит бесконечное множе- 
ство точек множества A, отличных от точки Xp. 

Действительно, пусть для предельной точки Xp существует окрест- 
ность S (хо, Г), содержащая только конечное число точек ху, хо, ..., Хи 
множества A, отличных от точки хо. Тогда, выбирая произвольное по- 
ложительное число fo < т р (Xp, X;), строим окрестность $ (хо, Го), 

l<igm 

которая не содержит ни одной точки множества A. А это противоречит 
определению предельной точки. 

Отсюда как следствие вытекает, что конечное число точек не может 
иметь предельных точек. 

Теорема. Точка х ЕЕ является предельной точкой множества 
ACE тогда и только тогда, когда из этого множества можно выделить 
последовательность {х„} различных точек, сходящуюся к точке Xo. 
Ф Достаточность. Если существует последовательность (х„! раз- 
личных точек множества A, сходящаяся к точке ху, то произвольная 
окрестность точкн Xp содержит все члены последовательности {х„!, 
начиная с некоторого номера, т. е. содержит бесконечное число точек 
множества A. Поэтому x) — предельная точка множества A. 

Необходимость. Пусть х, — предельная точка множества А, 
а (6„! — произвольная последовательность положительных чисел, CXO- 
дящаяся к нулю. Выберем в окрестности $ (Xp, 61) точку x,€A, от- 
личную OT Xo. Затем в окрестности 5 (х., 6.) выберем точку х.ЕА, 
отличную от х, H X,, ит. д. На п-м шаге в окрестности $ (Xp, 6,) 
выберем точку X,, отличную от уже ранее выбранных точек ху, 
Xo, ..., Ан И ТОЧКИ Х,, если таковы принадлежат окрестности 
S (хо, 5,). Такой выбор возможен, поскольку окрестность S (хо, 5,) 
содержит бесконечное число точек множества A, отличных OT Xo, И, 
следовательно, не может исчерпываться ранее выбранными точками 
Х1, Хо, ..., Ап. Продолжая описанный процесс неограниченно, 
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получаем последовательность {х„} точек множества А такую, что 
х, 6% (хо, 6,), O<P (Xp, х) < 6, Ware. Отсюда, использовав 
теорему 4, п. 4.2, заключаем, что р(х„, №) — 0 при п-+ со или, 
что limx, = №. № 

п>-оо 

Из доказательства теоремы следует, что последовательность {хи}, 
сходящуюся к предельной точке, можно выбрать неограниченным ко- 
личеством способов. 

Доказанная теорема позволяет дать другое определение предельной 
точки множества, эквивалентное приведенному выше. 

Определение 2. Точка x, Е Е называется предельной точ- 
кой множества ACE, если из этого множества можно выде- 
лить последовательность {х„} различных точек, сходящуюся к точке Ху. 

В дальнейшем введем понятие предельной точки числовой последо- 
вательности. 

Определение 3. Число а Е К называется предельной точ- 
кой числовой последовательности {x,}, если лю- 
бая окрестность точки а содержит бесконечное число элементов по- 
следовательности. 

Не следует смешивать понятие предельной точки множества Ё зна- 
чений числовой последовательности {х„} с понятием предельной точ- 
ки числовой последовательности. 

Например, числовая последовательность {(—1)"} имеет две пре- 
дельные точки [и —l. 

В самом деле, любая окрествость точки | содержит бесконечное 
число членов данной последовательности, а именно, все члены с чет- 
ными номерами. Если же зададим произвольную окрестность точки —1, 
то в нее попадут все члены последовательности с нечетными номерами, 
которых Также сколь угодно много. 

В то же время множество значений данной последовательности со- 
стоит только из двух чисел | и— | и поэтому не может иметь предель- 
ных точек. 

4.8. Частичные пределы. Пусть задана последовательность дей- 
ствительных чисел 

X15 Xo, Фу Хп, cee (1) 

рассмотрим какую-либо ее подпоследовательность (частичную последо- 

вательность) 
Xnyy Xngy sees Мп +... (2) 

Теорема 1. Если последовательность (1) сходится к конечному или 
бесконечному пределу а, то подпоследовательность (2) также сходится 
к этому же пределу. 
<q В случае, когда а — конечное число, то 

Ve>0O0 ЭмЕМ: Уп>т=|х,„—а|<.. 

Поскольку последовательность индексов {п,} стремится к -- со с BO3- 
растанием А, то для указанного ранее & > 0 

ЗрЕМ: У>р=>1т,>т> [хн, —а|<.:. 
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В случае несобственного предела, например, если а = -+-00, TO 

VA>0 ImE€N:VaS>msax, >A. 

Тогда, поскольку N,—> co при А —> со 

ЭЗаЕМ: УА>9> и, > т 5х, > А, 

а это равносильно тому, что 

lim Xn, = + ©. DP 
1 со 

Определение. Если частичная последовательность {х„,} сходится, 

то ее предел называется частичным пределом последова- 
тельности (х„}. 

Последняя теорема гласит, что если последовательность имеет 
предел а, то любой ее частичный предел также равен а. Таким обра- 
зом, сходящаяся последовательность имеет единственный частичный 
предел, совпадающий с пределом последовательности. 

Очевидно, частичный предел последовательности является одновре- 
менно и ее предельной точкой. Отсюда следует, что сходящаяся после- 
довательность имеет единственную предельную точку. 

Возникает вопрос: всякая ли последовательность имеет частичный 
предел? Ответ на этот вопрос дает следующая теорема. 

Теорема 2 (Больцано — Вейерштрасса). Из любой 
ограниченной последовательности можно выделить сходящиуюся под- 
последовательность. 
q Пусть последовательность {x,} ограничена, т. е. 

Зае В /\ З5ЕВ: Уп > ах, 6. 

В этом случае все члены последовательности {х„} принадлежат сег- 
менту [а, 6]. 

+ b » Qa 
Разделим сегмент [а, 6] точкой ›— пополам. Тогда хотя бы одна 

из половин сегмента [а, 6] содержит бесконечное число членов после- 
довательности (х„}, обозначим ее через [a,, b,]. Если бы обе половины 
сегмента [а, 6] содержали бесконечное число членов последователь- 
ности {x,}, то через [a,, 6,] можно обозначить любую из них. Сегмент 

ay b; 
ити снова разделим пополам и через [а», 6.] обозна- [a,, 6: | точкой 

чим TY из половин сегмента [a,, 6,], которая содержит бесконечное 
число членов последовательности {x,}. Продолжая этот процесс, по- 
лучим последовательность вложенных сегментов 

[а1, Ь,] > (ae, Ь,] > so > [аь, Ь,] > met, 

b—a 
длина которых b, — а, = 5 стремится к нулю при А- oo, 

Выберем подпоследовательность {Xn,} следующим образом. В ка- 

честве Xn, возьмем любой из членов последовательности {х„}, принад- 
лежащих сегменту [a,, 5,]. В качестве х„, возьмем любой из членов 
последовательности {x,}, принадлежащих сегменту [a,, 6.1, и такой, 
что Ny > 71. Такой член существует, поскольку сегмент [а., b,] содержит 
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бесконечное число членов последовательности {x,} и т. д. Вообще в 
качестве Xn, возьмем любой из членов последовательности {х„}, при- 
надлежащий сегменту [а,, 6,] и такой, что п» > п >... >> 
> n,. Бесконечно продолжив описанный процесс, получим такую по- 
следовательность {Xn,}, ЧТО Ny < Mg... ЗП <... И 

ак < Ха, < b,. 

Поскольку последовательность сегментов вложенная и длины их 

стремятся к нулю с возрастанием А, To lima, = limb, =c. А тогда, 
R00 со 

согласно теореме 4, п. 4.2, Пт хи, =c. № 
В со 

Следствие. Любая последовательность {x,} действительных чисел 
имеет, по крайней мере, один частичный предел, конечный или беско- 
нечный. 

Если последовательность {x,} не ограничена сверху (снизу), то 

VREN ImEN:%n,>8 (Xn, <—A). 
Далее, 

VA>0 ЭЗтЕ№М: УЕ>т>А<Е< жа, (Xn, <—R<— A), 

а это равносильно тому, что Xn, —> + 00 (Xn, = — co) при R-> oo. 

Наконец, если последовательность (х„} не ограничена (как сверху, 
так и снизу), то 

VREN Эль Е№: хи, |> А. 
Тогда 

VA>0 IMEN: УЕ> т => |х„,| >> А, 

limx,, = co. p> 
k=» со А 

4.9. Верхний и нижний пределы. 
Определение. Наибольший (наименьший) частичный предел чис- 

ловой последовательности {х„} называется ее верхним (ниж- 
ним) пределом и обозначается 

limx, (Итх,). 
п- о по 

Поскольку частичный предел числовой последовательности явля- 
ется ее предельной точкой, то верхний (нижний) предел можно опре- 
делить как наибольшую (наименьшую) ее предельную точку. 

Известно, что произвольное бесконечное множество действитель- 
ных чисел может и не иметь наибольшего (наименьшего) элемента. На- 
пример, ограниченное множество действительных чисел (хСВ: 
0 < x <1} не имеет ни наибольшего, HH наименьшего элемента. По- 
этому, естественно, возникает вопрос: всякая ли последовательность 
действительных чисел имеет верхний (нижний) предел? Следующая 
теорема дает утвердительный ответ на поставленный вопрос. 
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Теорема 1. Любая числовая последовательность имеет верхний и 
нижний пределы. 
{ Докажем существование верхнего предела; для доказательства су- 
ществования нижнего предела рассуждаем аналогично. 

Если последовательность {x,} не ограничена сверху, то, как по- 
казано в предыдущем пункте, существует бесконечный частичный пре- 
дел - оо, который является наибольшим частичным пределом, т. е. 

lim x, = + ©. 
i ta со 

Если последовательность {х„} ограничена сверху, например, чис- 
лом М и WA меньшего числа М сегмент [А, М! содержит конечное 
число элементов последовательности {X,}, то окрестность ]—oo, Д[ 
содержит все элементы последовательности {х„}, начиная с некоторо- 
го номера. В этом случае последовательность {х„} сходится в несоб- 
ственном смысле к —oo, Очевидно, этот единственный несобственный 
частичный предел является верхним и одновременно нижним пределом, 
т. е. пределом последовательности. 

Если же последовательность {x,} ограничена сверху числом М н 
существует конечный сегмент [А, М], содержащий бесконечное число 
элементов данной последовательности, то по теореме Больцано — 
Вейерштрасса, п. 4.8, последовательность имеет хотя бы один конеч- 
ный частичный предел. В этом случае множество конечных частичных 
пределов, которое обозначим через Е*, не пусто. Если {x,} ограниче- 

на сверху, тои Е* также ограничено сверху. А тогда dsup E*= x. 

Покажем, что x — частичный предел последовательности {Xx,}, т. е. 

что хЕЁ*. 
Действительно, из свойств точной верхней грани вытекает, что 

Ve>0 Ix €E* x — 5 «хх, 

|x—x| <>. 

Поскольку х частичный предел, TO существует подпоследовательность 
(х„,}, сходящаяся к x. Тогда \ г > 0, в том числе и для г, указанно- 

го выше, 
e 

ImEN:VkRoOmM> | Xn, —Х| <>. 

Из двух последних неравенств вытекает, что УЕ > т 

y — = 2 

|X-- Xn |< |x —*| — |< +=. 

к . 

А это означает, что х частичный предел и он является наибольшим 

элементом в множестве E*, т. е. 

limx, =x. > 
Np 09 
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Следствие. Если x(x) — верхний (нижний) предел ограниченной 

числовой последозательности {x,}, то У=>0 неравенство х„>х + 
+e (х„ <х— 2) удовлетворяется разве что для конечного числа ин- 

дексов. 
<q Например, если бы в промежутке [x + в, М], где М — верхняя 
грань последовательности {х„}, содержалось бесконечное число чле- 
нов последовательности he TO существовал бы конечный частичный 

предел, больший чем х, что противоречило бы определению числа х. №» 
Используя последнее утверждение, можно получить критерий схо- 

димости последовательности в терминах верхнего и нижнего пределов. 
Теорема 2. Числовая последовательность сходится тогда и только 

тогда, когда она ограничена и ее верхний и нижний пределы совпадают. 
<q Необходимость. Пусть последовательность {x,} сходится. Тогда 
она ограничена и имеет единственную предельную точку, т. е. един- 
ственный частичный предел, совпадающий с ее верхним и нижним пре- 
делом. 

Достаточность. Пусть х и х соответственно верхний и нижний час- 

тичные пределы, причем 

Хх = Хх =. 

Согласно следствию, приведенному выше, имеется только конечное 

число членов последовательности, удовлетворяющих неравенствам 

х<х— в, X,>x+2e \У=>0, 

т.е. У => 0 интервал ]х — в, x + ef содержит все члены последова- 
тельности (х„}, кроме конечного их числа. А поскольку этот интер: 
вал совпадает с &-окрестностью общего значения х = x = х, то после- 
довательность сходится, причем 

Их, = Хх = 
п-со 

=x. > 

Ie
 

Пример 1. Доказать, что 

a) limx, + Ит y, < lim (x, + ил) < lim x, -+ lim yp; 
noo noo noo П- со N-» oo 

6) lim x,-+ lim gy, < lim ©, и) < lim x, -+ Пти, 
Nn-oo пс пс п со по 

и показать, что в этих соотношениях возможно строгое неравенство. 
а) Заметим сначала, что если из последовательности {(х„} выделить некоторую под- 

последовательность { Хи}, To lim x, <lim ХА Так как нижний предел последо- 
и) Noo 

вательности является ee предельной точкой, TO 

lim (хи - Yn) = lim (хи -Е Уи}; lim xr, = lim “mp, 
П- со п-+ со п со по 

В силу нашего замечания имеем 

lim x, + lim y, < lim xr + lim Yr, = 
пс по noo Nano 

= lim Xm,, 1 lim Yr, < fim Xmy + lim Ymp, 
n-+ oo п со п+ о П- со п 
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Далее, так как {хт, + ут, являетвя подпоследовательностью сходящейся по- 
п 

следовательности {Xp -- yr}, TO 

lim (x = lim (x . hens (x7, -+ Yr,) рии ( mr + Ym, ) 

А так как, кроме того, повледовательность (Xm, } еходится, то и последователь- 
nh 

HOCTb {Ym, } также еходитоя, так что 
п 

lim Ime = lim Уть и" 
noo П- co 

Отсюда и из нашего замечания последнее неравенство можно переписать в виде 

lim x,-+ lim у, < lim tm, + lim Ym, = lim (хт, + Ym, ) = 
N+ со П- со >) п n-roo п noo n n 

= lim (x, + yr,) = lim а Yn). 
f=» oo fn—»co 

Левая часть неравенства a) доказана. 
Учитывая это и тот факт, что 

lim (— yn) = — lim yp, 
noo песо 

получаем 

lim (хуи) — lim y, = lim (жа + yp) + lim (— yn) < 
Np oo Noo N=» со Noo 

< lim ((%_ + Yn) + (— Yn) = lim хи. 
пс N-»oo 

Отсюда вытекает правая часть неравенства а). Аналогично доказывается неравен- 
ство 6). 

Приведем пример, когда в доказанных неравенствах выполняются строгие не- 
равенства. Пусть 

n(n-+-1) 

хи = (— 1) 2 sin? —— , 
2 

п(п-- И an 

ип =(— 1) 2 cos* —— neéN. 

n(n-+1) 

Тогда Xp» t+y,=(—1) 2? 4 

lim x, =—1, lim x, = 1, 
noo Noo 

limy,=—1, lim y, = 1, 
n> oo noo 

lim (хи Е Yn) = —1, lim (x, + yn) = 1, 
п со N= oo 

т. е. соотношения a) и 6) обращаются -в строгие неравенства. 

3 . 
Пример 2. Для повледовательности хи = (— 1)! (2 + я ‚ ПЕМ, найти 

| п 

inf {x,}, зар {x,}, limx,, Итхи. 
ne Noo 
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Для решения примера все элементы последовательности {X,} разобъем на две 

an? НШ "ЕМ 
Очевидно, хп < Хо„_|, Причем последовательность (хо, } монотонно убывает, а 

(х.„} — возрастает. Отсюда следует, что последовательность {х„} имеет наимень- 

сходящиеся подпоследовательности хол = — 2 — 

ший элемент x, и наибольший элемент x,. Таким образом, inf {хи} = х» = -_>, 

sup (хи} =x, = 5, а из того, что хол < хо„—» Находим, что 

lim x, = lim хо, = 2, lim x, = lim x, =— 2. 
=> со пс п по 

п . 

Пример 3. Покажем, что для последовательности хи = 7 sin? 4: пЕМ, 
п 

lim x, =0, lim x, =1. 
noo Ni» Oo 

Действительно, из всех элементов последовательности {x,,} образуем четыре схо- 
дящиеся подпоследовательности {X4,}, (Х4и3}, (Х4п—о} [Хи  ПРИЧем Хы < 

< NX yng < 4-0 < ми. 
Отсюда 

nao n-Foo 
— . ‚ 4n—2 
lim x, = lim x,,_, = lim = 
п> с пс п со 4n — | 

4.10. Критерий сходимости числовой последовательности. Ранее 
пами получен критерий сходимости монотонной последовательности 
(см. следствие из теоремы, п. 4.3) и критерий сходимости произволь- 
ной последовательности точек метрического пространства E в терми- 
нах окрестностей (см. теорему 1, п. 4.2). Наконец, получен критерий 
сходимости числовой последовательности в терминах верхнего и ниж- 
него пределов (см. теорему 2, п. 4.9). 

Рассмотрим общий критерий сходимости для произвольной число- 
вой последовательности. 

Прежде чем приступить к формулировке и доказательству крите- 
рия сходимости, введем понятие фундаментальной последовательнос- 
ти, а затем сформулируем одно свойство, общее для последователь- 
ностей точек любого метрического пространства (речь идет о необхо- 
димом условии сходимости таких последовательностей). 

Определение. ГПоследовательность {х„] точек метрического (или 
векторного нормированного) пространства Е называется фунда- 
ментальной, если: 

У= > 0 Зи Е №: Ум > п Л Уп > 5 (Хм, Xn) < 

<e (|хи—х,|<:). (1) 

В частности, числовая последовательность {x,} называется фун- 
даментальной, если: 

М=2>0 AneN: Vm>n Л Уп > т = [хи -—х, | < 8. (2) 
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Не ограничивая общности, можно считать, что т >>п. Тогда m= n + 
-+ р, где р — целое положительное число. В этом случае неравенства 
(1) и (2) можно записать в виде 

O(Xntp, Хи) <= (|Xntp —%, |< 8) Vann ЛрЕМ, (1) 

|Xnto—Xil<e Уп > п Л РЕМ. (2°) 
Теорема 1. Если последовательность {x,} элементов метрического 

пространства Е сходится, то она фундаментальна. 
4 Пусть последовательность {x,} образована из элементов метри- 
ческого пространства E и сходится к элементу QE Е. Тогда У. >0 
3 по такое, что Уп > п, Л Ут >> п выполняются неравенства 

0 (Xm, a<z, р (a, х,) < =. 

Отсюда, пользуясь неравенством треугольника, получаем неравенство 
| 

р (Xm, Xn) > 0 (Хм, а) + о (а, kn) <> -- — 2 — 8, 

Ут > Л Уп>п,, 

что означает фундаментальность последовательности {хи}. № 
Совершенно аналогично доказывается, что если последовательность 

{x,} элементов векторного нормированного пространства E сходится, 
то она фундаментальна. 

Фундаментальную последовательность называют также последо- 
вательностью Коши, или последовательностью, сходящейся в себе. 

Теорема 2 (критерий Коши сходимости число- 
вой последовательности). Для сходимости числовой по- 
следовательности {х„} необходимо и достаточно, чтобы она была фун- 
даментальной. 
4 Необходимость следует из теоремы 1.. 

Достаточность. Пусть в > 0 задано и для него указано число No 
такое, что Vn > п, A\ Ут >> ny выполняется неравенство (2) или, 
что то же самое, 

& г 

Хт — Sn < 

Зафиксируем какое-либо т > по; тогда из последнего неравенства 
следует, что последовательность (х„} ограничена. Согласно теореме 2, 
п. 4.8, из ограниченной последовательности {х„} можно выделить под- 
последовательность {х„,} такую, что Xn, —> с при К oo. Для указан- 

ного ранее & > 0 Jk) € N такое, что У А > № выполняется не- 
равенство 

| Xn, —‹|<-, (3) 

причем ky выбираем таким, чтобы было Ny, > По. При этом неравенство 
(2) будет выполнено, если в нем положить т = п». Из неравенств 
(2) и (3) вытекает, что У п > п, выполняется неравенство 

|x, —С| = [Ха — Xn, + Xn, — | 5 и — Xn, | [хи — С < % 

равносильное сходимости последовательности (хи. № 
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Пример 1. Пользуясь критерием Коши, показать, что последовательность хи = 

= eee + = › MEN, сходится. 

Пусть 2 > 0 задано; тогда 

| 1 1 

nto Хо Get apa + + ape < 
1 1 | 

Зтету т ИЕ а "^^ Тир петля о 
| l 1 | 1 

=(=~ a) + (==) "7 (т ata) = 

Ея <. Yn> >, УР >0. 

Таким образом, согласно критерию Коши, последовательность сходится. 

Пример 2. Показать, что последовательность хи = | + > coe ft — ‚ ПЕМ, 

расходится. 
Поскольку для произвольного п при р = п выполняется неравенство 

| 1 l 
l¥ntp — *nl = 2 tat ... Tata? 

n l 0 ] 
7-е 7* vee ’ >|. 

то Данная последовательность является расходящейся. 

4.11. Сходимость последовательностей в некоторых метрических 
пространствах. Как уже указывалось (см. п. 2.2), произвольное век- 
торное нормированное пространство Е = {x, у, 2, ...} является од- 
новременно и метрическим пространством, причем р (x, у) = |x — yl, 
где ||. || — норма пространства Е. Например, такими являются про- 

странства В” или 9% (см. п. 2.2). 
Тогда для векторного нормированного пространства Ё можно сфор- 

мулировать в терминах нормы определение сходимости последователь- 
ности (х„} элементов этого пространства. 

Определение 1. Последовательность {х„} точек (векторов) векторно- 
го нормированного пространства Е называется сходящейся, 
если существует такая точка а Е E, что |x, — а|-— 0 при п -— oo. 

Ясно, что последнее соотношение эквивалентно тому, что ф (хи, 
а) — 0 при п — со, поскольку р (х„, а) = |x, — а| для произвольного 
векторного нормированного пространства. 

т 

Теорема 1. a) Пусть ©, = (ап, ат, ..., Amn), ЕК, ПЕК. Для 
сходимости последовательности {т„} к X= (Ay, Ay, ..., Am) необ- 
ходимо и достаточно; чтобы выполнялись соотношения 

Итат =a, 1<7< м. (1) 
п-со 

6) Если {x,}, (у„} — последовательности в В", {a,} — последова- 
тельность действительных чисел и Z,—> 2X, Y,—>Y, 4,>a прип-— 
— со, то 
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lim (2, + Yn) =ж у, 

lim (жи, Yn) = (2, У), (2) 

Пт ат, = az, 
no 

где (х, у) = a,b, + agbg + +++ - Ambm — скалярное произведение век- 
торов т и у. 
Ч а) Необходимость. Пусть x,— х при п -+ oo. Тогда соотношение 
(1) справедливо в силу очевидного неравенства 

| Qin — a,|<|2, — zl, 

справедливого для всех введенных норм в В". 

1 
т — 

2 
Достаточность. CTb, например, | x | = » 4 . Если COOTHO- 

i=] 

шение (1) выполняется, TO 

Ve>0 Зт EN: Vn > т >| Ain — а | <->, l<i<m. 

Тогда Vn>ny 
1 

„== (У (и — ад <ь 
=! 

т. е. &,->X при п-— oo. 
6) Пусть последовательности 2, = (ат, а, ..., Amn), Yn = 

= (b,,, Den, ..., бт), NEN, сходятся к © = (а, Qo, ..., ам), Y= 
= (b,, bo, ..., Dm) соответственно. Тогда по только что доказанно- 
му Qin—>Q,;, би-—б, 1<1< т, при п-+ со, откуда вытекает суще- 
ствование пределов 

lim (Qin + Din) =а- 6, lim ainbin = a,b;, 
N=» Co fi=—> co 

lim „ат = ва, 1<71<т, 
пьъьо 

что, в свою ОЧередь, согласно а), влечет за собой выполнение равенств 

(2). > 
Следствие. Если последовательность х„ = (Ain, Qany +++) ат), NE 

Е №, сходится, то выполняется равенство 

lim x, = (lima,,, lima,,, ..., lim@mn). 
fle» со fi» oO fl co noo 

Более Toro, для существования предела последовательности {2,}, 

x, ЕК”, необходимо и достаточно, чтобы сходились соответствующие 
последовательности координат {Qin}, | < ЕЖ т, т. е. 

3 Им =, > (Vi=1, т ЭИтам). 

Теорема 2. Для того чтобы последовательность {x,} элементов 

пространства В" была фундаментальной, необходимо и достаточно, 
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чтобы каждая из соответствующих последовательностей координат 

{ain}, i = 1, т, была фундаментальной. 
® Необходимость следует из неравенства 

| а nt-p — in| < | Фп--р — Fal, 

а достаточность в случае евклидовой нормы 
| 

т — 

2 
[2-+р — Жи | = У, (Qi n+p — ви!) 

следует из того, что 

Ve>0 Зт Е №: Vn >My Л УРЕ№- [4 вр — @и| < -ят, 

i=1,m. p 

Сформулируем теперь критерий сходимости последовательности 
из В”. 

Теорема 3 (критерий Коши для последователь 

ности из В”). Для сходимости последовательности (т„} элементов 

пространства В” необходимо и достаточно, чтобы она была фунда- 
ментальной. 

Необходимость непосредственно следует из теоремы 1, п. 4.10. 
Достаточность. Пусть последовательность {2,} элементов про- 

странства В” фундаментальна. Тогда, согласно теореме 2, фундамен- 

тальными будут каждая из последовательностей {Qin}, [= 1, т. 
А тогда, согласно теореме 2, п. 4.10, каждая из этих последовательнос- 
тей сходится. Это, в свою очередь, согласно теореме 1, влечет сходи- 
мость последовательности {5}. № 

Покажем, что для последовательностей из В” остается справедли- 
вой теорема Больцано — Вейерштрасса. 

Теорема 4. Из любой ограниченной последовательности из IR” мож- 
но выделить сходящуюся подпоследовательность. 
q Локазательство проведем для случая, когда m = 2; в общем случае 
поступаем аналогично. 

Итак, пусть последовательность x, = (a,, 6,) ограничена, т. е. 
I MER такое, что Wn EN 

[|= Уа-+й м. 
Отсюда вытекает, что Уп Е № 

[а |< М, 16,15 М, 
т.е. последовательности координат {a,} и {b,} также ограничены. 
Согласно теореме Больцано — Вейерштрасса для числовых последова- 
тельностей, из последовательности {а„} можно выделить сходящуюся 
подпоследовательность {а„,}. Поскольку соответствующая ей подпо- 

следовательность {b,,} также ограничена, то, согласно упомянутой выше 

теореме, снова можно выделить сходящуюся подпоследовательность 
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(6, J Соответствующая же ей подпоследовательность (Qn, ) является 

полпоследовательностью сходящейся подпос едовательности {Qn,}, а 
поэтому сама сходится. Таким образом, обе подпоследовательности 
(Qn, | и (ви, координат точек (т, являются сходящимися, а по- 

этому и подпоследовательность (an, J сходится. > 

Определение 2. Множество точек 

Я = {(x1, хо, ..., лм) ER": а. <<, i=1, m)} 

называется открытым т-мерным параллелепипе- 
дом, а множество точек 

_ m И 
Я = (1, Noy see Xm) Е К la; SX, Sy, Е = 1, т} 

— замкнутым т-мерным параллелепитедом. 

Определение 3. Параллелепипед 9, называется вложенным 

в параллелепипед J,, если 9, 5 Iz. 
Ясно, что в этом случае 

[а4и, би] > [4, В, 1=1, т. 

Теорема 5. Последовательность вложенных замкнутых параллеле- 

пипедов из В" 

9, >9, 5 ... >99, 5 mee 

диаметры которых 
1 

ны = (У (bn — aun?) 
==] 

стремятся к нулю при п — со, имеют единственную общую точку 

$ = (Е, Eo, eee y т). 

1 

q Еси „= (У би a") —0 при п— о, то и В, —ат-—0 

при п-— со, i=1, м. Поскольку для каждого { последовательность 
сегментов (а, bin]} из В является вложенной и длины их стремят- 
ся к нулю при п-— oo, то для каждого { существует единственная 

точка ЕЕ [Qin, bin) vn EN, i= 1, m m. Ho тогда 5 — (Е1, Eo, ...у т), 

5= 9, WEN. № 
Теперь рассмотрим теоремы о сходимости последовательностей век- 

торного пространства WM, элементами которого являются матрицы. 
Предположим, что матрицы, входящие в 9%, имеют размеры т х пи. 
При рассмотрении произведений матриц их размеры предполагаются 
такими, чтобы эта операция имела смысл. 

Множество WM представляет собой векторное нормированное про- 
странство, следовательно, в нем введена операция сложения и YMHO- 
жения на скаляры поля [К. Предположим, что [К = В, т. е. что поле 
(К является полем действительных чисел и что элементы матриц яв- 
ляются действительными числами. 
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Далее, с помощью матрицы АЕ OM можно задать отображение 

В" — В": 2 Az, 

где 

\ fn 

У ах, 

п 

Ag jx; 
Ах = (а) х = > ’ 

n 

У, атм 
(j=l 

Xj, | = 1, n,— координаты вектора х. Это, в свою очередь, приводит 
к необходимости рассматривать предельный переход в произведении 

матрицы на вектор. 
Пусть {A,} — последовательность элементов пространства 9%, 

которые являются прямоугольными матрицами 

(k) (Rk) (в) 
аи Aig». Ain 

(ky) (k) (К) 
A, = 421 22 ... эп ‚ REN. 

(К) (R) (R) 
[Ami . @т2 ... Amn | 

Такие матрицы в дальнейшем обозначим A, = (а), а для указания 

размеров матрицы множества индексов запишем в виде i = |, т, 

1 = |, п. 
Теорема 6. Пусть 

Ay = (27), Ак 9%, REN, 
где M — метрическое пространство, элементами которого являются 
матрицы размера т Х п. 

а) Для сходимости последовательности {A,} к матрице А = (аи) 
необходимо и достаточно, чтобы 

(3) b
a
t
 

~
~
 3 —
 

—
 

=
 = e 

. k . 
lima; = а, i 
Е со 

6) Если последовательности матриц 

A, = (г), Вь= (bi), (=1,m, j=i,n, EN, 
сходятся и 

А, — А = (аи), Вь—> В = (b,j) при Е - ©, 

то 

lim (A, + В,) = А-В. (4) 
К = оо 
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в) Пусть 

Аь = (а), Вь = (6), г=1 т ]=Т п Гр 
— последовательности матриц; 

C= (C;;), О = (d;1), i= ‚ ШТ 

— постоянные матрицы; 

Bre 

— последовательность вектор-столбцов; 
действительных чисел. 

Тогда, если существуют пределы 

lim A, = А = (а: ), Jim B, = В = (6:1), 

{a,} — последовательность 

Bi 

lim B, = B = Ms lim ав = 0, (5) 

B, 
то справедливы равенства 

lim A,B, = AB, Ит СВ, = СВ, 
К ос Е со 

lim A,D = AD, lim A,B, = Ap, lim pA, = aA. 
k+oo k со 

(6) 
к со 

Поскольку пространство 9% матриц размера т X п отождествляет- 

ся с пространством IR", то утверждения а) и 6) непосредственно вы- 
текают из теоремы [. 

в) Обозначим 

A,B, = (ар) (0?) = (57), 
by by (R). 

где gu = у at; b\7’, 
j=) 

CB, = (си) (82) = (AP), 
р). 

где hi? = у сиб; ; 
[==] 

A,D = (ар) (а) = (Е), 
где ЕЁ? = у ald jy; 

j=l 

oT 
Sop 

A,B, = . ’ 

Snk 
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СО 
где 5, = № ау Ви; 

j=! 
(k) a,A, = (а). 

Здесь: i=1, т j=l, п, 1=1, р, REN. 
Если соотношения (5) выполняются, то, согласно пункту а) насто- 

ящей теоремы, пункту а) теоремы | и согласно теореме о предельном 
переходе в сумме и произведении числовых последовательностей, за- 

ключаем, что 

(А) м b A? ы b 
ди > У аби, Пи > У сии, 

j=l [=] 

k n 

En > у ап, би > у а Bits 
j=! j=! 

a, as? > “ат, i= l, т, j= l, п, l= l, р. 

Пользуясь этими соотношениями на основании тех же пунктов а) на- 
стоящей теоремы и теоремы |, убеждаемся в справедливости равенств 

(6). > 
Следствие. Если последовательность матриц {A,} сходится к мат- 

рице А, то для произвольного постоянного вектор-столбца ВЕВ" и 
произвольного постоянного числа a Е В справедливы равенства 

lim A,B = ДВ, 

lim aA, = aA. 

fl» oo 

q Эти равенства непосредственно вытекают из (6), если положить 
там В, = Виа, = а. > 

Теорема 7. Для того, чтобы последовательность матриц (А, }, 

A, = (а), REN, была фундаментальной, необходимо и достаточно, 
чтобы фундаментальными были каждая из последовательностей 

(ар i= 1, т, j=, 
Поскольку пространство 9% можно отождествить с пространством 

В””, то это утверждение непосредственно следует из теоремы 2. > 
Теорема 8 (критерий сходимости последова- 

тельности матриц). Для сходимости последовательности 
матриц 

A, — (aij , k Е №, 

необходимо и достаточно, чтобы она была фундаментальной. 
q Необходимость непосредственно следует из теоремы 1, п. 4.10. 

Достаточность. Пространство 9% отождествляется с пространст- 

вом В”", поэтому достаточность непосредственно вытекает из теоре- 
мы 3. № 
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Следствие. Если последовательность матриц А, = (ai), REN, 
сходится, mo 

lim (а) = (lim а®), 
k=» со Е со 

более того, для любой последовательности матриц справедливо условие 

3 lim (aS) <> (Alim af? Vi=1,m, У] = |, п). 
hax В со 

4.12. Полнота метрического пространства. В метрическом про- 
странстве всякая сходящаяся последовательность является фундамен- 
тальной. Однако обратное утверждение не всегда верно, т. е. не во 
всяком метрическом пространстве фундаментальная последователь- 
ность сходится. . 

Например, множество @ рациональных чисел является метриче- 
ским пространством, если Ух, УЕ © расстояние между ними опре- 
делено равенством 

p(x, у) = |х— У]. 
| | 

Последовательность xX, = 2+ 37 <... an EN, образованная 

из рациональных чисел, т. е. из элементов множества Q, является 
фундаментальной. В самом деле У = > 0 неравенство 

| | | 

Га l= Gp ^^” МГ Зи SF 
| 

выполняется Уп > п, > и Ур> 0. Однако эта последователь- 

ность не является сходящейся в множестве рациональных чисел (). 
Эта последовательность сходится в множестве действительных чисел 
К к числу е. Число е иррационально (см. п. 4.4) и, следовательно, не 
принадлежит множеству ©. 

В качестве другого примера рассмотрим метрическое пространство 
Е = {x€R:0<x<1} с метрикой p(x, у) =|x—yl|, x, yEE. Лег- 

ко убедиться, что обе последовательности X, = apt 9 = | — 

| 
п!» пЕК№\, точек метрического пространства Е являются фунда- 

ментальными и вместе с тем не сходятся в пространстве Е. После- 
довательность {х„} сходится в КВ к нулю, а последовательность {y,)} 
сходится в К к единице. Но поскольку оба предела не принадлежат 
Е, то последовательности {x,} и {y,} не сходятся в данном метри- 
ческом пространстве E. 

Определение 1. Если в метрическом пространстве Е всякая фунда- 
ментальная последовательность сходится, то метрическое простран- 
ство называется полным. 

Соответственно этому, если в векторном нормированном простран- 
стве Е всякая фундаментальная последовательность сходится, то век- 
торное нормированное пространство называется полным. 

Таким образом, произвольная фундаментальная последователь- 
ность является сходящейся в метрических пространствах: R (теорема 
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2, п. 4.10), В” (теорема 3, п. 4.11) и 9% (теорема 8, п. 4.11). Эти про- 
странства являются полными. 

Следует отметить, что упомянутые выше метрические простран- 
ства В, В” и 9% являются одновременно и векторными нормирован- 
ными пространствами с нормами P(x, 0) =|х—0|=|[х|, где 0 — 
нулевой элемент векторного пространства. 

Сходимость х„—х при п— сю в том смысле, что P(X,, x) = 
=||x, —x|—>0O при n— со называется сходимостью по норме вектор- 

ного пространства. Следовательно, сходимость в В, В” и 9% являет- 
ся сходимостью по соответствующей норме. 

Определение 2. Если векторное нормированное пространство Е 
является полным в смысле сходимости по норме этого пространства, 
то оно называется пространством Банаха, или В-п р о- 
странством. 

Пространства R, В” и 9% являются В-пространствами, поскольку 
сходимость в них по норме совпадает со сходимостью по метрике этого 
пространства, если его рассматривать как метрическое пространство. 

4.13. Предел последовательности комплексных чисел. Если рас- 
стояние между двумя комплексными числами 2 и ш определим по фор- 
муле 

р (2, w) =|2— |, 
то этим превратим множество комплексных чисел (; в метрическое 
пространство, так как в этом случае, согласно свойствам модуля ком- 
плексного числа (п. 10.3, гл. Г), все аксиомы метрики (п. 2.1) будут 
выполнены. Далее, сложение (соответственно умножение) комплекс- 
ных чисел г; = (хи, И1) и 25 = (хо, Yo) производится по формуле (1) (соот- 
ветственно (2)), п. 10.1, гл. Г. Если действительное число А представить 
как комплексное число вида г, = (A, 0), то по упомянутой формуле 
комплексных чисел получаем 

Az, = (Ax), Лу). 

Таким образом, в множестве (; введены внутренняя бинарная операция 
С xX С-— С — сложение комплексных чисел, и внешняя бинарная 
операция (; Х ( > С — умножение комплексных чисел Ha действи- 
тельное число. Эти две операции удовлетворяют аксиомам векторного 
пространства, поэтому множество (; является векторным пространст- 
вом над полем В. А поскольку (; и метрическое пространство, то оно 
автоматически становится векторным нормированным пространством 
над полем В с нормой |2| = |2 |. 

Согласно определению 1, п. 4.1, последовательностью {г„} комплекс- 
ных чисел называется отображение №-— (С: пинг, а согласно 
определению 1, п. 4.2, эта последовательность называется сходящейся, 
если 

dzEeT Л У=>0 AMEN: Ул>т=> |2. — |<. 
Аналогично определяется несобственный предел в (;: последова- 

тельность {2„} комплексных чисел называется сходящейся к со, если 

УМ >0 ЭтЕёЕ №: VaSmalz,|>N. 
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Здесь отличие от соответствующего определения 1, п. 4.5, заключается 
в том, что А-окрестность со в В есть дополнение к сегменту [—A, Al, 
а №-окрестность oo в (; является дополнением к кругу | 2 | < М. 

Поскольку (; является метрическим пространством, то для по- 
следовательностей комплексных чисел справедливы все теоремы о 
последовательностях элементов метрического пространства. В част- 
ности, справедливы теорема |, п. 4.2, теорема пункта 4.7 и теорема 1, 
п. 4.10. Кроме того, без изменения формулировки и доказательства 
для последовательностей комплексных чисел справедлива теорема 2, 
п. 4.2, и ее следствие. 

Всякую последовательность комплексных чисел можно представить 
в виде 

2" = (an, bn), nel, 

а поэтому, согласно теореме |, а), п. 4.11, она сходится к точке г = 
=(a, 5) тогда и только тогда, когда выполняются соотношения 

Ит а, =а lim b, =. 
No п-ъо 

Наконец, для последовательностей комплексных чисел справедливы 
теоремы 2 и 3, п. 4.11, согласно которым пространство (; есть полное 
векторное нормированное пространство, а следовательно, является 
пространством Банаха. 

Отметим также, что теорема 6, п. 4.11, также остается справедли- 
вой, если элементами матриц являются комплексные числа. 

Пример. Последовательность 

n 
2, = ‚ n€Nn, 
" n?+ 1 —in с 

при п -> со сходится к пределу г = > +i > . 

В самом деле, 

| 

— пут тм) _ V+ +: | 
212 +. | 7 ] l 

a+ ar ot я 
2п 

Поскольку действительная и мнимая части последовательности {2,} сходятся к 

2°” 

| | 
2n > a tip при n> co. 

$ 5. МНОЖЕСТВА ТОЧЕК 

В МЕТРИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

5.1. Открытые и замкнутые множества. С понятием предельной точ- 
KH и окрестности точки в метрическом пространстве Е связаны другие 
важные понятия, которые сейчас рассмотрим. 
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Определение 1. a) Множество A называется замкнутым, 
если оно содержит все свои предельные точки. 

6) Точка х называется внутренней точкой множества 
А, если она принадлежит множеству А вместе с некоторой своей 
окрестностью. 

в) Множество А называется открытым, если каждая его 
точка внутренняя, т. е. УхЕА 16 >0:S (х,. 6) CA. 

г) Совокупность всех предельных точек множества А называется 
производным множеством и обозначается А’. 

д) Всякая точка множества А, не являющаяся его предельной, назы- 
вается изолированной точкой этого множества. 

Из определения открытого множества следует, что само множество 
Е открыто, так как любая его точка принадлежит ему вместе со вся- 
кой своей окрестностью. 

Пустое множество также является открытым. Действительно, 
множество A открыто, если УхЕА J6>0:S(x%, OCA. 
Если A = ©, то найти точку х Е А невозможно, а поэтому указанное 
свойство выполняется и множество 0 открыто. 

Существуют части пространства F, не являющиеся ни открытыми, 
ни замкнутыми. Например, множество А = {хЕК:0<х< 1} 
не открыто, так как точка х = 0, x € A, не нмеет окрестности, при- 
надлежащей Д. Это множество и не замкнуто, так как точка х = | есть 
предельная точка множества А, поскольку она является пределом 

последовательности X,, п Е №, составленной из точек MHO- 
—_ п 

~ att? 
жества A, однако | $ A. 

Теорема 1. Всякая окрестность является открытым множеством. 
Рассмотрим произвольную окрестность S (Xo, 5) точки №. Пусть 

Vx€S(x,, 5); покажем, что S(x,, б— р (ха, Хо) CS (Xp, 5). 
В самом деле, если x€S(x,, б—р (ха, X%)), TO p(x, x1) < 6 — 

— р (х1, №) и, согласно неравенству треугольника, P(X, X%)<p (x, 

Xi) р (х1, №) < 6 — (жи, х) + р (ха, %) = 5. 
Теорема 2. Замкнутый шар является замкнутым множеством. 

<q Пусть х — предельная точка замкнутого шара $ (x, 8). Тогда 

существует последовательность {х„} точек шара $ (xX, 6), отличных 

от x, такая, что lim x, == х (теорема п. 4.7). Тогда У =>>0 ЗМ такое, 
Noo 

что Wn > М 

р(х„, Хх) <. (1) 
Пользуясь этим неравенством и неравенством (1), п. 2.1, находим 

[р (хи, Xo) — p(x, Хо) | < Р (x, х) < Уп > №. 

Следовательно limp (хи, Xo) = p(X, хо). 
п-о 

Отсюда ииз неравенства р (х„, Хо) <4, x, € S (Xo, 5), получаем не- 

равенство о (х, х) <5, т. е. хе5 (x, 6) H, следовательно, замкну- 

тый шар — замкнутое множество. у 
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Теорема 3. Для того чтобы множество A было открытым, необхо- 
димо и достаточно, чтобы его дополнение СА было замкнутым. 

Пусть СА замкнуто и x€ A. Тогда x ¢ СА и, следовательно, x 
не может быть предельной точкой множества СА, так как СА содержит 
все свои предельные точки. Но тогда существует такая окрестность 
S (x, 5), что S (x, 6) П СА = @, т. е. S (x, 6) < А. Следовательно, 
х — внутренняя точка множества A, т. е. A открыто. 

Пусть А — открытое множество. Тогда всякая предельная точка 
множества СА не может принадлежать A, так как все точки множества 
А принадлежат ему вместе с некоторыми своими окрестностями и, 
следовательно, не могут быть предельцыми для СА. Значит множество 
СА содержит все свои предельные точки, а поэтому замкнуто. }». 

Следствие. Множество А замкнуто тогда и только тогда, когда 
его дополнение СА открыто. | 

Само пространство Ё и пустое множество замкнуты. 
Теорема 4.а) Объединение любого множества открытых множеств 

и пересечение конечного множества открытых множеств есть открытое 
множество. 

6) Объединение конечного множества замкнутых множеств и пере- 
сечение произвольного множества замкнутых множеств есть замкнутое 
множество. 
q а) Докажем, что множество G = [J Gy открыто, если Va Су — от- 

a 

крыто. 
Действительно, если x €G, то Ja такое, что x € Со; и так как 

Gq открыто, то x € Gg вместе с некоторой окрестностью $ (x, 6) < Gg. 
Но тогда $ (x, 6) < Си G — открытое множество. 

п 

Докажем теперь, что множество D = [|] G; открыто, если мно- 
i=] 

жества G,;, i = |, п, открыты. 

В самом деле, УхЕР 368, ЕК такое, что $ (х, 9) = Ор 1=1, п. 

Обозначим 6 = min (5;}; тогда S(x, 6) < С, i=1, п, так что 
1$ <п 

S (x, 6) = р и множество О открыто. 

6) Пусть Ру, i = 1, n,— замкнутые множества. Переходя к допол- 
нениям (см. равенства (8), п. 1.2, гл. Г), получаем 

С U F,= A CF,. (2) 

Если множества РЁ; замкнуты, TO множества CF, открыты и множество 
п 

(| CF; открыто в силу доказанного в пункте а). Но тогда, согласно 
i=l 

n 

(2), множество С LF; открыто и, следовательно, согласно теореме 3, 
{== - 

п 

множество |) Ё; замкнуто. 
{==1 

Покажем, что множество [| Fo, замкнуто, если множества Ра, зам- 
a 

KHYTbI при любом @. 
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Согласно равенствам (8), п. 1.2, гл. I, имеем 

С () Ра = U СРа. (3) 

am 0% 

Так как множества Ра замкнуты, то множества СЁРа открыты и, со- 
гласно а), |) СРа— открытое множество, так что из (3) вытекает, что 

am 

С П Fa открыто. A тогда, согласно теореме 3, множество [| Ра зам- 
a a 

кнуто. > 
Пусть E метрическое пространство и А < Е. Метрическое под- 

пространство определено как часть А пространства E с той же мет- 
рикой, что и в пространстве Е. 

Например, в метрическом пространстве В3 с метрикой 

e 2 2 2 

р: ((%1, Xe, Хз), (Уз, У», уз)) > V (x, — 91) + (X_ — Yo)” + (X3 — Ys) 

плоскость В? является метрическим подпространством, с метрикой, 
индуцированной метрикой пространства №3. Сужение функции рас- 
стояния, определенной в IR? Хх IR? на множество В? Х R?, очевидно, 
является функция 

О . ((x,, Xo, 0), (ут, Yo, 0)) > И (x, —y,) + (xX, — y)? ° 

Естественно, что окрестности в ВЗ и В? разные; отсюда разные и 
топологические свойства множеств этих пространств. 

Пустт Сс АСЁ, где Е — метрическое пространство. To, что 
G— открытое множество метрического пространства Ё, означает, что 
УхЕС ЗО0ЕВ такое, что 

© (х, NCEDSS(x, 5) с С. 

Однако множество А также является метрическим подпространством, 
а множество G — его частью. Поэтому можно говорить о свойстве MHO- 
жества С быть открытым относительно метрического пространства A. 
Для полной ясности будем говорить, что множество является откры- 
тым множеством относительно A, если УхЕС 36ЕЖК такое, что 

S(x, д А->5(х, 6) с С. 

Множество G, открытое относительно A, может не быть открытым 
относительно Е. В качестве примера рассмотрим плоскость. Ha плоско- 
сти возьмем прямую, а на прямой интервал. Тогда интервал — от- 
крытое множество относительно прямой и не является открытым от- 
носительно плоскости. 

Теорема 9. Пусть GC У < Е. Множество G открыто относитель- 
но У тогда и только тогда, когда @ = У Г] О для некоторого открыто- 
го подмножества D метрического пространства Е. 

Необходимость. Пусть С открыто относительно У. Тогда УхЕС 
36, такое, что из $ (x, 6,) < У следует включение $ (x, 5,) CG. 
Пусть $, = (YEE: p(x, у) <6,}. Множество $, является шаром 
в Ерадиуса 5, с центром в точке х; поэтому $, — открытое множество 
относительно Е. Согласно теореме 4. а), множество 

О = U S; 
ХСС 

открыто относительно E. 
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‚ Так как x€S, УхЕС, To 

Gc(DNY). (4) 

По построению ($, f) У) = С при УхЕС, так что 

(DN Y)cG. (5) 

Из (4) и (5) следует, что G=D ГП У. 
Достаточность. Пусть D — открытое множество относительно 

Е и С = р ПУ. Тогда УхЕС существует окрестность S, = р. 
Значит 5, | Ус Си, следовательно, множество С открытое относи- 
тельно У. p> 

5.2. Внутренность и внешность множества. Пусть множество A 
является частью метрического пространства E. 

Определение 1. Внутренностью множества А называется 
объединение всех открытых частей метрического пространства Е, 
содержащегося в множестве А. 

Внутрениость множества А обозначают int А '. Поскольку внутрен- 
ность множества А является объединением открытых множеств, то, 
согласно теореме 4. а), п. 5.1, int А есть открытое множество. 

Теорема 1. Множество В <- Е является внутренностью множества 
А < Е тогда и только тогда, когда оно состоит из точек множества 
Е, каждая из которых является центром хотя бы одного шара, со- 
держащегося в множестве А. 

Действительно, пусть аб В является центром некоторого шара 
S (a, 5), S (а, 6) < А. Поскольку шар $ (а, 6) — открытое множество 
(теорема I, п. 5.1); то $ (а, 6) < int A, а следовательно, и аб int A. 

Обратно, пусть a€int A. Поскольку int А — открытое множест- 
BO, TO для любой точки а Е ш{ А существует открытый шар S (а, 6) 
с центром в точке а, содержащейся в int А. > 

Например, внутренностью замкнутого шара $ (а, г) является от- 
крытый шар $ (а, г). Внутренность множества А может быть пустым 
множеством, например, пусть Е = В, А == ©. Тогда ША = @. 
Действительно, пусть а — произвольная точка множества (@). Всякий 
шар $ (а, 6) < В (интервал длины 26 с центром в точке а) содержит 
иррациональные точки, поэтому S (а, 6) Ф ©; но тогда а $ int Q 
и intQ= ©. 

Определение 2. Внешностью множества А называется 
внутренчость его дополнения, т. е. int CA. 

Внешность множества A состоит из всех точек пространства Ё, 
каждая из которых является центром шара, не пересекающегося с мно- 
жеством А. Из определения внешности множества следует, что внеш- 
ность множества А является открытым множеством. Внутренность и 
внешность множеств, очевидно, не пересекаются. 

Определение 3. Множество точек метрического пространства Е, 
не принадлежащее ни внутренности, ни внешности множества А, 
называется границей этого множества. 

1 От французского слова interieur — внутренний. 
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Например, границей замкнутого шара $ (O, г) < R® является сфе- 
ра, т. е. множество (5% = (x, х., Хз) 6 №3: м + x5 + 8 = 7°}. Гра- 
ница сегмента [а, 6] состоит из двух точек а и 6. 

Поскольку дополнением к границе является объединение двух от- 
крытых множеств (внешности и внутренности), то граница множества 
А является замкнутым множеством. Границу множества А будем обо- 
значать символами La, la, Aa, OA ит. д., причем индекс А опускаем, 
если из контекста ясно о границе какого множества‘ идет речь. 

Теорема 2. Точка а Е Е принадлежит границе Гл тогда и только 
тогда, когда любая окрестность точки а содержит как точки мно- 
жества А, так и точки дополнения СА. 

Пусть точка а Ёл и 5$ (а, 6) ее окрестность. Покажем, что 
окрестность точки а одновременно пересекается как с множеством А, 
так и с его дополнением СА. В самом деле, окрестность $ (а, 6) пересе- 
кается с множеством А, так как в противном случае она принадлежала 
бы СА и тогда точка а принадлежала бы внешности множества А. Точно 
также окрестность $ (a, 5) пересекается с СА ибо в противном случае 
она принадлежала бы множеству А, и, следовательно, точка а принад- 
лежала бы внутренности множества A. 

Обратно, если любая окрестпость $ (а, 6) точки а пересекается 
одновременно как с множеством A, так и сего дополнением CA, то она 
не содержится ни в одном из них. Но тогда точка а не принадлежит 
ни внутренности, ни внешности множества и, следовательно, принадле- 
жит Ly. № 

Внутренность, внешность и граница множества А попарно не пере- 
секаются, а. их ‘объединение совпадает с множеством ЕЁ. = 

Определение 4. Замыканием множества А называется пере- 
сечение всех замкнутых частей множества Е, содержащих А. 

Замыкание множества A обозначается A. 

Поскольку замыкание А является пересечением замкнутых мно- 
жеств, то, согласно теореме 4. 6), п. 5.1, оно замкнуто. Замыкание 
множества А — это наименьшая замкнутая часть множества E, содер- 
жащая А. Все точки замыкания являются предельными точками мно- 
жества A. 

Теорема 3. Замыкание множества А является объединением его 
внутренности и границы. 

 Замыкание A множества А является наименьшей замкнутой ча- 
стью, содержащей А. Поэтому дополнение СА мпожества А является 

наибольшей открытой частью множества Ё, содержащейся в СЛ. Дру- 

гнми словами, СА является внешностью множества А, а это означает, 

что А = [а VU ШЁА. > 
Из теорем этого параграфа следуют такие утверждения: 
1. Часть А метрического пространства Е открыта тогда и толь- 

ко тогда, когда она совпадает со ‘своей внутренностью. 
2. Часть А метрического пространства Е замкнута тогда и только 

тогда, когда она совпадает со своим замыканием. 
Возвращаясь к приведенному выше примеру: ЕЁ = В, А = ©, 
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нокажем, что LQ = К. Действительно, пусть УаЕК. Всякая окрест- 

ность S (a, 6) содержит как точки множества A, так и точки, не при- 
надлежащие A, поэтому a€ Lg. Далее, поскольку int Q@ = ©, то 

© = 16.9 в =В. 
5.3. Плотные множества. 
Определение 1. Множество А называется совершенныхл, 

если оно замкнуто и каждая его точка является предельной точкой это- 
го множества. 

Например, множество точек замкнутого шара S (a, 6) < R® или 
множество точек сегмента [а, 6] — совершенные множества. 

Определение 2. Множество А точек метрического пространства Е 
называется плотным в множестве М с Е, если каждая точка 
множества М является либо предельной `точкой множества A, либо 
принадлежит множеству А (либо и то и другое). Множество А, плот- 
ное в самом пространстве Е, называется всюду плотным. 

Например, множество рациональных чисел @ всюду плотно в В. 
Определение 3. Метрическое пространство Е называется сепа- 

рабельным, если в нем существует счетное всюду плотное мно- 
жество. 

Например, числовая прямая В является сепарабельным метри- 
ческим пространством. 

Приведем пример не сепарабельного метрического пространства. 
Пусть E = т, где т — множество всех ограниченных последова- 

тельностей 

Хх = (ат, Чо, ...у а,...}. 

Для любых двух элементов x = {а;} иу = {b,;} множества т полагаем 

p(x, у) = sup |a; — 64. 

Аксиомы метрики проверяются без труда. Следовательно, множество 7 
является метрическим пространством. 

Покажем, что метрическое пространство т не сепарабельно. 

Действительно, рассмотрим в множестве т элементы вида х = 
= {а,, а.,..., Q,..-}, где а, равно нулю или единице. Множе- 
ство всех таких элементов имеет мощность континуума (см. п. 12.3, 

гл. 1). Если x= {a,, а»... аъ...) Y = (dy, dy 0.0, в... = 
два разных элемента, то p(x, у) = зир| а; —6:| =1. Если бы в 

пространстве т существовало счетное всюду плотное множество 
ту = (х1, Х.,..., Хи...» ТО поскольку УхЕт Эх. Еть:р (х, х,) < 

<, то все пространство m. содержалось бы целиком в шаре 

| 
5 (Xn 3 

множество континуума, то хотя бы один шар содержит более чем 

), пЕ\№. Tak как шаров счетное множество, а элементов X 

один элемент вида х. Но это невозможно, так как расстояние между 
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двумя такими элементами равно единице, в то время как диаметр шара 
меньше единицы. 

Определение 4. Множество A метрического пространства Е на- 
зывается нигде не плотным, если в любом шаре $ (а, К) = Е 35 (6, 7), 
S (6, r) < S (a, R), не содержащий ни одной точки множества А. 

Например, множество № является нигде не плотным в В. 
5.4. Компактные множества. 
Определение 1. Открытым покрытием множества А 

в метрическом пространстве Е называется семейство {Go} открытых 
подмножеств пространства Е, объединение которых содержит мно- 
жество А. 

Определение 2. Подмножество К метрического пространства Е 
называется компактным, если из любого открытого покрытия 
множества К можно выделить конечное подпокрытие. 

Другими словами, если {Ga} — открытое покрытие множества 
К, то существует конечное число таких множеств Са, Са, ..., Ga,» 

что Кс U Ga,. 
i=1 

Из определения вытекает, что каждое конечное множество KOM- 
пактно. 

Из примера, приведенного в предыдущем пункте, следует, что если 
Ос АСЕ, то множество С может быть открытым относительно А, 
не будучи таковым относительно объемлющего его пространства E. 

Пустт K CA CE, где Е метрическое пространство; ясно, что 
тогда А можно рассматривать как самостоятельное метрическое про- 
странетво с ‘метрикой, индуцированной- ‘метрикой- пространства E. 
Тогда, как будет установлено ниже, свойство компактности множе- 
ства К в пространствах А и Е совпадает. 

Теорема 1. Пусть K АСЕ. Множество К компактно относи- 
тельно Е тогда и только тогда, когда оно компактно относительно А. 

$ Пусть множество К компактно относительно Е, а {Va} — такое 
семейство множеств, открытых относительно A, что К < f) Vg. По 

a 

теореме 5, п. 5.1, Wa 4D, открытое относительно FE, что Vg = 
= А [| Бо. Так как К компактно относительно Е, то существует KO- 
нечная система множеств Да, Dag,, ..., Ра, покрывающая К, т. е. 

Ke U Da, (1) 
=I 

Из включений К < А и (1) вытекает, что 

п 

Kc у Уз. (2) 

Этим самым доказали, что К компактно относительно А. 
Пусть теперь К компактно относительно A, а {Dg} — семейство 

открытых множеств пространства Ё, покрывающее К. Положим Vg = 
= А П Dg. По теореме 5, п. 5.1, множества Vo открыты относитель- 
но А. Так как по предположению мпожество К компактно относитель- 
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но A, то существует такая конечная система Vg, Vo, ..., Va, множеств, 
открытых относительно А, что справедливо включение (2). Из (2) и 
того, что Vgc Dg, следует (1), т. е. К компактно относительно А. №» 

Теорема 2. Компактное подмножество К’метрического простран- 
ства Е замкнуто. 

Пусть x — произвольная точка метрического пространства E, не 
принадлежащая К. Достаточно показать, что она является внутрен- 
ней точкой множества СК; тогда СК открыто и, следовательно, 
К замкнуто. 

Для произвольной точки y€ K строим две окрестности У, (x, г) 

и S(y, г) радиуса r<sz РС, у). Ясно, что Kc Ц э (и, г). По- 
y€K 

скольку К компактно, то существует конечное число таких точек 

ул, Yor e+) ЕК, Что К CU $ (у, г) = $. Обозначим У = ПУ, (x, 
i=1 i=! 

г). Множество У является окрестностью точки х и так как И, (x, 
r) NV S(y, Р = ©, то У П SHO. Следовательно, У < СК; т.е. x — 
внутренняя точка множества СК. №» 

Теорема 3. Замкнутые подмножества компактных множеств ком- 
пактны. 
q Пусть Р.= Кс Ё, где Е — замкнуто относительно Е, а K— ком- 
пактно. 

Если {Ус} — открытое покрытие множества F, то семейство {VQ} 
вместе с CF покрывает К, т. е. К < (|) Ve) U СЁ =. А так как К 

a 

компактно, то существует конечное подсемейство Ф < @, покрываю- 
mee А, а значит, и F. Если CF = Ф, то, поскольку CF f) F = ©, 
можем исключить его из Ф. В результате получим конечное подсемей- 
ство открытых множеств из {У}, покрывающее F. Таким образом, 
Е компактно. № 

Теорема 4. Если {Ka} — семейство компактных подмножеств мет- 
рического пространства Е, то множество [| Ка непусто, если не- 

a 

пусто пересечение любого конечного подсемейства из {Ко}. 
Предположим противоположное, т. е. что [| Ка= @. Тогда су- 

а 

ществует множество Кв, в котором нет точки, ппинадлежащей всем 
множествам Ко. Обозначим Go = СА. Согласно предположению, 
Квд: ГП Ka, но тогда (см. равенства (8), п. 1.2, гл. I) 

a 

КвЕСП Ка = Ц CKa= U Ga. 

А так как Кв компактно, то найдется конечное подсемейство Са, 

Со, +--+, Са, ЧТО Kg |) Ge. Но тогда (см. равенства (8), 
п i=1 t 

п. 1. 2, ra. 1) Ke&C U Ga, =CU CKa,= П CCKa,= 1 Кыи 
{=1 é i= i=l { ‘



пересечение 

Kp f\ Ka, Й... П Ka, 

пусто, что противоречит условию теоремы. д» 
Теорема 5. Всякое бесконечное множество Е компактного множе- 

ства К имеет предельную точку, принадлежащую К. 
< Если множество К не содержит предельной точки множества F, 
то УхЕК Jré€R, что окрестность $ (x, г) содержит не более 
одной точки множества F, а именно точку x, если x € F. Ясно, что 
Кс |) $ (х, г) и что никакое конечное подсемейство семейства 

хЕК 

{S (x, r)} не покрывает F, а поскольку F < К, то не покрывает и К. 
А это противоречит компактности множества К. p> 

Теорема 6. Любой т-мерный сегмент компактный. 
ня 

< Пусть J = (4% 6 К": 0; < х <5, t=1, т}. Положим 6 = 
т 1 _ 

= (y (b; — ay} ‚ тогда |х —у|<6 Va, уС9. 
i=1 
Предположим, вопреки утверждению, что существует открытое 

покрытие {Gy} множества J, не содержащее конечного подпокрытия. 
Каждый из сегментов [а,, 6,| разделим пополам. В результате сегмент 
J разделится на 2” т-мерных сегмента J;. Обозначим через J, тот из 

т-мерных сегментов d;, { = 1, 2”, который не может быть покрыт 
никаким конечным подсемейством семейства {Gy}. Такой т-мерный 
сегмент существует, так как в противном случае весь т-мерный сег- 
мент J допускал бы конечное покрытие. После этого разобъем т-мер- 

ный сегмент J, ит. д. 
Неограниченно продолжая этот процесс, получим последователь- 

ность таких сегментов {9,}, что: 
а) 9>9,>...29,>...; 

6) J,, пС№, не покрывается никакой конечной подсистемой се- 
мейства {Gy}; 

в) ja —y|<27"6. 
Из а) и в) следует, что существует точка & = I, принадлежащая 

всем сегментам 9,„, пе №. При некотором и имеем &€ Gy. Так как 
Gy открыто, то Jr€R такое, что если |х —§| <г, TO LE Gy. Выбе- 

рем п так, чтобы 2—"6 <г. Тогда из в) следует, что Я „<= Gy, а это 
противоречит 6). p> 

Теорема 7. Следующие свойства множества К < В” эквивалентны: 
а) К ограничено и замкнуто; 
6) К компактно; 
в) каждое бесконечное подмножество множества К имеет предель- 

ную точку, принадлежащую К. 

q Если а) выполнено, то существует такой т-мерный сегмент J, что 

К = 9. Тогда условие 6) следует из теорем 6 и 3. На основании тео- 
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ремы 5 условие в) вытекает из условия 6). Остается доказать, что 
из в) следует а). 

Предположим, что множество К не ограничено и при этом вы- 
полняется условие в). Тогда Упс № 3%,ЕК такое, что |х„|>п, 
пе №. Множество {z,} бесконечно и не имеет предельных точек 

т 
в К ‚а тем самым и в К, что противоречит в). Следовательно, мно- 
жество К ограничено. Если же К не замкнуто, то существует точ- 

ка 2. ЕК”, являющаяся предельной точкой множества К и не при- 

надлежащая К. Тогда Упс № 3ж,ЕК такое, что 2,€S [2 = 

В результате получим бесконечное множество {х„} с предельной точ- 

кой ЕВ, %@К. Покажем, что в В” нет других предельных то- 

чек множества (х„}. В самом деле, еслн WHER”, х=2х то IN, 
такое, что Уп >> п, справедлива цепочка неравенств 

| | 
| ©, — 212212 —2| — |2, — %|> |2 —2| — — >| — aI. 

Эти неравенства показывают, что х не является предельной точкой 
множества (т„}, вопреки условию в). Следовательно, К’ замкнуто. № 

Утверждение об эквивалентности свойств а) и 6) известно под на- 
званием теоремы Гейне — Бореля. Поскольку теорема Гейне — Бо- 
реля имеет самостоятельное применение, то приведем ее полную фор- 
мулировку. 

Теорема 8 (Гейне — Бореля). Если система S = S (А) om- 
крытых множеств А покрывает ограниченное замкнутое множест- 
во D, то из этой системы можно выделить конечную систему 

А, Д,,..., Ди..., 
также покрывающую О. 

5.5. Связные множества. Интуитивно ясно, что некоторые метри- 
ческие пространства можно рассматривать как нечто сплошное, це- 

noe. Например, шар в В” или иптервал в К. В то же время существу- 
ют метрические пространства, состоящие из различных множеств; 

например, два непересекающихся шара в В” или два интервала в В 
без общих точек. 

Определение 1. Метрическое пространство Е называется связ- 
ны м, если его невозможно разбить на две непересекающие откры- 
тые части, или, что то же самое, на две непересекающиеся замкнутые 
части, или, иначе, если в Е не существует одновременно открытых и 
замкнутых подмножеств, кроме самого пространства Е и его пустого 
множества OG. 

Эти определения эквивалентны, так как дополнение открытого 
множества замкнуто, а дополнение замкнутого множества открыто. 

Свойство связности множества является внутренним свойством 
самого метрического пространства и не зависит от объемлющего его 
пространства. Однако считают, что О является связной частью ЕЁ, если 
О, рассматриваемое как самостоятельное метрическое пространство 
с индуцированной метрикой, связно. 
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Теорема. Часть Е расширенной действительной прямой В связна 
тогда и только тогда, когда она является интервалом, полуинтерва- 
лом или сегментом. 
<q Необходимость. Пусть Е < В и E связно, ахиу — любые различ- 
ные точки множества Ё. Покажем, что сегмент [х, у] < Е. Если бы 
это было не так, то существовала бы точка г Е Ja, bl 2 6 E. В этом 

случае открытые в IR множества |— оо, 2[ и Jz, + ool, пересекаясь с E, 
делили бы E на два открытых непересекающих множества, а значит, 
Е не было бы связным. Следовательно, [х, у| < Е. Обозначим а = 
= sup E, b = inf E. Тогда, как только что убедились, множество Е 
совпадает с одним из четырех множеств: 

[а, 6], [а, b[, Ja, 5], Ja, Of. 
Достаточность. Пусть множество Е является одним Из множеств 

[a, 5], [а, b[, Ja, 6], Ja, Of. 
Пусть, далее, A — некоторое непустое подмножество множества E, 
одновременно открытое н замкнутое в Е. Для доказательства связнос- 
ти достаточно показать, что А = E. 

Пусть с — некоторая точка множества А. Обозначим Н = {x€ E: [6, 

x] А}, у = зир Нв В. Для произвольного y’, удовлетворяющего усло- 
вию с <p < ЭЗхЕН такое, что у’ < x < т. Следовательно, у’ € Аи [с, 
у] = A. Поскольку А замкнуто, то yE€A и [с, y] < А, кроме случая, 
когда y= фи 66Е. Если же у<Ь, то в силу того, что А открыто, 
существовал бы такой элемент y” > у, что [%, у"] < А, а следователь- 
но, [с, |] < A uy’ EH, что противоречит определению числа ут. 
Поэтому y =, [с, 6] CA и, кроме того, DEA, если DEE. 

Повторяя аналогичные рассуждения для точки а, лежащей слева 
от с, получим, что Ja, с] CA иаЕА, если аЕЁ. 

Таким образом, получаем, что А = E и, следовательно, Е связ- 
HO. № 

Определение 2. Открытое связное множество называется O06 - 
ластью. 

Определение 3. Область вместе со своей границей называется зам- 
кнутой областью. 

$ 6. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ 

6.1. Определение предела функции одной переменной. Первона- 
чальное понятие функции и связанные с ним другие понятия рассмот- 
рены в предыдущих параграфах. В $ 4 рассмотрена операция 
предельного перехода в множествах последовательностей, т. е.в множе- 
ствах функций вида № > Е: n+ex,, где Е — метрическое или вектор- 

ное нормированное пространство, например, В, В” или WM. Незави- 
симым переменным при этом являлось натуральное число. 

Однако на практике кроме функций натурального аргумента встре- 
чаются функции, аргументы которых изменяются в связных множе- 
ствах. Например, в простейшем случае это может быть интервал изме- 
нения времени, пройденного пути, перепад температуры и т. д. 
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Распространим одну из основных операций математического ана- 
лиза, а именно — операцию предельного перехода на случай функ- 
ций, аргументы которых принадлежат множеству более сложной при- 
роды, чем множество натуральных чисел. 

Пусть J = Ja, bf — интервал числовой прямой, конечный или 
бесконечный, а функция f определена в каждой точке J, за исключе- 
нием разве что точки № ЕЯ, т.е. |}: 9 -> В или [: (9 \ {ж}) — В. 
Этим подчеркнем, что в дальнейшем нас не будет интересовать, опре- 
делена ли функция ] в точке х, или нет. Однако точка Xp будет являть- 
ся предельной точкой интервала J. Это значит, что всегда можно 
бесконечным числом способов выделить последовательность (х„} точек 
интервала J, отличных OT хо, и сходящуюся при п - oo к точке xX, 
(теорема п. 4.7). 

Определение 1 (Гейне). Функция [ имеет предельное значение 
(или имеет предел) при xX — хо (или в точке ху), если существует та- 
кое число А Е В, что для произвольной последовательности {x,} зна- 
чений ХЕЯ \ {xo} таких, что 

хи > хо При пою, (1) 

соответствующая последовательность значений функции сходится к 
А, т. е. 

f (x,) — А при п о. (2) 

При этом число А называется пределом (или предельным значением) 
функции } при x — ху (или в точке хо), что записываем следующим 
образом: 

lim f (x) = А или f(x) >A при х— Xp. 
XX 

Определение 2 (Коши). Функция [имеет предел при x —> Xo, если 
существует число АЕВи Ver>O 36=6(=) >0 такое, что 
V x, удовлетворяющих условию 

0<|[х—ж |< 6, (3) 

выполняется неравенство 

[f (x) — А] <e. (4) 
Это же определение можно записать короче: функция | при x —> Xo 

имеет предел, если 

ЗАВ Л У=->0 35>0:0<|х—ж|<6 olf (x) —Al<e. 

Покажем, что сформулированные определения эквивалентны. 
Теорема. Определения 1 и 2 предельного значения функции экви- 

валентны. 
<q Сначала покажем, что если число А является предельным значением 
функции f в смысле определения 2, то оно является предельным значе- 
нием [и в смысле определения |. Пусть выполнены условия определе- 
ния 9 и для заданного = > 0 указано такое число 6, что из условия (3) 
вытекает неравенство (4). 

Выделим произвольную последовательность (х„} значений ХЕ 
CI \ {xo}, сходящуюся к точке Xo. Это возможно, так как Xy — 
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предельная точка множества 9. Далее, выберем ny такое, что У п >> Ny 
имеем 0 < |x, — № |< 8; тогда для этих значений п, согласно 
определению 2, || (x,) — А |<, т. е. ] (х„) — А при п — о для 
любой последовательности (х„}, х, ЕЯ \ {xo}, сходящейся при 
п — со к точке хо. Таким образом, если функция / имеет предельное 
значение в смысле определения 2, то она имеет это же предельное зна- 
чение и в смысле определения |. 

Покажем теперь, что если число А является предельным значением 
функции { в смысле определения 1, то это же число является предель- 
ным значением } и в смысле определения 2. Для доказательства пред- 
положим обратное, т. е. что число А является предельным значением 
функции | в смысле Гейне (определение |) и не является таковым в смыс- 
ле Коши (определение 2). В этом случае 

Je>0 Vb>0:0<|x—x,| <b >lf(x)—AlBe. 

Пусть {65,} — произвольная последовательность положительных 
чисел, сходящаяся при п -— со к нулю. Согласно предположению, 
Vn 4x,€9 \ {Xo} такое, что 

0<|x,— ж| < 8,, (5) 

причем X, удовлетворяет неравенству 

|f (%n) — Al Be. (6) 
Из неравенства (5) вытекает, что х„—х, при n—-oo. Тогда, со- 
гласно определению 1, }(х„) —= А при п-— oo, что противоречит нера- 
венству (6). > 

Пример 1. Показать, что функция f : x +» x? при x -+ 2 имеет своим предельным 
значением число 4. 

Пусть г > 0 — произвольно. Тогда неравенство 

|f (x) —4] = 1х — 4 = | (x — 2) + 4(х— 2) | <]x—2P 4х — 2] <e 
выполняется для всех х, удовлетворяющих условию 

O<|x—2/< V4+e—2=6. 

Итак, для произвольного & > 0 указали число 6 = V4 -+-e@—2 такое, что из усло- 

вия 0< | х—2| < 6 вытекает неравенство | х? —4|< в. А это, согласно опреде- 
лению 2, равносильно тому, что lim x? = 4, 

х-2 

Пример 2. Показать, что функции x +> т ‚ xe cos — ‚ xE RX {0}, не 

имеют предельных значений при x - 0. 
Действительно, последовательности 

| 2 
хи = —— ии = пЕМ, пл ИЯ Иа TE 

сходятся к нулю при п -» со и тем самым они удовлетворяют условию (1). Однако 
при Л -> со для последовательности {хи} 

sin = sinnn =0 > 0, 
n 

а для последовательности {ип} 

sin 
_ (п \ 

= sin (J+ ми) = 1 |. 
п 
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| ._ | | 
Таким образом, для функции x + sin = не выполнено соотношение (2) и, сле- 

довательно, она не имеет предельного значения при x - 0. 

Если рассмотреть функцию х => COS — › ТО для последовательности {Xn}, сходя- 

щейся к нулю, соответствующая последовательность значений функций 

cos = cos nn = (— 1)” 
п 

вовсе не имеет предельного значения при N +> OO, 

6.2. Односторонние пределы. 
Определение 1 (Гейне). Если существует А Е В такое, что 

для произвольной последовательности {х„} значений x Е la, хо (x € 
Е хо, DL), сходящейся к точке xX), соответствующая последовательность 
{f(x,)} значений | сходится к A, то число А называется пределом 
слева (справа) или левым (правым) предельным 
значением функции | в точке Xp. 

Определение 2 (Коши). Функция | имеет в точке x предел 
слева (справа), если ЗАЕВ и Ve>O 36>0(36 > 
> 0) такое, что У x, удовлетворяющих условию 

| х—6б<х<м (<х<ж+6,, 

выполняется неравенство 

1) —Al<e. 
Число А называется левым (правым) пределом (или левым, соот- 

ветственно, правым предельным значением) функции ] в точке х, и обо- 
значается 

К — 0) (Ff (%-- 0)) или lim f(x) (lim f(x). 
х-х.—0 хх +0 

Определения | и 2 эквивалентны, что доказывается так же, как 
и теорема пункта 6.1. 

Теорема. Функция f: J \ {xo} — В имеет предел в точке x) тогда 
и только тогда, когда в этой точке существуют и равны между собой 
ее левый и правый пределы. 

Для доказательства будем пользоваться определениями пределов 
по Коши. 

Пусть lim f(x) = A, тогда, согласно определению 2, п. 6.1, VWe> 
XX 

>0 46 такое, что V x, удовлетворяющих условию 0 < | x— х, | < 6, 
выполняется неравенство |f (x) —А|<е. Отсюда следует, что это 
же неравенство будет выполняться, если х удовлетворяет только 
одному из неравенств х —6<х<ж или XH<x<x,+6. А это 
равносильно тому, что существуют пределы слева и справа, причем 

А = f (хо — 0) =f (xo + 0). 
Пусть теперь существуют пределы [(х, —0), f(%) +0) и 1 (% — 

— 0) =} (5х, - 0) = 4. Тогда Ve>0 36,, 6, такие, что неравенство 
|f(x) —A|<e будет выполняться Ух, удовлетворяющих соответ- 
ствующим неравенствам № — 6 <х<х и х<х<ж- 0». Если 
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0< |х—х|< 6 = min {6,, 5}, то оба последних неравенства будут 
выполнены. Тогда 

| (%) — Рю —0)| <=, Р-Р 0) |< в, 
и так как левый и правый пределы равны, т.е. f (х, — 0) = f (x + 0), 
то для их общего значения А выполняется неравенство |} (x) — А | < 
< :. № 

В качестве примера рассмотрим функцию [: В — Z, определен- 
ную равенством f (x) = [x], где [x] — целая часть x, равная наиболь- 
шему целому числу, не превосходящему х. Покажем, что в любой точ- 
ке x € К существуют пределы слева и справа. 

Пусть сначала ж 6] п, п + 1[, n€ Z. Тогда 36,, 6. >> 0 такие, что 
п<х, — 61, х- 6. <п-1. Поэтому [(х) =п УхЕ] x,—§,, х[и 
У хЕ] хо, хо + 6.[. Следовательно, f(x)» — 0) = f(x) + 0) = 2. 

Пусть теперь х, = п. Выберем произвольное = >0 и возьмем 
6Е10, 1[. Eomx,=n<x<x,+ 6, то} (х) = пир (ху - 0) = п; если 
же х—б<х<х=п, To f(x)=n—I1 и, следовательно, [(х. — 
— 0) =лп— 1. 

Таким образом, для У х, Е К пределы слева и справа всегда су- 
ществуют, причем для XE Jn, n+1[, ПЕД, эти пределы совпада- 
ют, а JIA X) = п они различны. 

Пусть f: В >В (или f: ja, + < [> В, или }:] — со, b[ >R). Да- 
дим определение предела функции при х- oo (х-— -{ 00, x > — 00), 

Определение 3. Функция f имеет предел при x > со (х-— +00, х— 
— —oo), сли JAER такое, что выполнено одно из следующих эк- 
вивалентных условий: 

1) для произвольной числовой последовательности {х„} значений x 
из области определения функции, сходящейся к со (+00, —oo), соотве- 
тствующая последовательность значений функции {f (x,)} сходится 
к числу А (определение Гейне); 

2) Оля произвольного & >0 ЗА >00 такое, что V x, удовле- 
творяющих неравенству | х | > А (x > A, х< —A), выполняется не- 
равенство || (x) — А| <: (определение Коши). 

При этом запишем 

limf (х) = А (lim f(x) =A, lim f(x) = A). 
Х- со х-—--оо X->—00 

Дадим теперь определение предела функции в несобственном смыс- 
ле, другими словами, определим, как следует понимать записи: 

lim f(x) = 00, limf(x) = + 00, limf (x) = — © 
х-хо х-хо XX, 

или, что TO же самое, 

| (х) — сю, [(х)—- оо, f(x) > — © при x > XxX. 

Определение 4. Функция | имеет предел со (+00, —со) при х— 
— Xo, если выполнено одно из эквивалентных условий: 

1) для произвольной числовой последовательности {x,} значений x 
из области определения функции, сходящейся к хо, соответствующая 
последовательность {| (х„)} значений функции сходится к со (-+00, 
— 00) (определение Гейне); 
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Е |F SD 

Найти другой способ 
доказательства 
неравенств B 
2Zsinz< 2x < 2х. Puc. 12 

2) для произвольного Е >0 —36>0 такое, что Vx, удовле- 
творяющих условию 0 < |x — ж | < 6 выполняется неравенство 

[А (х) [Е С®>Е, f(x) <—E) 
(определение Коши). 

6.3. Замечательные пределы. Рассмотрим сейчас два предела, иг- 
рающие важную роль в теории дифференцирования. 

sin x 
1. Покажем, что’ функция X == хЕВ\ {0}, имеет предел 

при x — 0 и вычислим его. 
С этой целью рассмотрим единичный круг (рис. 12). Через x 0603Ha- 

чим радианную меру угла AOD. Torga | AE | = sin x, | АБ | = tg x 

AF =x, 0 <х<5. Длина хорды АВ меньше длины дуги AFB, а 

длина этой дуги меньше длины ломаной ADB. Поэтому 

2зшх< 2х < 2х. 

Разделив все части этого неравенства на 2sin x, получим 

] 
1< Sing “cosy? 

ИЛИ 

cos x < SH < |. 

Отсюда 

01—11 

Пусть # > 0 — произвольное. Из последних неравенств и полу: 
. IU 

ченного ранее соотношения зп х<х для OS K< “9 Получаем нера- 

венство 

sin x_ x x x3 
|! — <|1 —<0$х| < 211? > <a <,, 

справедливое для О<х—< И =6, а это означает, что 
. sin x 

li =]. 
x0 
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sin x . Sin (—x sin x 
А поскольку lim ——— = lim < ] — =], то 

х-—0 x x++0 —*x х- +0 

lim SOX — | 
x0 x ( ) 

2. Покажем, что вторым замечательным пределом есть предел 
1 

lim (1 + x)” =e. (2) 
x0 

Для этого воспользуемся определением предела по Гейне. Пусть 
{x,} произвольная числовая последовательность, сходящаяся к нулю 
при Ё —> со и такая, что 05 < 0 VREN. Torna VREN Эм» Е№М 

такое, что ———- Г << - —.А тогда справедливо неравенство 

| 

| Np х, |1 \",Н 

| п 

Поскольку последовательность ((1 +4) при л —> со имеет своим 

пределом число е, то согласно теореме 1, п. 4.8, любая ее подпоследо- 
вательность также имеет своим пределом число е. Поэтому на основании 
теоремы 2, п. 4.2, имеем 

п (1 + ied yer 

(+ г)“ = ии 
г 

( + ==“ =(1 +=) (1 + =—)-е 

при А-> со. Тогда из (3) и теоремы 2, п. 4.2, вытекает, что Ит (1 + 
ker со 

| 

+ x,)"* = e, а так как {x,} произвольная последовательность поло- 
жительных чисел, сходящаяся к 0, то 

lim (1+ x)* = 
x—++0 

Далее 
1 _1 

lim (1 + x)* = lim (l1— x) * 
x+~—0 x++0 

и 
1 1х aaa (14 Ee) (4 ep) oe 0 

т. е. при x — —0 имеем 
1 

lim (1 + x)* = 
x>—0 

а значит, справедливо (2). 
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6.4. Правила предельного перехода. 
Теорема 1. Пусть числовые функции | и в определены на ja, 

bl \ {xo} и имеют конечные пределы 

limf(x)= A, limg(x) = В. 
х-> хо х->хо 

Тогда функции 

eee f(x) + a(x), x 8, xm LE 809 
также имеют конечные пределы, причем 

lim (f(x) + g(x) = А-В, 

lim f(x) > g(x) =А. В, (1) 
Xr Xo 

п (x) _ A iim g(x) = `В (если В=20). 

{ Для доказательства воспользуемся определением предела функции 
по Гейне. Пусть {x,} — произвольная последовательность значений 
x, € la, Ol \ {Xo}, сходящаяся к точке X). Поскольку последователь- 
ности {f (x,)} и {9 (x,)} сходятся соответственно к пределам А и В, 
то, согласно теореме 2, п. 4.2, справедливы соотношения 

lim (F (%n) + & (%n)) = A+ В, lim f (Xp) & (%n) = AB, 

sa 1 (Xn) —_ A 

tim a, BS 

В силу произвольности последовательности {х„} равенства (1) спра- 
ведливы. > 

Следствие. //остоянный множитель можно выносить за знак пре- 
дела, т. е. 

lim Cf (x) = C lim f (x). 
X—->X_ XX, 

Определение 1. Функция f: 1а, bl — В называется o2panu - 
ченной сверху (снизи), если множество ее значений {f (х)} 
У хе ]а, bl ограничено сверху (снизу). 

Если функция } ограничена сверху и снизу, то она называется 
ограниченной. 

Теорема 2. Пусть функция |: la, bl \ {xo} — В имеет конечный 
предел А при x > ж. Тогда 36 такое, что при O<|x—x|< 6 
функция | ограничена. 
<q Пусть произвольное & >> 0 задано; тогда Jb >0:А — < 
<|!(х) < А-+е при 9<|х—х|< 6. 

Теорема 3. Если числовые функции | и в определены на множестве 
Ja, bl \ {xo}, причем в ограничена на этом множестве, а | (x) > 0 
при Xx —> Xo, mo 

lim f (x) g (x) = 0. 
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4 Пусть произвольное & > 0 задано и [g(x)|<M (М > 0) 
VxE€la, bf \ {x}. Поскольку f(x) —0 при х->х, то 36 >0 
такое, что 

If (%) | < + при О<|х— |< 6. 

Тогда для этих значений х 

РЕ = ГО 18 9 |<-( М =. > 

Например, функция g(x) = sin — ‚ ER \ {0}, ограничена чис- 

лом 1, а функция f(x) =х, хЕВ, стремится к 0 при х>0. По- 
этому 

lim f (x) g (x) = lim x sin ~ =0. 
x+0 x+9 x 

Определение 2. Функция |: ja, bl > В, где a и b — числа или соот- 
ветственно символы —со, +0, называется неубывающей 
(невозрастающей), если Ух уЕ|а, М Ax<y 

[(х Ни в®>2[НУ). (2) 
Если функция | неубывающая (невозрастающая) на интервале 

la, bl, то записываем ff на Ja, Ol (| Ha la, b{). Аналогично опреде- 
ляется неубывающая (невозрастающая) функция Ha сегменте la, 6]. 

Неубывающие и невозрастающие функции объединяются общим 
названием — монотонные функици. 

Если в неравенстве (2) выполняется строгое неравенство, т. е. 
Vx, ус ]а, b[\x<y 

Fixnh=<fly) FM>fF y)), 

то функция } называется возрастающей (убывающей), или строго моно- 
тонно возрастающей (строго монотонно убывающей). Такие функции 
называются строго монотонными. 

Теорема 4. Неубывающая (невозрастающая) на ja, bl функция | 
в случае ее ограниченности сверху (снизу) имеет при x + b — 0 ко- 
нечный предел; в противном случае она стремится к {оо (—oo). 

Пусть, например, ft на Ja, Ы. Если она ограничена сверху, то мно- 
жество ее значений имеет верхнюю грань A. Из свойств точной верх- 
ней грани следует, что У& > 0 Эх € la, bl такое, что 

A—e<f (%) <A. 

В силу монотонности функции f для х<х<Ь имеем неравенства 
A—e<f(x)< А. Отсюда |f (x) —Al<e при 6-6 <х<Ь, 
где 6 = b — x,. Следовательно, 

3 lim f (x) = A = sup f (x). 
x+>b—0 а<х<Ь 

Если же ff на ja, В не является ограниченной, то УЁ>0 
3% 6 Ja, В такое, что [(х,) > Е. Тогда в силу монотонности { при 
р—6б<х<Ь имеем }(х) > Е, т.е. f(x) > -- © при х->6— 0. DP 
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Теорема 5. Пусть функции 

2: а, Ис, di, |: 16, 4 {yo} — В 
имеют пределы 

lim g (X) = Yo, lim f(y) = A, 

причем ЗА>0:| 5 (х) — ш|>0 при O<|x—x|< A. Тогда 

lim f(g (x)) = А. (3) 

По условию Ve>0 Jo > 0 такое, что 

ИУ —Al<e. (4) 
при 

О0<у—и|< о. (5) 

Далее, Ус > 0, в том числе и для только что указанного, 36, 
0 < 6 < A, такое, что 

0—< [2 (х) —%|< о 
при 

0<|х—ж|< 65. (6) 

Если принять во внимание неравенства (4) и (5), то предпоследнее не- 
равенство влечет за собой выполнение неравенства |] (g (х)) — А | < 
< а, что вместе с (6) равносильно (3). №» 

Пример 1. Пусть функция / : ® + R равна 1 при х 4 0 и f (0) = 0. Показать, 
что функция g:R \ {0} - R, определенная равенством 

| р 
—, если Хх = — , где р, д — целые взаимно-простые числа, 

g(x)=4 9 q Pq р 
0, если х — иррационально 

имеет предел, равный нулю при x -> 0, а сложная функция xX+ef (6 (х)) не имеет 
предела при х - 0. 

Очевидно, | (и) > | при у > 0. Покажем, что g(x) > 0 при x > 0. 
В самом деле, пусть {Zp} — произвольная последовательность действительных 

чисел, сходящаяся к нулю при # > со, а г, = x,,n € № — ее подпоследовательность, 
п 

образованная из рациональных членов, т, е. хи = Е — , где Par In — целые вза 
п 

Рп 
g 

In 

Тогда |g,|2 со при П -> со. Чтобы в этом убедиться, рассмотрим произвольную 
последовательность положительных чисел {2„}, сходящуюся к нулю и такую, что 
| Pn | Зет. e. | рп | 

In € n n 

следует, что |g, | > --oo при П — со. А тогда, согласно (7), limg (x) = 0. 
х-—0 

имно-простые числа. Тогда 
] 

| & (2%) | < 
~ Taal” (7) 

< | 9п |. Отсюда, ввиду того что | < | ри, а = > со, 

Теперь покажем, что функция хн-] (g(x)) не имеет предела при x > 0. 

. | 2 
Действительно, последовательности X,_ = и x, = т EN, при п->со 
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стремятся к нулю, а соответствующие последовательности значений функций 

2 (ea ))= (7, 
В этом примере нарушено условие теоремы 5, что g (x) == 0 в некоторой окрест- 

ности точки X= 0 

} —= 0, п М, имеют различные пределы. 

Пример 2. Пусть f(y) =(-и’” ‚УСК \ {0}, g(x) = sins, 0< [41 < > 

Показать, что т f (g (х)) =e. 
x0 

Здесь f (y) > e при y > 0, g(x) — 0 при x > 0 и| g(x)|>0, когда O<|[xI/< 

< >. Поэтому, согласно теореме 5, lim (в (х)) =e. 
X= 

6.5. Символы МЛандау. Эквивалентные функции. Пусть x, СВ, 
а В = {X, У, 2, ...} — семейство всех интервалов пространства В, 
которые либо все содержат точку ху, как внутреннюю, либо все OHH 
имеют точку Xo своим концом только левым или только правым для 
всех интервалов множества В. Тогда VXEBAVYEBSX f 
NYEB,XCBALZCXDSZEB. 

Пусть F = {f, g, №, К, ...} — семейство числовых функций, обла- 
дающих одним из следующих свойств: 

1) для произвольной функции [ЕЁ в множестве В существует 
содержащий точку хо интервал Х, на котором функция / определена, 
кроме, быть может, самой точки ху; 

2) для произвольной функции [ЕЁ в множестве В существует 
интервал, имеющий своим концом точку хо, на котором / определена. 

Определение 1. Если предельное значение функции | при x — хо рав- 
HO нулю, то она называется бесконечно малой NPUX—> Xp. 

Если функция | при x — х имеет бесконечный предел, то она на- 
зывается бесконечно большой при x —> Xp. 

Определение 2, Если для функций |, ВЕЕР, |: Х- В, в: У- В, 
существует интервал ZZ < Х [|] УЕВ, ХЕВ, У ЕВ, и такое конечное 
число А > 0, чтоУхЕЙ, кроме, быть может, самой точки хо, выпол- 
няется неравенство 

lg (x) |< Alf (x), 
то записываем 

g = Off) 
при X —> Xp. 

Функции [Ги g называются функциями одного порядка, если в = 
= ОП и[!=О(@) при x ж 

Если У >032 = X П УЕВ такое, что УхЕ Z, кроме, быть 
может, самой точки х,, выполняется неравенство 

lg (x)|<elf (|, 
то записываем 

g =0(7) 
при х-— Xp. 
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При этом в случае g (x) > 0, f (x) — O npn x > 0 считаем, что функ- 
ция @ бесконечно малая более высокого порядка, чем [; если же g (xX) > 
— oo, | (x) — со прих -> хо, то считаем, что бесконечно большая функ- 
ция © имеет порядок роста ниже, чем f. 

Символы Ои о называются символами „Тандац. 
Отметим, что если З2ЕВ такое, что WE ZX {xy} [(х)=20, то 

запись g = О (Г) при х- ху означает, что отношение a ограничено 

при x€Z\ {xo}; а запись g =o(f) — что aa —0 при x> Xx. 

Рассмотрим основные свойства символов Ландау. 

1°. Пусть h = 0 (5) и g =O(f), h, В ЕЁ, тогда 326 В и ЗА, СЕВ 
такие, что Wx EZ\ {x5} ; 

А (ха Л 180) 5 С) |; 
отсюда |й (х)| < AC|f(x)|, т. е. = O(f) при x—> xp. 

Далее, если h = О (2) и g =O(f), поэтому h =0(0(])) и, следо- 
вате льно, при х-> № 

O (f) =0(0 (7). 
2°. Пусть h=O(f), Е=0О(5), тогда 30ЕВ и ЗА, CER такие, 

что на 2 \ {Xo} 

A(X) SATII ALE) 168). 
Отсюда |[h(x)Rk(x)|<AC|f (x) g(x)|, т. е. AkR=O(fg) и при x—> 
— X) имеем 

O (РО (g) =О0 (fg). 

3°. Для произвольных А, Е В, f € при x > x% 

O (Af) = |4| 0 (f) = O(/). 

4 В самом деле, пусть g = О (Af), тогда 32 Е В и ЗАЕВ такие, 
что на 2 \ {(х)} выполнено неравенство 

lg (x) |< АТА) [= | МАРО = (ATA) FO 
Отсюда при x —> х, имеем 

g= O(Af)=|A|O(f) = O(f). № 
4°. При x—>x WEF 

O(f/)+ O(/) = O(/). 
Утверждение следует из 3° при A = 2.p 
5°. Пусть h=o(g) A g = o(f), тогда h = o(o(f)). 
Для We>0 3Z€B такое, что УхЕ Z \. {Xp} 

|A(x)|<elg(x)| Alg(x) [<= 5) < =, 
Следовательно, при x -— х, имеем В = o(f). Сравнивая различные 
представления для А, получаем 

о (о (f)) = 0 (f). 
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6°. Пусть h = о (f), Rk =o (8), тогда на ZEB 

Jn (x) |< = f(x)| A [Е (<) | <elg(x)| > [2 (x) R(x) [<= | f(x) & (x). 
Отсюда hk = о (fg) и при x - Xp 

o (f) 0(g) = 0 (fg). 
7°. Если g=o(f), h=o(f) при x—>X, то JZEB такое, что 

WxEZ\ {x9} имеем 

lg (x)|<elf(x)| A l[a(x)|<elt(x)| Sle (x) + A(x) |<] g(%)|4+ 
+|A(x)|< 2=|Р(х)| > & + й=0(7) 

при хх. Используя условия б =o/(f), h=o/(f), окончательно 
получаем при х-— хо 

o(f) + o(f) =о(Р. 
8°. Если в =O(f), h=o(f) при х> хо To для некоторого 26 В 

и Ухе Z\ {x} имеем 

[5 (х) [< ААА 8 (|< = [Ах = |e (x) + h(x) [< (А+ 85 
>g+t+h=O0(/) 

при х — х,. Окончательно, при X —> хо 

O(f) + 0(f) =0($. 
9°. Если в = O(/), h = 0 (g) при х-—х, то ЗА Е В такое, что 

VxEZ\ {xo} 

[2 (x)| < А| (x)| AIA) | <elg()| > |1 (%) [<= А] (|5 =0(g) 
при x — ж. Если h = о (g) =о (0 (f)), то окончательно получаем при 
х—>х 

о (О (f)) = o(f). 
Аналогично из равенств h = о (f) и в = O (1) получаем при x > 

— хо соотношение 

О (о (f)) =о(Р. 
10°. Если f = О (1) при хх, то ЗАСВ и ЗХЕВ такие, что 

VxEX\ {Xo} |[[(%|=<А. We kN eh запись |= O(1) означает, 
что функция f ограничена на X \ {xy}. 

11°. Если f=o(1) при x—>x,, то Ve>>0O ЗХЕВ такое, что 
УхЕХ \ {xo} |[f(x)|<e; следовательно, }{(х)-—0 при x— Xp. 

Определение 5 umn i, @€ F эквивалентны при х- хо, если 
[в =о (5), т. е. если Ve > 03 2ЕВ такое, что Vx EZ Ц {x,} 
выполнено неравенство 

If (x) — g (x)|<e]g(x)|. 
При этом запишем [| ~ g, а равенство / = g -+ о (5) назовем асимпто- 
тическим равенством. 

Пусть 7 ^ &, тогда |f (x) — в (x)|<elg(x)| УхЕР\ (ж}. 
Отсюда для указанных значений x при 0 < e < | имеем: 

А о -— 18 И Рф) <= (<) |, 
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— e/g (x)|<|f(~)|—|g (x) ЕО 

А) [< (а +e)lelx)|, le l< >=—, АО. 
Следовательно, 

f=O(g), g=O(f). 
Из равенств f—g =0(2), в =O/(f) и свойства 9° получаем f — 

—g=o0(0(f))=0 (iy при X—>X,. Таким образом, для эквивалентных 
функций Ги & при х-— ху справедливо равенство 

[—&=0(8) =o (/). 
Пусть f, g€F u g(x) >0 УхЕУЕВ, тогда 

fr gealim LO =| 
XX, g (x) 

Действительно, если f~g, To \=>0 JZEB такое, что УхЕ 

Z\ {xo} |[(х) — в (х)|<=|8 (x) | или 
8 (x) — eg (x) <f (x) < Е (x) + eg (x), 

te) р 

Если же предел отношения gor при х— ох, равен единице, TO 

Ve>0 3Z€B такое, что VxEZ\ {хо} 

f (x) . 
l—e< 3 (2) <1+6; 

отсюда 

— eg (x) <f (x) — g (x) < ав (x) 
ИЛИ 

| f (x) — а (х) |< eg (x), 
Te [^^ 2. № 

Отметим, что если f~gu f(x) >0 при x—>x,, то функция g 
называется главной частью бесконечно малой функции | при х-—>х.. 
Например, если f(x) = sinx, g(x) =x, ХЕК\ {0}, то 

. sin xX 
lim = |, 
x-+0 x 

и, следовательно, функция g (x) = х является главной частью функции 
Ё (x) == sin x при x> 0. 

6.6. Пределы некоторых элементарных функций. Асимптотические 
равенства. 

их —x =0(x) 

Пример 1. Доказать, что: 

a) lim а” = а*, а>0; 
х-х, 

6) limInx = Шх, x) 0; 
х->хо 
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в) пусть функции и и о определены в некоторой окрестности точки Xp, кроме, 
быть может, самой точки хо, причеы We > 0 36 > 0 такое, что при 0 < | х— 
— № | < 6 выполняются неравенства 

О<|и (*) —а|<а, 0<|9(х) —6[<е, аЕК, БЕК, а>0. 

Тогда 

U(x) b 
lim (и (x)) =a’. 
хх 

| _ + 
a) Достаточно рассмотреть случай а > 1. Имеем а” +1,a ”" +1 припт- 

-> со (см. пример 4, п. 4.2). Тогда Ye >0 Эл, CN такое, что Уп > ny 

| 1 
г — — 

<a " <a" <1+4+ 
& 

| — e 

Xo a*o a 

| 
Тогда при O<|x—xy| < —— выполняются неравенства 

a 

| | 
& тп — п 2 
— <a "<a* *<a" <1+—., 

a“? 
a~° 

| — 

Отсюда | a* — а* | < e при 0<1х—в1<—. 
0 

6) Из неравенств (см. неравенства (6), п. 4.4) 

следует, что и (1 =) +0. "(1+--) +0 при п — со. Поэтому 

ve>0 any €N:—e < In(1— ) <= (1+) <в 
No No 

а тогда при 0 < | ——— <—_— имеем 
0 Xo 

X— Xp | | 
—e<in(1— п, учи) <в (1+) <e 

т. е. 

х 
| пх— Шх|<е при О х— |< —. 0 0 п, 

в) Согласно 6) и теореме 5, п. 6.4, имеем при х > Xp 

v (x) пи (х) > В ша. 

Далее, согласно а) и той же теореме 5, п. 6.4, при x > x) имеем 

(и (х))°(®) — e2(x)inu(x) > golna — a’. 

Пример 2. Доказать, что: 
| 

а) lim пез = |, т.е. In(l + x) =x+o0(x) при x +0; 
x0 

6) lim os = |, т.е, г = 1-х о(х), a*=1+xIna+o(x) при х 

-0 а>0;



5) tim 1 
a, x =p Tee. (1+ x)"=1+px-+o(x) при x0; 

| — 2 r) lim —— = Il, т. е. cosS xX = |— 5 ++ o (x?) при x > 0: 

х-+ ___. 

2 
— cost 2 

a) tim LTO № те, cost y= 1 — A $0 (4%) при x +0; 
х-0 x" 2 

tg x 
e) lim —— = ‚ те. tgex=x+o(x) при x0; 

х-0 

ж) lim arct x =], т.е. arctgx=x-+o(x) npn x > 0. 
x0 

a) Пользуясь примером 1, 6), получим 

1 

= ш (1-х) ” +Ine=1 при х-0; 
In (1 + x) 

x 

отсюда при x — 0 имеем In (1 + x) = x-+ 0 (x). 

6) Пусть =” —1 = тогда f->O при х->0 (см. пример 1, a); x= In(1 + f), 

_ — | . t 
, dima =! поэтому lim > lim In(l +4 

при x > 0. 

В частности, а” =e 
в) При x > 0 имеем 

a+ xt — 1 eltin(I--x) _ | In (1 + x) 

x — uw In (1 + x) x 

отсюда (1 + х)" = 1-+ ux +0 (x) при x > 0. 
г) После очевидных преобразований получим 

=1 и, следовательно, e* = 1 + х-Ро(х) 

х|па = | + хша-Но(х) при х - 0. 

1 x \* П — 

| | — cos x | 2 |. 
im 5 = Ит] ———_ | =); 

x-+0 x х-0 _^_ 
2 2 

. x2 

следовательно, cos x = | — > -Но (х?) при x70. 

д) Используя доказанное в пункте в) этого примера, имеем 

и Ц [| — cos" x — (1 -+ (созх — 1)" — 1 1—cosx _, № прих-0. 

x? cos x — | x? 

и px? Таким образом, cos” x = | — —5— +o(x?) при х-0. 

е) При x > 0 имеем 
tg x sin x | 

x = x COS x , 
поэтому tg x = x-+ о (x) при x - 0. 

ж) Из очевидных соотношений 

аге х = < 6 = tgarctg x = x, arctg (—x) = — arctg x 

следует, что arctg x > 0 при x » 0. Тогда на основании примера e), находим 

lim arctg x = lim arctg x 

х-0 x х-0 #8 (arctg x) 

arctg x =x-+o(x) при x70. 

=|, 
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Пример 3. Доказать, что 

Ш” О а-0. lim 
пс п 

Применяя теорему Штольца (теорема 2, п. 4.6), а затем асимптотические равен- 
ства а) и в) предыдущего примера, получим 

n (1 +7) 
Inn In(an-+ 1) — Ina п 

И ии nee "(1+1 

Г-Н о(1) 
| | 

aT (=r) lim 0 = lim = = 
N20 a tI n+co п“ (а о (1)) "(+ (=) 

Пример 4. Доказать, что 

т ( + я ==, ЕР. 
п-со 

Согласно примеру 2, а), при п - со 

| ( + =)! _ nin ts) _ a +") _ ex toll), 
— 

а согласно примеру 1, а) 

/ Х п 

lim (! - = = lim eX t= 6%, 
по п hi oo 

Пример 5. Функцию г +> е*, где z= x-+ ty, г Е С, определим посредством 

равенства 

2 п 

её = lim ( +=) . 
hie co 

Ясно, что сужение ее на действительную ось совпадает с функцией x + e*, x CR. 
Показать, что 

tly — * (cos y + isin и), (1) 

а при x= 0 получим 

e'Y = cosy + isin и. (2) 

г \f 

Для доказательства представим последовательность ( 1+ =) в тригоно- 

метрической форме, а затем, использовав формулу Муавра, получим 

п 

9 2 2 \ 9 
(( а (cos np + isin ng)| , n2 

re ф.= агат . Согласно примеру 4, 

2 2 
(1+ 4h + ==) > е* при n>oco. 
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Далее, согласно примеру 2, ж), при nm - со 

| np пая = (я te(q))=y tou 
Отсюда при п - со 

n —n 
|cos Иф — cos y| = 2 sin OEY gin HOP <|y—nql- 0, 

— ngo— n y 
|sinn@ — sin y| =2] sin = ы cos PE <|lnp—y|-0, 

т. е. cOSNP + cosy, Уп пф -> sin y при n - со. Таким образом, 

г \п , 
(+2) >e*(cosy-+isiny) при п > со 

и, тем самым, формула (1) доказана. Заменив в равенстве (2) у на —у, получим 

e—Y = cosy —isiny. (3) 

Из (2) и (3) находим 

ty —tly ly —ly ey +e . ey —e 

о ‚ Sing = i 
Формулы (2) и (3), как и (4), называются формулами Эйлера. 

cosy = (4) 

6.7. Предел числовой функции векторного аргумента. Пусть 

Ё: О \ {ao} > Ю, где D — область пространства [R”, 2, — внутрен- 
HAA или предельная точка области О. 

Определение 1 (Гейне). Функция | имет предел (npe- 
дельное значение) при LX > Z, (в точке Xo), если существует 
число АЕ [R такое, что для произвольной последовательности {zx,} 
значений x ED \ {ay}, сходящейся к точке Ly, т. е. т. — Ly при п — 
— со, соответствующая последовательность {| (£,)} значений функции 
[ сходится к А, т. е. [(2„) — А при п — oo. 

При этом число А называется пределом (предельным значением) 
функции / при т -+ Zp (в точке Lp), что записываем следующим образом: 

lim / (2) = А или f(x4)>A при r>2Q, 
>, 

или Ит/ (Хи, Хо, ..., Xm) = А, 
x, xd 

ео 

teen 

A 0 0 0 
или ff (X1, Хо, ..., Xm) > при Xy—>X1, Xp —> 42, ..., Хим. 

Определение 2 (Кошн). Функция f имеет предел при т > 2X, 
если существует такое число А, что Ve > 0 36 >0 такое, что Ух 
удовлетворяющих условию 

выполняется неравенство 

|7 (2) — А] < г. 
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Это же определение можно записать короче: функция f имеет предел 
при т -> Ly, если 

ЗАЕВ Л У= > 0 36 >0:0<|5—ж|<65|/(<2) —А|<. 

Оба определения предела (Гейие и Коши) эквивалентны. Дока- 
зательство этого утверждения аналогично доказательству теоремы 
пункта 6.1, поэтому предлагаем провести его читателю в качестве 
упражнения. 

Теорема. Пусть числовые функции xref (x), T+ g(r), ЕО \ 
{т}, имеют конечные пределы 

1т/(%) =А, limg(x) = В. 
L>Ly I>2Ly 

Тогда функции 

т нь | (x) + g (2), 

Мы 
Lee l (zr т ХТ —— x () I (x) g (x), ga? Sis 

также имеют конечные пределы при х — т, причем 

lim (7 (2) + & (5)) =А-В, 
т-% 

lim f (2) g (x) = АВ, 
LT, 

_ f(a) _ A sine > 840 
<q Доказательство аналогично теореме 1, п. 6.4 p> 

Определение $. Последовательность {x,} точек пространства ©” 
стремится к бесконечности прип- oo, если 

УЛЕВ* ЗтЕ№: Wa>ms|a,|>A, 2, ¢S(0, A). 
Определение 4 (Гейне). Функция f: В” + В имет предел 

(предельное значение) прим -> оо, если существует число 
АЕК такое, что для произвольной последовательности {x,\ точек 

пространства Р” такой, что 

L,—>0o при п-— о, 

соответствующая последовательность {f (x,)} значений функции | 
сходится к А, т. е. 

f(v,)> А при п-— оо. 

Определение 5 (Коши). Функция |: К” — Р имеет предел 
(предельное значение) при т - oo, если: 

ЗАЕВ Л Ve>0 ЗАЕВ*:|х|> А 51|! (<) — А| <е 
или 

ЗАСВЛ У=>0 ЗАЕВ*: Ух @ 5 (6, А) 5 [1 (5) — А| <. 
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Пример 1. Показать, что f(x, хз) =x) — x5 >—7 при x, 31, x > 2. 
Для доказательства выделим окрестность |x, —1|-+]|x,—2|< 2. Можно 

считать, что | хх —1|< 1, 1х, — 2|< 1;в выделенной окрестности получим оценки 
|x, 1< 2, |х.|< 3, поэтому 

Ре ха) Еж — +7) =I — I — 0-8) 1 Sey — Pt tt 
+ |x, — 2/1 45+ 2х, 41 <7] м — 11 19 [х, —2|<а, 

если 

Обозначая х = (ху, х.), B= (хо, хо) = (1, 2), получим привычную запись 

f(z) +74 < в, 
еслн 

0 0 = 2 132 
| B— Hy | = м фм] +] Xe — XQ < 44 +38 = 53 = 

Тот же результат получим, если применим последнюю теорему (это возможно, 
поскольку пределы слагаемых существуют): 

lim (x; — x3) = lim x — lim х) =]| —8 = —7. 
nol a 1 t>? 
V2 

Пример 2. Показать, что функция } (x,, x) = Ate _, (x,, x) © IR2\_ {0,0}, 
я + 

не имеет предела при x, > 0, x, > 0. 

n’on non 

сходятся к точке (0, 0) при п - со, однако соответствующие HM последовательности 
значений функции сходятся к различным пределам: 

| | 12.2 
‚|=. a)? =. ioe = 5. 

Пример 3. Доказать, что при т > 2 

| | 1 2 
Предел не существует, поскольку последовательности (= =) ( ) 

Хх... 
lim (2) = lim т = = 
х-0 х,—0 PH epee px? 

x,70 

хи, ->0 

1 

Действительно, для нормы | 2| = (x? -+ x5 В + x?) 2 получаем оценку 

lx <| x2] 9. =1, м, поэтому 

ХХ. .-Хт | a | т— 

2 2 2 же. tx? |x| 
f(z) | = 

| 
если |х|<е8”-? =6. 

6.8. Критерий существования предела числовой функции 

Теорема (критерий Коши). Функция [имеет конечный npe- 
дел при х— т, тогда и только тогда, когда \= >0 36 >0 
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такое, что при 

0<|5—ж%|<6, 0<|1’—т,| < 6 

выполняется неравенство 

| (x) —1(5')[<:. (1) 
Необходимость. Пусть существует конечный предел 

lim f (x) = А. 
I>, 

Тогда \е >0 36>0 такое, что при O<|rx1—a,|< 8, 0<|2’— 
—1 |< 6 выполняются неравенства 

0<|/(2) —4А|<--, 0<|А—Н2)|<-, 
из которых непосредственно вытекает неравенство (1). 

Достаточность. Пусть выполняется неравенство (1) и для выбран- 
Horo & >> 0 указано 6 > 0. Точка a является предельной точкой об- 
ласти О, поэтому можно бесконечным числом способов (теорема, п. 4.7) 
выделить последовательности {x,} значений x € D \ {x}, сходящиеся 
при 1 — oo к точке Ly. Следовательно, Зи, такое, что Wn, т > т 
имеем 

O<|zr,—2%/< 6, 0<|2,,—2|< 6. 

Тогда выполняется неравенство 

If (Ln) — f (тп) | < 5. 

Следовательно, последовательность {/ (z,)} сходится, согласно кри- 
терию Коши для числовых последовательностей. 

Таким образом, из сходимости последовательности {х„} значений 
X вытекает сходимость последовательности значений функции {f (z,)}. 
Покажем, что предел последовательности значений функции не зави- 
сит от выбора последовательности значений аргумента. 

ve 7 

Действительно, предположим, что L,—> Ly, „> Ly, а | (т,)->А, 

f (@n) > А’при noo и AFA’. Тогда последовательность 

т, D1, Lo, о, eee у ФТ, In, “ee 

сходится к Ly, а последовательность 

f (x,), f (1), f (x2), f (22), eee 9 f (xp), f (an), eee 

расходится и мы пришли к противоречию с только что доказанным. 
Итак, предел последовательности значений функции не зависит 

от выбора последовательности значений аргумента и, согласно опре- 
делению |, п. 6.7, функция [ имеет конечный предел при х > L. > 

6.9. Предел отображения. Рассмотрим отображение 

{:D\ (х71 >В", DCR". 

Относительно области.) и точки Zp предположения остаются прежние. 
Определим, что в этом случае будем понимать под пределом отобра- 
жения f при х-— Lp. 
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Определение 1. Отображение } имеет предел (предельное 
значение) при х -— Ly (в точке ж), если существует такая точка 
A € [R", что выполняется одно из двух эквивалентных условий: 

1) для произвольной последовательности {x,} значений x 6 О \ {xy}, 
сходящейся к точке т., соответствующая  последовательность 
{1 iad} значений отображения } сходится к А (определение Te ti - 
не); 

2) для произвольного & >0 36 >0 такое, что при 0 <|ж—<ж,| < 
< 6 выполняется неравенство |f (x) — А| <= (определение Коши). 

Эквивалентность условий доказывается аналогично теореме пунк- 
та 6.1. 

Теорема 1. а) Для того чтобы отображение } = (fi, fo, ..., 1) имело 
предел А = (А, Ay, ..., Ap), необходимо и достаточно, чтобы 

Нт р (2) = A, 1=1, A. 
тт) 

6) Если отображения } = (fi, for ...., р) U B= (Sry Bar ..., By) опре- 
делены на множестве D \ {a} и имеют пределы при х — ху, равные 
соответственно 

А = (А, Ay, ..., An) и В= (В, By, ..., Bn), 
tio 

lim (f (2) + g(x) = A+B, 

lim (f (2), 8 (@) = (A, В) 

q@ Пусть {x,} — произвольная последовательность значений хе 
ЕД \ {a}, сходящаяся к у при k > oo. Тогда утверждение справед- 
ливо при 4%, —> Ly (теорема 1, п. 4.11). А поскольку {x,} — произволь- 
ная последовательность, то утверждение теоремы остается справедли- 
вым и при © —> Ly. D> 

Из только что доказанной теоремы следует, что если отображение 
1 = (1, fy ..., |) имеет при < — 5. предел, то 

lim f (x) = (limf, (2), ..., ИР (2)). 
LL, Хх Го Х->т, 

Пусть Е и F — произвольные векторные нормированные (метри- 
ческие) пространства и D < Е, где D — открытая областьв Е, xy — 
предельная точка области О. Определим понятие предела для наибо- 
лее общего случая, когда 

f: D\ {xo} > Е. 

Определение 2. Отображение | имеет предел прих - хи, если 
сиществует такая точка A-€ Е, что функция f удовлетворяет одно- 
му из условий: 

1) для произвольной последовательности {x,} значений x ЕР \ {Xo}, 
сходящейся к X», соответствующая  последовательность {f (хи)} 

значений отображения { сходится к точке А (определение Гейне); 
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2) для произвольного г >0 36 >0 такое, что при O<||x —х|< 6 
(0 < p(x, х) < 6) выполняется неравенство 

[7 (%) —4|<в ((7(х), 4) < в) 
(определение Коши). 

Как и в предыдущем случае, эти определения эквивалентны (до- 
казательство аналогично доказательству теоремы пункта 6.1). 

В качестве примера рассмотрим функциональные прямоугольные 
матрицы A (x) = (аи (x)), т. е. отображения А : Р \ {ao} > %, где 
$ — векторное нормированное пространство, элементами которого 
являются матрицы, D < КЮ”, 2) — предельная точка области О. 

Теорема 2.а) Матрица А (x) = (аи; (1)) при x — ху имеет предел 
А == (0) тогда и только тогда, когда 

Нт аи: (5) =, [=1 т, |= п. 
L->Lo 

6) Если функциональные матрицы xc +» А (x), 2+» В (x) с одинако- 
вым количеством строк и столбцов имеют пределы при х — т, то 

ЭЗИмт (A (x) + B(x)) = lim А (2) + lim B (т). 
I>, т-—т) т-> Ly 

в) Пусть функциональные матрицы xr» A(x), х-ь B(x), nocmo- 
янные матрицы С, С и вектор-функция Xr» a(x) такие, что для 
них определены произведения cre А (х) B(x), Le СА (х), LHe А (х) С, 
tre АД (1) а (1). 

Toeda, если существуют пределы 

ИтА (5), limB(x), Пта(х), 
L>Ly 1—1 L> Ly 

mo справедливы равенства: 

lim А (x) B(x) = lim A(z) lim B (2), 
L-> Ly LL, L>Ly 

lim CA(x) =C lim A (a), 
L>Ly I> Ly 

lim A (x) G = (lim A (5)) С, 
L-> Lp 1-50 

lim A (x) a(x) = lim A(z) lim а (т). 
1-45 L>Ly L> Ly 

Если {a,} — произвольная последовательность значений ЖЕ 
ЕР {x}, сходящаяся при k — co кточке Ly, то, согласно теореме 6, 
п. 4.11, утверждение этой теоремы справедливо. А поскольку после- 
довательность {2p} произвольная, то утверждение теоремы остается 
справедливым и при х —> By. 

6.10. Эквивалентные метрики. Пусть на множестве Ё определены 
метрики ри р’, которые тем самым превращают его в метрические 
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пространства: метрическое пространство E с метрикой р и метриче- 
ское пространство E с метрикой р’. 

Определение 1. Метрикир и р’ называются эквивалентны- 
ми, если 

0 (Xn, x)—> 02 о’ (Xn, х) > 0, 

т. е. последовательность {x,} сходится в метрике р тогда и только 
тогда, когда она сходится в метрике р’. 

Теорема. Метрики р и р’, заданные на одном и том же мно- 
жестве Е, эквивалентны тогда и только тогда, когда VxEE и 
Ve>0 3е’>0 такое, что шар {yCE:p' (x, у) <=']} содержится в 
шаре {yCE:p(x, у) <=] и, наоборот, Ve'>>0 3е>0 такое, что 
шар {yCE:p(x, у) <=} содержится в шаре (уЕЕ:р’(х, у) <:'}. 

Пусть & >> 0 задано, x — произвольная точка множества Ё, a мет- 
рикирир’, заданные на множестве Е, эквивалентны, так что при п > 
— со ПОЛУЧИМ 

0(x,, х) >00’ (х„, х)—0. 

Если не существует e’, то Wa€N в шаре ЕЕ: р’ (x, у<-- 

имеются точки, которые не попадут в шар {yCE:p(x, у) <}. Тог- 

да Упс № Зи, СЁ такое, что р’ (x, )<-—, однако р(х, y,) > г’. 

Следовательно, р’(х, у„)—0, тогда как p(x, y,) 70 при п-— oo, 
что противоречит предположению об эквивалентности метрик фи р’. 
Mensa местами рф и 0’, по заданному &’>0 сможем найти такое 
> 0, что шар {yEE: p(x, у) <=} содержится в шаре (уЕЁЕ: 0’ (x, 

y)<e'}. № 
Так, например, метрики (2), (3) и (4), п. 2.2, введенные нами в В”, 

эквивалентны. Это утверждение вытекает из неравенств 

l<igm 

m m m 

max | х; — 9! | < Уж ие = Умри. и, |= 
= —1 j=! i=1 j= 

m 

=» |x;,—y;|<m max |x; — и; |. 
i=! <igm 

В пространстве [R” можно ввести мегрику, которая не будет экви- 
валентной ни одной из ранее введенных нами. Например, так называе- 
мая дискретная метрика рф (х, у) =1 Ухэу ир(5, x) =O He 
является эквивалентной метрикам (2), (3) и (4), введенным в пунк- 
те 2.2. Действительно, любая последовательность {5„} попарно различ- 

ных элементов пространства В”, сходящаяся к точке х относительно 
любой из метрик (2), (3) или (4) из п. 2.2, не сходится относительно 
дискретной метрики, поскольку о (5%, <) =1 WneEN. 

В дальнейшем будем пользоваться только эквивалентными мет- 
риками. | 

В векторном нормированном пространстве две нормы называются 
эквивалентными, если соответствующие им метрики эквивалентны. 

т 
Следовательно, в векторном нормированном пространстве К  введен- 
ные нормы в пункте |.5 эквивалентны. 
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3 7. НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ И ИХ СВОЙСТВА 

7.1. Определение непрерывности функции. Пусть { отображает 
метрическое пространство Е в метрическое пространство F, хо — произ- 
вольная фиксированная точка пространства E. 

Определение 1. Отображение | называепся непрерывным 
в точке ж№ЕЕ, если выполняется одно из следующих условий: 

1) \=>0 35>0 такое, что pr (f(x), (х)) <= для всех x, 
удовлетворяющих неравенству рЕё(х, Хх) < 5; 

2) для произвольной последовательности {х„} значений x EE, схо- 
Оящейся к точке Xp), соответствующая последовательность {| (x,)} 
значений функции | сходится к f (Xx,): 

3) Ит f(x) = Р (ху), т. е. f(x) — {1-0 при х> ху, что озна- 
X+Xq 

чает следующее: приращение отображения Ёв точке ху стремится 
к нулю, если приращение независимого переменного в этой точке стре- 
мится к нулю; 

4) для произвольной окрестности S (f (Xo), =) = Е точки f (Xo) ЕЕ 
существует такая окрестность S (x9, 6) < Е точки x, ЕЁ, что 

f(s (Xo, 5)) Cc $ (f (Xo), ), 

или, что то же самое, 

[:5 (хо, 6) > 5 ([ (хо), =). 
Условия 1) — 4), входящие в определение |, эквивалентны. Дей- 

ствительно, эквивалентность условий 1) и 2) вытекает из теоремы 
пункта 6.1, а из этих условий непосредственно следует условие 3). 
Далее, из условия |) и того, что 

Г (5 (Xo, 6)) = (ЕЕ: хЕ5 (%, 5)} 
следует условие 4). Наконец, из 4) следует, что f (x) Е $ (f (%), ®), 
когда x Е S (хо, 5), т.е. р (fF (x), F (%)) < в, если только x ES (Xx, 6), 
т.е. Pe (х, Хо) < 6, а этоесть определение |. Таким образом, все при- 
веденные выше условия эквивалентны. 

Отображение [: E+ F называепся непрерывным ВЕ, 
если оно непрерывно в каждой точке пространства Е. 

В качестве примера покажем, что метрика р, определенная в метри- 
ческом пространстве ЕЁ, является непрерывным отображением р: ЕХ 

xX E> PR. 
В самом деле, пусть {х„, Y,} — произвольная последовательность 

точек произведения из E X Е, сходящаяся при n — oo к точке (х, и). 
Это значит (см. теорему 1, п. 4.11), что x, > x, у, у при р (хи, x) > 
— 0, р (и, и) —0 при п- сю. Тогда, согласно неравенству (1), 
п. 2.1, имеем 

lo (Xn, Yn) — © (х, Y)|<|P (Xa, Yn) — 0 (x, Yn) | + | (x, Yn) — 

—0(%, WIS (Kn, х) + O(Ys у»). (1) 
Поскольку Ve >0 Зтс № такое, что р (х„, )<-, р (и, I<. 

то из этих неравенств и неравенства (1) следует неравенство 

| (%n» Yn) —р(х, 9)| <= VWa>m, 
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т. е. р(х„, Yn) > P(X, У) при п-> со и непрерывность отображения 
р доказана. 

Еще проще доказывается, что норма в векторном нормированном 
пространстве Е, рассматриваемая как отображение E на неотрицатель- 
ную часть ©* прямой [R, является непрерывной функцией в ЕЁ. 

Действительно, для Ve > 0 и произвольной точки жЕ E из не- 
равенства | x — ж | < 6 =ви неравенства (7), п. 1.5, следует нера- 
венство 

р — ох — хо | < 2. 
Пусть заданы три метрические пространства E, Си F. 
Теорема 1. Если отображение в : Е — С непрерывно в точке x, Е Е, 

а отображение f : G— Е непрерывно в точке t, Е G, где В = в (Xo), то 
отображение f og: Е — Е непрерывно в точке ху. 

Пусть = > 0 — произвольное заданное число. Поскольку отоб- 
ражение / непрерывно в точке fy, то Jo > 0 такое, что 

Г (5 (to, в)) = 5 (РГ (fo), =). 
Далее, в силу непрерывности отображения д в точке ху и того, что ty = 
= (х), 36 > 0 такое, для которого 

8 (5 (Xo, 5)) = S (g (Xo), 0) — S (to, 0). 

Из последних двух включений следуег включение 

fe 8 (5 (Хо, 5)) с 5 ( (to), =) — S (f ° 8 (Хо), Е), 

равносильное непрерывности отображения [о & в точке Xp. > 
Следствие. Если отображение |: С — Е непрерывно в G, а отоб- 

ражение g: Е — С непрерывнов Е, то суперпозиция [о о непрерывна 
в Б. 

Определение непрерывности отображения f дано в общем случае. 
Рассмотрим теперь частные случаи отображений и покажем, как реа- 
лизуется определение, если 

f:J +R, ICR; f:D>R, DCR", |: О-В", DER". 

Определение 2, Функция f: J — В, J < Ю, называется nen pe- 
рывной в точке X% GT, если вычолняется одно из эквивалент- 
ных условий: 

[) Ve >0 36 >0 такое, что неравенство 

If (x) — 1 (хо) [<= (2) 
выполняется, как только |х — х| < 5; | 

2) для произвольной последовательности (х„} значений хЕЯ, 
сходящейся при п — со к точке ху, соответствующая последователь- 
ность {| (x,)} значений функции сходится при п — oo K f (х); 

3) lim f(x) = | (%) или f(x) —f (x9) >O0 при x— x0; 

4) Ve => Q 35>0 такое, что 

(xo — 6, х + 9) = If (хо) — в, F(x) + al 

или, что то же самое, 

Г: хо — 6, № + | > If (%) —в, [(ж) + el. 
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Из определения непрерывности функции [ в точке ху следует, что 

lim f (x) = 7 (lim x); 
х-хо X4Xy 

в этом случае символ функции и символ предела можно менять места- 
ми, т. е. символы предела и функции коммутативны. 

Определение 3. Если функция | непрерывна в каждой точке интерва - 
ла \a, bl, то функция f называется непрерывной на интер- 
вале ja, Ol. 

Определение 4. Функция f: la, xl—>R (fF: [%, bl -> ЮР) назы- 
ваепся непрерывной в точке х слева (справа), 
если выполняется одно из следующих эквивалентных условий: 

1) \>0 936 > 0 такое, что неравенство (2) выполняется, 
как только X»— 8 < хз (HR xX << xX + 4); 

2) для произвольной последовательности {х„} значений XE Ja, Хо] 
(хС [хь, 6[), сходящейся к точке ху, соответствующая последователь- 
ность {|(х„)} значений функции | сходится к f (Xo); 

3) lim f (x) = f(x.) (lim f(x) =f (x,)) или короче, если 
X¥+X,+0 X+x,—0 

f (%y — 0) = F(X) (F (%o 0) = F(X); 

4) Ve>0 46>0 такое, что 

f (х, — 6, хо) < If (Хо) — в, F(x) + al 

(fF ([%o, Xo + 50 = Jf (%) —в, Р(%о) + #0 

или, что то же самое, 

| ]Хо = 5, Xo] —> If (хо) —- 8, f (Xo) + e[ 

(7 : [Xo, Xo + 6] > If (хо) — 8, Ё (Xo) + =[). 

Теорема 2. Функция |: J — [Р непрерывна в точке х› ЕЯ тогда 
и только тогда, когда она в этой точке непрерывна слева и справа. 

Предположим, что функция / непрерывна в точке ж. Тогда Ve > 
—>0 45> 0 такое, что 

F (xp — 8, № + Sf) с If (x) — в, [(хо) + el. (3) 

Отсюда 

f (1%) — 5, Xol) = If (хо) — ев, [(хо) + al, 

F([X%o, % + 60) = If (%) — в, F(x) + el. (4) 

Из первого включения (4) следует непрерывность функции f в точке 
Xo СЛеВвВа, а из второго — справа. 

Предположим теперь, что функция [ в точке х, непрерывна слева 
и справа. Тогда Ve > 0 36, >0 Л 36, > 0 такие, что 

f (1X9 — ба, х]) = IF (%) — в, [ (хо) + el, 

Г ([Хо› Хо + Sel) < If (%) — в, [(%о) + ef. 

Отсюда, если обозначить 6 = min {5,, 6,}, получим включения (4), 
эквивалентные (3), которые равносильны непрерывности функции | 
в точке Xo. > 
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Таким образом, показали, что функция { непрерывна в точке Xp 
тогда и только тогда, когда 

f (Xp —O) = f(x) + 0) = fF (x). 

Теорема 3. Пусть функции |: J>R и g:I—+R_ непрерывны 

на J. Тогда функции f + g, [в и и (в последнем случае предполагаем, 

что в (х) 5=0 WxE a7) непрерывны на интервале J. 
<q Пусть х — произвольная точка интервала J. Тогда, согласно 
предположению, при X—> xX, функции Ги в имеют соответственно 
пределы, равные [ (x9) и g(x,). Поэтому, согласно теореме 1, п. 6.4, 

при х-— x, функции f + 5, fgu > имеют пределы, равные (f +2) (x,), 

[9 (хо) и © (x0), что означает непрерывность указанных функций в 

точке Xo, a B силу произвольностн хЕ9 — непрерывность Ha 9. p> 
Следствие. Если функция f: J + Р непрерывна на JT uack, 

то функция x +» af (x) также является непрерывной на J 
Это утверждение непосредственно следует из теоремы 3 при g (x) == 

== % XE dg. 

Пример 1. Показать, что функции х-> а“, х@ К, x Шх, x > 0, непрерывны 
в области их. определения. 

Действительно, Уху из области определения (см. пример I, п. 6.6) 

lim а* = a”, lim In x= In x,. 
C+ Хо х-Хо 

Пример 2. Показать, что функция xe x%, где х>0, аб Rt, непрерывна в 
области x > 0. 

В самом деле, по доказанному в примере |, функция t+ é непрерывна на К, 
а функция х +» & In x непрерывна при x > 0. Тогда, согласно теореме |, суперпози- 

ция этих функций xe e*!™ непрерывна при x > 0. Поэтому для х >> 0 имеем 

lim x™ = lim e@!™* — об Ихо — ха, 
*->Хь X+Xo 

Отсюда следует, что функция x > х“ непрерывна в области x > 0. 
Пример 3. Показать, что функции x» sin x, х => с0$ x непрерывны в К. 
В самом деле, WE >Ou Wx,€ К имеем 

. . ‘ ` х—х X + Xo . Х — Xo 

| япх — Япх, | = 2 sin —53—- 0—5 <2 мо <|х—ж |<, 

. л 
как голько | x —ху | < б=е. Поскольку У ХхЕЮ созх= яп > —*|, To функ- 

ция X +» COS х непрерывна, как суперпозиция непрерывных функций. 
sin x л COs x 

x =: — nn, ctex= ———, х=Пд, п 
cos x ’ 2 + 8 sinx ' € 

С Z, на основании теоремы | устанавливаем непрерывность функций xr» tg х, 
x+ectg x во всех точках их области определения. 

Отсюда и из равенств tg x = 

Рассмотрим числовую функцию векторного аргумента f:D—>R, 
DCR", и дадим определение ее непрерывности в точке Zy€ D. 

Определение 5. Функция | называется непрерывной в точ- 

ке 2х, ЕО, если выполняется любое из эквивалентных условии: 
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1) Ve >0 36 > 0, что | f (1) —f (xy) | <2, как только | x — x | < 5; 
2) для произвольной последовательности {x,} значений LED, cxo- 

дящейся к точке хо, соответствующая последовательность {| (х„)} зна- 
чений функции | сходится при п — oo к] (2p); 

3) lim f(x) =f (a,) или f(x) —f (2) —0 прих —x, > 0; 
> 0 

4) Ve>0 36 >0 такое, что 

(5 (Lo, 5)) с lf (Lo) — 6, f (29) + e[, 

или, что то же самое, 

Ё:5 (x, 6) > ]/ (520) —е, [(%о) + el. 
Это определение непосредственно вытекает из определения |, если 

положить р (5, L,) = | х — <. |, где |х — <, | (норма разности) опре- 
делено одним из равенств (1), п. 2.3. 

Функция f: р — В, DCR", называется непрерывной в О, если 
она непрерывна в каждой точке множества О. 

Теорема 3’. Пусть функции f:D>R и g:D—>R, DER’, 

непрерывны в О. Тогда функции f +g, fg, №, ЛЕК, и + (в послед- 

нем случае предполагаем, что в (х) ==0 Va€ D) непрерывны в О. 
{ Доказательство аналогично доказательству теоремы 3. > 

Рассмотрим теперь отображение 

т) В", DCR”. 

Отображение f непрерывно, если для него выполнено определение |, 

в котором Е = D, рае КЮ”, F = R’, а метрика BD является инду- 

цированной метрикой пространства В” 
При исследовании отображения f на непрерывность можно посту-. 

пать иначе. С этой целью запишем отображение f в виде } = (1, fo, ... 
..., [п), TRE компонентами f,, fo, ..., [м являются отображения 

f,:D>R, i=T, п. 

Согласно теореме 1, п. 6.9, отображение f имеет при х-— ZX, предел 
f (то) = (fy (Zo), fe (®o), --- > р (%)) тогда и только тогда, когда 

f(x) — [1 (5), = 1, п, при х—2. Поэтому отображение f непре- 
рывно в точке х, тогда и только тогда, когда в этой точке непре- 

рывны все компоненты f;, | = 1, п. 

Теорема 3". Если отображения }: р — В, #8: р Ю", ре КЮ", 
непрерывны в области D, то в этой области будут непрерывными и 
отображения 

Тв, (1, 8) и Af, ACR. 
Доказательство аналогично доказательству теоремы 3. > 
Из этой теоремы следует, что множество непрерывных в области 

D отображений образует векторное пространство, которое обозначим 
символом С (2). В частности, множество всех непрерывных Ha сегмен- 
те la, 5] функций образует векторное пространство, обозначаемое сим- 
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волом С [a, b]. При этом функция [ : [а, 6] > [R называется непрерыв- 
ной на сегменте [a, bl, если она непрерывна на интервале la, bl и в точ- 
ке а непрерывна справа, а в точке b — слева. 

Пример 4. Показать, что функция 

XX 2 9 
‚ если x7 +2x,540 и [(0, 0) =0 

Pt xe | 2 
(Ха, Х2) = 

терпит разрыв в точке (0, 0), а функция 

| XX... Xm 
(ху, Хо, 20+, Xm) = с 12 » если Xp +X, tees +X, =0 

мо eb on | 
и ! (0, 0, ..., 0) =0, где m>2, является непрерывной в точке (0, 0, ..., 0). 

Действительно, первая функция терпит разрыв в точке (0, 0), поскольку она не 
имеет предела в этой точке (см. пример 2, п. 6.7). НЧепрерывность второй функции сле- 
дует из того, что [ (хи, Хо, ..., Xm) > 0 при xy > 0, х. > 0, ..., Xm - 0 (см. пример 3, 
п. 6.7 

Пример 5. Если х@ К", x= (х,х.,..., Xm), то функции фу i= 1, т, оп- 

ределенные равенствами 

ф; (4) =x, ЕЮ", i=1, т, 

непрерызны на R™ 
В самом деле, Ух, Е К" и We > 0 при 6 = € из неравенства | < — 2 | < 8 

следует 

| Ф: (2) — $; (Xp) | = | xi — XP | S| e@— By] <e. 

Отсюда и из теоремы 3’ вытекает, что каждый многочлен, заданный равенством 
п п P (a) Ув к. м, 6 т 

сде Dry Ry ЕК, п, ..., пм — целые неотрицательные числа, а сумма содержит 

конечное число слагаемых, является непрерывной на R™ функцией. 
Далее, частное двух многочленов вида (5) непрерывно всюду на К, где знамена- 

тель отличен от нуля. 
Пример 6. Полилинейная форма Ф (см. равенство (5), п. 3.3), для которой 

п 

У а 
_ = 
ИЯ 

непрерывна на R” x R" x... x В" =Е (всего т сомножителей). 

Действительно, при этом условии справедливо неравенство 

nt. | <M, M>O, т 

п 

|Ф (21, ..., п) | = У ам, <М |2. |... lam |. (6) 

Поэтому W(Yi, У», ..., Ут) € Е в силу линейности формы по каждому из аргументов 
имеем 

$ (21, ..., бт) —Ф(Уь ..., Ут) =Ф (21 —У:, Ly oe Ln) + Ф (У1, 2. —У» 

Hq, ++ Bm) + + -НФ(Уь, +. › Уть Ln — Ум). 

Отсюда и из (6) получаем оценку 

Lp (2, ..., Ln) —Ф (И, ут) | < Мм и, | + | ele | т | -- МУХ 

Х |2 — ужа [Жи [НН Ма ee Loe | т — Ум |. (7) 
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Пусть е>0 задано. Выберем 5>0 такое, что |a;—y;|< 6 Yi= 1, m. 

Отсюда | 2;| < |иу;| +45, (= 1, т. Обозначим A = max (| y;|-+ 5). Тогда из нера- 
венства (7) получаем оценку 137<т 

т 

| Ф (z,, eee 9 Im) —Ф (у, eee gy Ут) | < MA™—! У. [ж— и: |< MmA™— ‘6. 

= 

Теперь выберем 6 таким, чтобы 6 < : При |a;—y;|< 5 выполняется 
МтА"—1 

неравенство 
|p (xy, ese y Тт| ) —Ф (1, see y Ут) | < в, 

из которого следует непрерывность полилинейной формы @ на E. 

7.2. Точки. разрыва функции и их классификация. Особые точки 
функции. 

Определение 1. Если функция f: J > ЮР не является непрерыв- 
ной в точке х, Е J, то говорят, что она терпит разрыв в этой точке. 
При smom точка xX) называется точкой разрыва финкции f. 

Точки разрыва функции f классифицируют следующим образом: 
1) Пусть x,€ J — точка разрыва функции { и существует предел 

lim f(x), конечный или бесконечный. При этом: 
ХХ 0 

a) если lim/ (x) конечный, то назовем точку ху точкой устрани- 
X+Xy 

мого разрыва функции f; 
6) если Пт} (x) = 00, то назовем точку xX, точкой разрыва типа 

х- Хо 

пол юса. 
2) Если limf (x) не существует, то точка х,Е9 называется точ- 

X+Xo 

кой существенного разрыва функции f. При этом: 
а) если существуют конечные пределы f (х— 0) и [{(%- 0), 

Ё (xo— 0)  f (х,- 0), то точка xX) называется точкой разрыва первого 
рода функции f; 

6) все остальные точки существенного разрыва называются т10ч- 
ками разрыва второго рода функции f. 

Следует отметить, что если х, — точка устранимого разрыва функ- 
ции f, то всегда существует непрерывная в точке xX, функция g: J > 
— [R, сужение которой на множество J \ {ху} совпадает с функцией 
/. Для построения функции © полагаем 

f(x), если xE IX {xo}, 
g(x) = lim f(x), если x = Xp. 

Хх-% 

Определение 2. Функция |: la, 6] > Р называется кусочно- 
непрерывной на [а, 6], если она непрерывна на сегменте la, Ol, 
исключая, быть может, конечное число точек разрыва первого рода и 
конечное число точек устранимого разрыва. 

Множество всех кусочно-непрерывных на сегменте [а, 6] функций, 
очевидно, образует векторное пространство. 

Определение 3. Пусть | : D > р, р< В", 2) — предельная точка 
множества О. Точка ty называется особой точкой функции f, 
если Ly @ О. 
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Приведем следующую классификацию особых точек фупкции: 
1) Если существует конечный предел limf (x), то x, называется 

I>, 
устранимой особой точкой функции }. 

2) Если lim f(x) = со, то х, называем полюсом функции {. 
> т, 

3) Если предел функции f в точке 2, не существует, то назовем ху 
существенно особой точкой функции f. 

Если 2 — устранимая особая точка функции f, TO, как и в случае 
устранимой точки разрыва, всегда существует непрерывная в точке 
x, функция g:D |) (х,} > [R, сужение которой на D совпадает с 
функцией /. Для построения функции g полагаем 

f(x), если ЕО, 

8 (7) = | jim f(x), если"х = Lp. 
т>т, 

Пример 1. Показать, что функция / : R > R, где 

х, если х — рационально, He =| 
—Xx, если х — иррационально, 

непрерывна только при х = 0, причем все остальные точки области определения 
функции являются точками разрыва второго рода. 

В самом деле, если x = 0, то } (0) = Оби \М=> 0Опри |х | < 6 = в справедли- 
во неравенство |'f (х) | < |х|< &, из которого вытекает непрерывность функции 
при x = 0. Пусть x) — произвольная точка множества R \ {0}, а {х„} — последо- 

вательность рациональных чисел, сходящаяся к точке х, {х„} — последователь- 

ность иррациональных чисел, сходящаяся к точке хо. Поскольку при п - со COOT- 
ветствующие последовательности значений функции сходятся к разным пределам 

Р (Xn) = Xn > Х, f (x,) = —x, > —Xy; 

то предел функции f при xX -> х He существует. Поэтому все точки множества RN 
< {0} являются точками разрыва второго рода. 

Пример 2. Рассмотреть функции 

sin x 
’ Хх > —, 

x x? 

. | 
Хх —_, 

областью определения которых является множество R \ {0}. 
Здесь точка х = 0 является особой точкой для каждой из этих функций. По-. 

скольку 

sin x | 
lim =1, lim—y =°9, 
x0 x v-+0 

. e | AJ oe 

a lim sin>- He существует (см. пример 2, п. 6.1), то точка x = 0 для первой 
х-0 

функции является устранимой особой точкой, для второй — полюсом, а для третьей — 
существенно особой точкой. В первом случае в качестве функции g:R - К, не- 
прерывной в точке x = 0 и имеющей сужение на К \ {0}, совпадающее с функцией 

sin x 
Х += ‚ можно принять функцию &, определенную равенством 

sin x 
—— , если xC€R 0 g (x) — x Е \ { }, 

1, если х=0. 
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Для значений x 540 функция & является частным двух непрерывных функций, a 
потому сама непрерывна. Следовательно, функция g непрерывна при всех значе- 
НИЯХ Х., 

7.3. Непрерывность монотонной функции. Рассмотрим некоторые 
свойства монотонных функций, имеющие большое применение как в 
теории, так и на практике. 

Теорема 1. Монотонная на интервале ]а, М функция f может иметь 
не более чем счетное множество точек разрыва. 

Предположим для определенности, что функция f: Ja, bl > [R 
неубывающая на ju, bf. Пусть Е — множество точек разрыва функ- 
ции [. Каждой точке x € Е сопоставим такое рациональное число г (x), 
что 

f(x — 0) <г(х < Е -+0). 

Ясно, что г (х1) Sar (Xo), если х, 5 х., так как при x, < xX, вы- 
полняется неравенство ff (x, + 0)< f(x, —0). Таким образом, между 
множеством E и подмножеством множества всех рациональных чисел 
установлено взаимно-однозначное соответствие. А так как всякая часть 
множества рациональных чисел не более чем счетна, то множество 
точек разрыва монотонной функции не более чем счетно. > 

Теорема 2. Если строго монотонная функция ft : ja, Ы — Ic, dl сюрь- 
ективна, m. е. если | (la, bl) == Ic, dl, то f — непрерывна на Ja, OI. 
Ч Для доказательства предположим обратное, т. е. что функция } 
имеет разрыв в точке Xp Е lu, b[. При этом в случае возрастающей функ- 
ции следует, что | (хо —- 0) < fF (x) -+ 0). А тогда функция { не может 
принимать значения, содержащиеся между числами f (x), — 0) Hf (x) + 
-- 0), что противоречит условию. >» 

Следствие 1. Если функция [: [а, 6] > [с, 4] строго монотонна и 
f (la, 6]) = fe, а], то функция f непрерывна на сегменте [а, 6]. 
4 Пусть функция / возрастает. Тогда с < f (x) < а. Очевидно, f (a) = 
= с, [ (6) == 4, так как в противном случае не могло бы выполняться 
равенство f ([а, bl) = [с, dl. 

Согласно теореме, функция f непрерывна на интервале ja, bl. He- 
обходимо доказать, что функция f непрерывна в точке х = а справа, 
а в точке x = $ — слева. Если предположить, что функция | терпит 
разрыв, например, при x = b, то, поскольку /(6 — 0) существует, 
непременно должно выполняться неравенство } (6 —- 0) < f (5). Таким 
образом, приходим к выводу, что функция | не может принимать зна- 
чения, лежащие между [ (6 — 0) u f (6), что противоречит условию. > 

Следствие 2. Теорема справедлива, если интервал заменить на полу- 
интервал. 

7.4. Непрерывность функциональной матрицы. Рассмотрим отоб- 

ражение А области D < В" BM, где 9% —- векторное нормированное 
пространство, элементами которого являются матрицы 

а: (<) а:›(%)... аш (2) 

а») (2) а.›(т)... Aon (т) 

Чт (x) то (x) ... Amn (x) 
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размерности т Хх п, которые кратко обозначим символом (аи (5)), так 
что A(x) = (ai; (x)), ЕО. 

Согласно определению |, п. 7.1, отображение A: -ы (а (2)) не- 
прерывно в точке х, ЕД, если 

lim (аи ()) = (аи; (5о)). 
L> Ly 

Доказано (теорема 2, п. 6.9), что при х—45, матрица (ас; (т)) 
имеег своим пределом матрицу (а; (5.)) тогда и только тогда, когда 

lim Ai; (=) = ai; (хо), i= |, ’ j= |, п. 
I> Ly 

Таким образом, функциональная матрица х-» (а (х)), х СО, не- 
прерывна в точке х, тогда и только тогда, когда в этой точке He- 
прерывны все ее элементы аи: D—>R, Е=1т, |= |, п. 

Непосредственно из теоремы 2, п. 6.9, вытекают следующие 
утверждения: 

а) если функциональные матрицы Tre А (1х), Lee B(x), LCD, 
непрерывны в D (одинакового размера), то их сумма xe (А -|- В) (zx) 
также является непрерывной матрицей; 

6) если непрерывные в D функциональные матрицы А и В таких 
размеров, что для них определены произведения 

xr» А (2)В (2), х--А()В(т), 260, 
где В — непрерывная в D вектор-функция, то эти произведения не- 
прерывны в D. 

Рассмотрим функциональный определитель 

а: (2) а1.(%)... Ain (2) 

Qo (x) Ags (x) ... Qn (x) 

Ani (%) Ano(@) ... Ann (2) 

где ЕД. В каждой точке хе он равен сумме п! слагаемых, каж- 
дое из которых является произведением п сомножителей, взятых по 
одному из каждой строки и каждого столбца. Поэтому, если элементы 
определителя непрерывны в О, то он является непрерывной в D функ- 
цией. Если квадратная матрица непрерывна в О, то соответствующий 
ей определитель также будет непрерывен в области D. 

. Критерий непрерывности функции. Рассмотрим необходимое 
I тон условие непрерывности числовой функции в точке. С этой 
елью введем понятие колебания числовой функцин в области D c E, 
де Е — метрическое пространство. 
Пусть f: D>R, DCE, т (D) = int f (x М (D) = sup} (x). 

хе x€D 
| Определение 1. Колебанием w (f D) функции | в области D 
называется разность (конечная или бесконечная) 

| 
и 

w (f (D)) = M(B) — m(D). 
Если М (D) = +00 или т (0) = --со, To говорят, что функция 7 

меет бесконечное колебание в области р. 
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Теорема 1. Если существует положительное число С Е ® такое, 
что Ух, y ЕО выполняется неравенство 

f(x) — (и) [< С, (1) 
то функция f имеет конечное колебание в области D, причем 

wo (f(D)) = sup {|/(х) —#(и)|}. 
x,yED 

4 Запишем неравенство (1) в виде 

Fy) —СЗ 1 Ки С. (2) 
Фиксируем произвольное УЕД, ах заставим пробегать всю об- 
ластьр. Тогда из неравенств (2) следует, что функция | ограничена 
в D, а поэтому существуют конечные грани 

m(D) = inff(x), M(D) = sup / (x). 
хер хо 

x . i 
Из свойств точных граней следует, что VE,, & = tn? I Xn» In €D, 

для которых 

м (р) —-- <f (xn) <M (D), (3) 

m(D) <f (y,)<m(D) +>. (4) 
Из неравенств (1), (3), (4) получаем неравенства 

M (D) — m(D) — -- <F (x) —F (Yn) <C, 

из которых следует, что @ (f (2))—— <С . Переходя к пределу при 

п — oo, получаем w(f(D))<C. Таким образом, если С -— произволь- 
ная верхняя грань множества {|f(x)—/(y)|}, x, y€D, то всегда 

© (f(D) <С. Из неравенств m(D)<f(x)<M(D), m(D)<f(y)< 
< М (р) следует неравенство | f (x) — f(y) | < M(D) —т(Б) = ®({(0)), 
т.е. w({(D)) также является верхней гранью множества {| f(x) — 
—f(y)|}. A из неравенства w(f(D))<C следует, что w(f м наи- 
меньшая верхняя грань, т. е. ® ({(О)) = sup {| F(x) —F(y)]}- 

yED 
Теорема (критерий Bap a). функция Г непрерывна в точке 

Хх ЕР тогда и только тогда, когда Ув >0 36 >0 такое, что 
‚в окрестности S (ху, 6) колебание w (f ($ (х,, 6))) < E. 
4 Пусть f непрерывна в точке x,€D. Тогда Ve > 036 >0 
такое, что Ух, y € 5 (хо, 5) выполняются неравенства 

А) — Ро), Аж) — Ни < Ь-р; 
отсюда | 

F(x) — Г) <-, 

w (f ($ (Xo, 6))) = бир Г ГП <a <e. 
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Пусть теперь \ >035>0 такое, что Wx ES (xX, 6) вы- 
полняется неравенство w (f ($ (х,, 5))) <е. Тогда для этих зна- 
чений х имеем 

F(x) —Fo)IS sup ПРО — Ио) < 

< sup  {|f(x)—F(y)|} = © (1 ($ Я, 5))) <=. № 
х./Е У (Хь,0) 

Определение 2. Верхним пределом f(x) функции | в 
точке x, ЕО называется величина (конечная или бесконечная) 

Г (%) = lim sup f(x). (5) 
6---0 хЕ$ (x%5,8) 

Аналогично, нижним пределом’ функции [в точке x) ЕО 
называется величина 

(хо) = lim inf f(x). 
- 6-0 x€S (хо.6) (6) 

Функция 6 -> М (5 (xo, 5)) = sup f(x) не возрастает, а функция 
XES (хо,6) 

5-> т (5 (хо, 6)) = inf f(x) не убывает при убывании 6; при этом 
XES (Xo,0) 

выполняется неравенство 

т (5 (Xo, 6)) SM (S (xo, 5). 
Если т (5 (Xo, 6)) ограничено снизу, а М ($ (Xo, 5)) — сверху, то, 
согласно теореме 4, п. 6.4, существуют конечные пределы (5) и (6). 

Определение 3. Колебанием о (f (х,)) функции | в точке хо 
называется разность 

f (Xo) — f (хо). 

Очевидно, 

w (f (Х)) = dim М (f ($ (Xo, 5))) — lim m (f(S (Xo, 5))) = 
6-0 6,0 

= lim (МО ($ (x9, 6) — т ( ($ (хо, 8)))) = lim @ (F (S (x9, 8). 
6->--0 6++0 

Таким образом, колебание функции | в точке х является преде- 
лом колебания функции f в шаре $ (xy, 6) с центром в точке ху и радиу: 
сом б при условии, что радиус шара 6 стремится к нулю. 

Из теоремы 2 непосредственно следует следующее утверждение, 
которое сформулируем в виде следствия. 

Следствие. Функция | непрерывна в точке х, тогда и только тогда, 
когда се колебание в этой точке равно нулю, т.е. в (f (%)) = 0; други- 
ми словами: функция | непрерывна в точке XxX) тогда и только тогда, 
когда в этой точке верхний и нижний пределы функции f совпадают, 
т. е. 

f (Xa) = fF (xo). 
Теперь установим нелокальный критерий непрерывности. 
Теорема 3. Для того чтобы отображение | метрического простран- 

ства Е в метрическое пространство Е было непрерывным, необходимо 
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и достаточно, чтобы прообраз при отображении f любой открытой 
части в Е был открытой частью в Е. 
4 Необходимость. Предположим, что } непрерывно на E, У открытое 
множество в Р. Покажем, что Г" (У) открыто. Так как У открыто, то 

Ух Г ' (У) de > Отакое, что $ ($ (хо), =) = У, а так как отображе- 
ние f непрерывно, то Ve > 0, в частности для & указанного выше, 
45 > 0 такое, что Ух Е $ (ж, 6) fF (x) ES (f (Xo), ©). 

Таким образом, хЕГ (У), fr (У) = {xC E:f(x)€Y}, как только 

x €S (хо, 5). Следовательно, x,€f' (Y) вместе с некоторой окрест- 
ностью S (Xp, 6). 

Достаточность. Пусть РГ" (У) открыто в E для всякого откры- 
того множества У из Е. Для фиксированного x,€ E и Ye>O0 рас- 
смотрим открытый шар $ (1 (хо), =). Множество У = S(f (x), =) от 

крыто, а поэтому и (У) открыто; значит, 36>>0 такое, что x€ 

ЕР (У), у (У) = (хЕЕ:/(х)ЕУ}, как только x€S (xX, 6). Но если 

хЕГ (У), то | (ЕТ, т. е. [(х) Е 5 (Ff (xo), &) при хе 5 (xo, 6), или | 
непрерывно в точке Xo. А так как х, произвольная точка множества 
Е, то [ непрерывна на Е. № 

Пусть О область в метрическом пространстве Е. Как уже отмеча- 
лось ранее, отображение } : р — F непрерывно в D, если оно непре- 
рывно в каждой точке области D. Если область D объединить с ее гра- 

ницей Lp, то получим замыкание D множества D (см. п. 5.2), которое 
называют замкнутой областью. 

Определение 3. Отображение | : D > F называется непрерыв- 

ным в замкнутой области О, если оно непрерывно как 
в каждой внутренней точке, т. е. в области О, так и в каждой точке 

границы Lp области О. Отображение | называется непрерывным в точ- 

ке X, Е Lp, если We >> 0 36 >> 0 такое, что Ух Е $ (x, 5) ПО выпол 
няется неравенство 

pr (f(x), 7 (%)) <=. 
Если множество D < ЕЁ не является областью (например, не яв- 

ляется связным множеством), то это множество, как часть метриче- 
ского пространства FE, само является метрическим пространством с 
метрикой индуцированной метрикой пространства Е. Поэтому 
определение непрерывности отображения | на множестве D остается 
прежним. 

Однако имеются некоторые различия в форме записи окрестностн 
точки х, ЕО. Если множество D не является связным, то окрестность 
Sp (хо, 5) точки xX) в множестве D определяется равенством 

Sp (Xp, 8) = (ХЕ Dt pe (x, м) < 8}. 
Окрестность этой же точки ху, как точки множества Ё, определяется 
равенством 

SE (Хо, 0) = (ХЕ Е: pe (x, №) < 6}. 
Ясно, что 

| бр (Хо, 6) < Sz (Xo, 4). (7) 

154



Окрестность Sp (x), 6) можно записать и в другой форме 

Sp (Xo, 5) = Se (Хо, 5) П О. 

Учитывая это, дадим определение непрерывности отображения 
Г: 2 — Ев точке x, € D, где D — не связное множество. 

Определение 4. Отображение | называется непрерывным в 
точке № ЕО, если Ve > 0 36 >0 такое, что Ух Е Sp (xp, 5) вы- 
полняется неравенство 

pF (f(x), f (Хо) < =. (8) 
Заметим, что если отображение }: E > F непрерывно на Е, то 

сужение его /|D на любое (даже на не связное) множество О также 
непрерывно. 

Это следует из того, что если неравенство (8) выполняется \УхЕ 
€ Se (x), 5), то в силу включения (7) оно остается справедливым H 
Vx Е Sp (Xp, 6). 

Отметим также, что отображение | : Е > Е может терпеть разрыв 
в каждой точке множества Ё, а его сужение [| D на множество D < 
< Е может быть непрерывным на множестве D (или в некоторых его 
точках). 

Например, функция Дирихле 

|, если xX рационально, 
Х:х- | 

0, если xX иррационально 

терпит разрыв в каждой точке пространства К. 
Однако ее сужение X|Q: x1, x€Q, на множество рациональ- 

ных точек @ и ее сужение Х|(В \ ©): х-ь 0, хЕВ\ ©, на мно- 
жество иррациональных точек непрерывны соответственно на © и 

\ 

7.6. Свойства непрерывных функций. Изучим сначала свойства, 
присущие всем непрерывным функциям различной природы. При этом 
свойства числовых функций скалярного аргумента вытекают из соот- 
ветствующих свойств более общих функций и отображений. Этим 
избежим повторения доказательств. | 

Сначала установим иекоторые локальные свойства непрерывных 
функций. . 

Теорема 1. Непрерывное в точке x, Е D отображение } : D > RR’, 

р < К”, ограничено в некоторой окрестности этой точки. 
 Гсли отображение { непрерывно в точке 2,€D, то \У=>0 
96 >0 такое, что ](5 (ту, 6)) = $ (1 (хи), #), а это означает, что 

УтЕЗ (Xp, 5) 

р (7 (x), 7 (%.)) <=. № (1) 
Следствие. Если п = 1, т. е. для случая непрерывной в точке х, Е 

ЕР числовой функции |:О >В, неравенство (1), справедливое 
Vax €S (xy, 6), принимает вид 

| (50) —=< 1 (x) < [ (Xp) + =. (2) 

Теорема 2. Если числовая функция f: D>R, DCR”, непрерыв: 
на в точке ЕО и f(x.) ==0, то существует такая окрестность 
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5 (xo, 6) точки т, что WxrES (xo, 6) [(5)<0, если f(a%)<0 и 
f(x) > 0, если f(x) > 0. 
4 Из условия следует, что \=>0 36>0 такое, что Vre 
Е$ (то, 5) выполняется неравенство (2), где f(z) ==0. Если выбрать 
< |{(5о) |, то VES (2, 6) числа f(x) —в, f(x), f(€o) + в имеют 
один и TOT же знак, совпадающий со знаком числа }(5,). № 

Из доказанной теоремы следует, что если значение непрерывной 
в точке 2, функции f положительно (отрицательно), то оно остается та- 
ким же для всех значений } (5%) из некоторой окрестности точки f (Zp). 
Поэтому теорему называют теоремой об устойчивости знака непре- 
рывной функции. 

Перейдем теперь к изучению глобальных свойств непрерывных 
функций. Сначала установим зависимость между понятиями непрерыв- 
ности и связности. 

Теорема 3. Если | непрерывное отображение связной области D 
метрического пространства Е в метрическое пространство Е, то мно- 
жество (р) связно. 
@ Предположим обратное, т. е. что множество } (О) несвязно. Тогда 
множество | (D) можно разбить на две открытые непересекающиеся 

части A и В. Поскольку { непрерывно, то множества f(A) = {x€ 

€E:f (x) EA}, Г (В) = {x€ E: f(x) 6 В} открыты (теорема 3, 
п. 7.5) и объединение их совпадает с множеством О. При этом их пере- 
сечение пусто, поскольку пусто пересечение множеств A и В. Ho 
это означает, что множество D несвязно, вопреки предположе- 
нию. № 

Следствие. Если D связное множество метрического простванст- 

ва Е, а функция |: D — Р непрерывна, то | (Р) является интервалом, 
полуинтервалом или сегментом. 

Действительно, поскольку / непрерывная функция, а множество D 
связно, то, согласно доказанной теореме, множество } (2) связно, а 
поэтому (теорема п. 5.5) является одним из множеств: интервалом, 
полуинтервалом или сегментом. p> 

Полученное следствие является свойством непрерывных функций 
принимать все промежуточные значения. Суть его состоит в том, что 
непрерывная на связном множестве числовая функция вместе с любы- 
ми своими двумя зпачениями принимает также все промежуточные 
значения. 

Теорема 4 (Коши). Если функция |: 9 +R, J CR, непре- 
рывна на интервале J ив двух точках x = а, х == b этого интер- 
вала принимает разные значения } (а) = A, [ (6) = В, то для произ- 
вольного числа С, лежащего между Аи В З ЕЕ Ol, что f (Е) = 

В частности, если между А и В содержится число нуль, TOI Е 
€ la, bl такое, что f (1) = 0. 

Приведенную теорему часто применяют в качестве простого дока- 
зательства существования корня уравнения | (x) == 0. Например, 
покажем, что уравнение е^ -|- 2х — 2 = 0 имеет положительный ко- 
рень. Действительно, непрерывная функция |: x нь ex -- 2х — 2, хЕ 
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ЕК. в точках x = Ou x = 1 принимает значения различных знаков: 
f (0) = --2, f (1) = е. Интервал J—2, el содержит точку нуль, которая 
является значением функции в некоторой точке, т. е. ЗЕ 10, И 
такая, что { (n) = 0. 

Определение 1. Дугой, соединяющей точки а и В метрического 
пространства Е, называется такое непрерывное отображение | сег- 
мента [а, В] < В в F, что f (a) = a, f (В) =6. 

При этом точки а и В называются началом и концом дуги. 
Теорема 5. Если любые две точки метрического пространства Е 

можно соединить некоторой дугой, то Е связно. 
Если это не так, то Е можно разбить на два открытых непустых 

множества A и В, имеющие пустое пересечение. Пусть а ЕСА, DEB. 
По предположению точки а и 6 можно‘ соединить некоторой дугой. 
Пусть К — образ сегмента [a, В] при отображении f. Тогда К Г] A 
и K (\ В открытые множества (теорема 4, п. 5.1) и оба непустые, по- 
скольку содержат точки а и 6 соответственно. Мы получили разбие- 
ние множества К на два открытых непересекающих множества, что 
противоречит теореме 3, в которой утверждалось, что образ связного 
множества [a, Bl при непрерывном отображении является связ- 
ным. > 

Определение 2. Пространство линейно связно, если 
любые две его точки могут быть соединены некоторой дугой. 

Из последней теоремы следует, что из линейной связности выте- 
кает связность. Используя связность множества значений непрерыв- 
ной функции, можно получить условия, при которых существует об- 
ратная непрерывная функция. 

Теорема 6. Пусть Х < В — одно из множеств [а, В], la, bf, la, 51, 
la, b[, где а и b —- числа или символы —оо, + оо. 

Если |: Х > В строго монотонная, непрерывная функция, то 

образ [(Х) < ЕЮ является связным множеством того же Muna, что и 

Х. Существует обратная функция [` ': f (X) > Х также строго мо- 
нотонная и непрерывная на множестве | (X). 
<q Доказательство теоремы будем проводить для случая возрастающей 
функции; если функция убывает, поступаем аналогично. 

Пусть Х = а, 8]. Обозначим f(a)=a, f(b) =В. Из непрерыв- 
ности функции f на сегменте |а, 6], теоремы 3 и ее следствия выте- 
кает, что }([а, b]) = |а, В], т.е. каждая точка сегмента [a, В] явля- 
ется значением функции при некотором x €[a, 6]. Обозначим [a, В] = 

= {y€R:acy<B}; тогда УуЕ[а, В] Jx€[a, 6] такое, что f(x) = 
= у. Поэтому существует функция f-':[a, В] —= [а, 8], которая каж- 
дому y€[a,B] ставит в соответствие то значение хЕ[а, 6], для 

которого f(x) = у. Покажем, что функция Г ' возрастает на [а Bl. 

Пусть yy = f (X41), Yo = fF (хо). Если y, = [(х1) < | (хо) = У», TO Хх < Xa, 
так как если бы X,>>%, или x, =х,, то в связи с возрастанием } 
выполнялось бы неравенство f (x,) > {(х.) или f (x,) =f (x,). Таким 

образом, из неравенства и < у» вытекает, что x, = К (и1) < [ (уз) = 
= х, и, тем самым, возрастание функции f ' установлено. 
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Функция f непрерывна на [, Bl, так как она возрастает на этом 
сегменте и множество ее значений сплошь заполняет сегмент la, bl (см. 
следствие 2 из теоремы 2, п. 7.3). 

Пусть теперь Х = [а, b[. Обозначим / (а) =@, (6 — 0) =f. В сн- 
лу возрастания функции {и теоремы 4, п. 6. 4, f(b — 0) = sup {f (x)}. 

а, 
Отсюда заключаем, что а < } (x) < В УхЕ[а, @. На самом деле a< 
<1(х) <В УхеЕ[а, 6[, так как если бы ЭЗх,@[ а, такое, что 
f (x) = В, то в связи со строгой монотонностью f VW XE] xX, В выпол- 
нялось бы неравенство f (x) >> f(x») =В, что противоречило бы опре- 
делению числа В. Таким образом, УхЕ[а, @ имеем а = [(х) < В. 
Более того, согласно теореме 3, имеем f ([a, b[) = [а, В]. Если обо- 

значить [a, B| = (уЕВ:а<у< В}, то УиуЕ[а, В ЭхЕ[ а, b[ такое, 
что f(x) =y. Поэтому существует функция f-' sa, Bl > [а, М. Как 
и в случае, когда X = [a, 6], показываем, что эта функция возрастает 
и непрерывна Ha [a, В. 

Аналогично поступаем, когда Х = Ja, В] или Х = a, Ol. > 
Из этой теоремы следует, что если функция {: Х >f(X), ХЕВ, 

f (X) CR, имеет обратную функцию Е: f(X)>X, то 

РИ) =x УХЕХ, 

RF (FO) = F(x) WF (X) F(X). 
Теорема? (первая теорема Вейерштрасса). Если 

функция f:D +R, Бес В", непрерызна в замкнутой ограниченной 
области О), то она ограничена в этой области, т. е. Im, MER 

такие, что Wx€ D выполняется неравенство 

т<}[(<1) < М. 

4 Докажем, что функция / ограничена сверху; ограниченность снизу 
локазывается аналогично. Предположим обратное; тогда Wn Е № 

1.6) такое, что 
_ [7 (5„) [> п. (3) 

Поскольку область D ограничена, то последовательность {х„} также 
ограничена, А тогда, согласно теореме 2, п. 4.8, из ограниченной по- 
следовательности {2,,} можно выделить подпоследовательность {Ln,}> 

которая сходится к точке Ly. Эта точка является предельной точкой 

области D, а так как D замкнута, то 2% €D. В силу непрерывности 
функции { в точке Ly имеем 

f (np) —> P(e) при пь- оо, 
а это противоречит предположению (3). > 

Теорема $ (вторая теорема Вейерштрасса). Если 

Е: р — R — непрерывная функция, D < ®” — ограниченная замкну- 
тая область, а 

М =sup/(x), m= inf/ (x), 
хер x€D 
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то существуют по меньшей мере две такие точки хм ED, t_€ D, что 

(хм) = М, [(%т) = т. (4) 
Другими словами: непрерывная в замкнутой ограниченной области 

р функция { достигает своих точной верхней и точной нижней граней. 
 Лля доказательства теоремы предположим обратное, т. е. что, на- 

пример, /{ (5) < М \УхЕО. Torna функция g, определенная ра- 
венством 

| — 

8 (2) = ид, FY, 

является непрерывной, как частное непрерывных функций со знаме- 
нателем, отличным от нуля. Согласно предыдущей теореме, функция 
g ограничена сверху некоторым числом 1. причем в >> 0, так как М — 
— f (x) > 0. Следовательно, 

| — 

Отсюда получаем неравенство / (7) < М — — , противоречащее опре- 

делению числа М. Источник противоречия в предположении, что не 

существует точек хм@ЕР и 2,,€D, в которых выполнялись бы равен- 
ства (4). > 

Теорема 9. Непрерывное отображение 1: 2—8”, f = (fu he, 

‚ fr), ограничено в замкнутой ограниченной бласти D тогда и 

только тогда, когда каждая из функций Н: О-В, i=1,n, огра: 
ничена. 

Пусть отображение f ограничено в р, т. e. ЗМ ЕК такое, что 

|1 (2) |< М УзЕБ. 
Тогда ограниченность каждой из функций f;,, ¢ = 1, п, вытекает из 
неравенства 

[А (2) |< [1 (2), 2ЕБ, 

справедливого для любой из введенных норм в В". 
Пусть теперь каждая из функций f; ограничена, например, числом 

M,, i=1, п. Тогда, если |f (5) | = | УР (x), 

|1 (2) |< yw? = M УхЕД. № 
i=! 

7.7. Равномерная непрерывность. 

Определение 1. Функция |: 0—8, ро Ю", называется рав- 
номерно- непрерывной в области D, если \№>0 
3$ >0 макое, что WxE€D Л Vy€D, удовлетворяющих условию 
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выполняется неравенство 

lf (2) —fiy)|<e. (2) 
Внешне определение равномерной непрерывности похоже на 

определение непрерывности на «языке & —- 6». Однако имеется сущест- 
венное различие. Во-первых, свойство функции быть равномерно- 
непрерывной является глобальным свойством, в то время как нпепре- 
рывностью функция может обладать только в одной точке. Во-вторых, 
число 6, участвующее в определении непрерывности функции в каж- 
no точке из области D, зависит не только от &, но и от самой точки 
(разным точкам, вообще говоря, соответствуют разные 6). Если же 
функция } равномерно-непрерывна в области D, то, как следует из 
определения, число 6 зависит только от заданного & и не зависит от х 
(в определении участвует вся область, а не отдельные ее точки). Ясно, 
что если функция равномерно-непрерывна в области О, то она являет- 
ся непрерывной в каждой точке этой области. 

Заметим, что если функция { не является равномерно-непрерыв- 
ной в области D, то 3в>>0 такое, что У6>0 Jax, y€D такие, что 

|х —у| < 6, однако |{ (x) — | (у) | 22 =. 

Пример 1. Показать, что функция |: х + х -- зпх, x € К, равномерно-непре- 
рывная. 

Действительно, пусть & > 0 задано. Тогда 

lf) —Fy)l=|*+sinx—y—siny| <|x—y|+]sinx—siny|=|x—y|+ 

+ |2sin ху —— cos <|x—yltl<xe—yl=2|x—yl<e, 

Е 
если Ix—y|<6=->. 

Итак, среди неограниченных в области определения функций могут встречаться 
равномерно-непрерывные. yr 

Пример 2. Исследовать на равномерную непрерывность функцию f:x—+ Vx, 
x> 0. 

Пусть & > 0 произвольно. Если x и у такие, что 

О<хх =, O<y<e, (3) 

TO |x—yl<e&=6 и 0 <Wie г, 0< Vy<e. Отсюда следует, что | f (x) — 

—f(y)|=| Wx —Wy|<e. Если xe условия (3) не выполняются, т. е. хотя бы 

одно из чисел хи у не меньше 23, то Их? Way + Wy? > e*. Тогда 

ПИ — | = |x—y| < Ми og 
Уе + Уи e 

3 3/ 3/7 
как только | х —и| < 23 =0. Таким образом, Их — Пу < г, если [x—y|< 
< er =0. 

Пример 3. Показать, что функция x +> In x, 0 «< x < 1, не является равномер- 
но-непрерывной на интервале ]0, I[. 

В самом деле, пусть хи =e", y, =e", nC №. Поскольку | и — xn | >0 
при п -> со, то разность | у, — х„| может стать меныше любого положительного числа. 
Однако 

Пилхи — Мил | =п > со при п >< 

и, следовательно, не может быть меньше произвольного E > 0. 
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Пример 4. Показать, что функция двух переменных f (x) = f (x1, х2) = хх не 
является равномерно-непрерывной. 

Для доказательства рассмотрим две последовательности точек 

| ] 

пространства Юз. Расстояние между этими точками 

п 
| Фи — уп | = 

стремится к нулю при п > со, а разность значений функции 

| | \2 
n?-+—] — м4 

n 

стремится в бесконечность при п -» со. Поэтому ‘функция f не является равномерно- 
непрерывной. 

| 
lf (tn) — f (yn) | = = 2n + = 

Последние два примера указывают Ha TO, что непрерывная в об- 
ласти D функция может не быть равномерно-непрерывной. В каких 
случаях из непрерывности функции | следует ее равномерная непре- 
рывность, устанавливает следующая теорема. 

Теорема 1 (Кантора). Если функция f: О — R, DCR", не- 
прерывна в замкнутой ограниченной области О), то она равномерно- 
непрерывна в этой области. 
<q Применим метод доказательства от противного. Пусть 3 >0 

такое, что 6 >0 3х, y€D такие, что |x —у|< 5, однако |f (x) — 
—[(и)|>е. Пусть (6,} — произвольная последовательность положи- 
тельных чисел, сходящаяся к нулю при п-— со. Согласно предполо- 

жению WnEN 3х,, y,€D такие, что |2„— у„|< 6, однако 

Из ограниченной последовательности {x,}, согласно теореме 2, п. 4.8, 
можно выделить подпоследовательность (2„,}, сходящуюся К тТоч- 

ке £2). В силу замкнутости области) 2,€ D, а поскольку 6,— 0 при 
п —с0, то из неравенства 

| Lo — Yn, | < | — Lp, | + | Lap— Уп, | 

следует, что у„, —> 2, при Е — oo. 

В силу непрерывности функции { в точке ЕО из условий 
— Xo, Yn, —> To при Е — со вытекает 

f (n,) > | (Xo), fF (Yn,) — | (Lo), 

Lnp 

так что 

| F (*„,) —F(Yn,) |-> 0 при Е —> oo. 

А это противоречит неравенству (4), полученному исходя из пред- 

положения, что функция / не является равномерно-непрерывной в 

области D. > 
При доказательстве этой теоремы использовано услоьие, что об- 

ласть D замкнута. Если в условии теоремы замкнутую область D заме- 

6 2—313 161



нить на открытую ограниченную область О), то последовательность 
{т„}, участвующая в доказательстве теоремы, будет оставаться огра- 
ниченной и из нее можно выделить сходящуюся подпоследовательность 
(tn,}. Эта подпоследовательность сходится к точке 2 6 [R”, которая 

являясь предельной точкой области D, может и не принадлежать этой 
области. [Поэтому не смогли бы получить противоречие. Рассмотрен- 
ные примеры показывают, что в открытой ограниченной области функ- 
ция может и не быть равномерно-непрерывной. 

Пусть А — часть множества Е. Диаметром множества называет- 
ся точная верхняя грань множества всех расстояний между всевоз- 
можными парами точек этого множества. 

Следствие. Ecau слова функция | непрерывна в замкнутой огра- 

ниченной области D < В”, то У >0 36 > 0 такое, что для 

любого разбиения области D на замкнутые части D,, De, ..., D, 6ез 
общих внутренних точек с Ouumempamu, меньшими 6, колебания Ws 

i= |, п, функции f на D,, i = 1, п, будут меньшими в. 
< Согласно теореме, функция f равномерно-непрерывна в замкнутой 

ограниченной области О. Поэтому We > 0 36 > 0 такое, что 
Ух, y€D, удовлетворяющих условию (1), выполняется неравенст- 

во (2). Поскольку диаметр частей р, р», .... Dn меньше 5, TO расстоя- 

ние между любыми двумя точками из О, удовлетворяет условию (1), 

а тогда выполнено и неравенство (2). Если точки х, y € D, выбрать так, 

что { (2) равно точной верхней грани функции f B D,, af (y) — точной 

нижней грани, то тогда колебание ©, функции [в О; будет MeHb- 
ШИМ 6. > 

Определение 2. Отображение f:D>R", DCR”, называется 
равномерно-непрерывным в О, если Yer>O 36>0:\х, 
y€D, удовлетворяющих условию 

выполняется неравенство 

| f (x) —f (y)|<e. (6) 

Теорема 2. Отображение f: О > В", f = (fis fer ..., В), равно- 
мерно-непрерывно тогда и только тогда, когда каждая из функций 

f,: DR, i=l,n, 

является равномерно-непрерывной в О. 
Если отображепие f равномерно-непрерывно в D, то We >0 

35 >>0 такое, что Ух, y€D, удовлетворяющих неравенству (5), 

выполняется неравенство (6). Тогда каждая из функций |, [= 1, п. 
равномерно-непрерывна в силу неравенств 

[fi (5) —h WISI Ff (2) —1() |, 
непосредственно вытекающих из определения нормы в К". 
Обратно, если каждая из функций f, равномерно- непрерывна, то 

У=>0 >0:Va, ур Л|5-—у[<8 51 (2) —fly)|< У 
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i=1,n. Отсюда при указанных условиях 

h 2 

ле) — лв = (Уи <е. > 
Пусть Би Е — произвольные метрические пространства, aD < E. 
Определение 3. Отображение [:D —Е равномерно-н-е- 

прерывно нар, если Ve >0 36 > 0 такое, что 

Ух, УЕВ A РЕ (x, 9) < 6 > ре (1 (х), f(y) < =. 
Определение 4. Отображение |: р —Е удовлетворяет 

условию Гельдера или условию Липшица поряд- 
ка а, 0 < “< 1, если ЗЕ ЕК такое, что Wx, y€D выполняется 
неравенство 

pr (f(x), f(y) < Е (Pe (x, И)". (7) 
Если % = 1, то отображение f удовлетворяет условию Липшинпа. 
Теорема 3. Отображение, удовлетворяющее условию  Гельдера 

порядка & и тем более условию Липшица, равномерно-непрерывно. 
Пусть отображение f:D—-F, DCE, удовлетворяет условию 

Гельдера порядка a. Если Е = 0, то утверждение очевидно. В случае, 
1 

a 

когда R>O, У=> 0 положим 6 = (+ . Тогда Ух, yED A рЕ(х, 

у) <65, согласно неравенству (7), получаем pr (f(x), f(y))<e, т.е. 
отображение / равномерно-непрерывно в О. p> 

Обратное утверждение неверно. Например, функция {: x+> 
Inx ’ 

x€ |0 > и | (0) =0, непрерывна на сегменте (0, > а следова- 

тельно, согласно теореме |, равномерно-непрерывна на этом сег- 
менте. Однако условию Гельдера эта функция не удовлетворяет. 

п 
== 

8 l 
Действительно, при x = e ‚ где nEW и такое, что х< ——›и при 

у = 0 имеем 
k Е k k 

If (*)—-fFy)|=—, R|x—y|=—, re 
е é 

Следовательно, неравенство (7) не выполняется. 
Теорема 4. Пусть отображение |: р —Е, БЕ, непрерывно, 

а множество D компактно. Тогда отображение | равномерно-непрерыв- 
но на О. 
<q Предположим, что отображение | не является равномерно-непре- 
рывным Ha D. Это означает, что Je > 0:56 > 0 Эх, y€D такие, что 

ОЕ (х, y) <b> ре (f (x), f(y) Se. 
Согласно предположению, Vne€N Jdx,, и, ЕО A РЕ (Хи, Yn) < 

< — => Or (f (x,), | (и„)) > в. Поскольку О компактно, то, согласно 

теореме 5, п. 5. 4, последовательность {x,} имеет предельную точку 

gr 163



xc О. Тогда существует подпоследовательность (х„„}, сходящаяся 
| 

к точке х, а в силу неравенства PE (хХь„, Ye,) < -,— соответствующая 
п 

последовательность {Y,,} также сходится к этой точке. А так как 
отображение { непрерывно, TO } (х„„) — | (x), fF (Ye,) >| (х) при п— 

—> со. Следовательно, для указанного выше &>0 INC такое, 
что 

OF (f (мы), F(X) <a Л ре (Fs F Yh) <> 

а следовательно, OF (f (хь„), fF (Yr,)) < в, что противоречит выбору то- 

чек Xeno Уи. > 

Следующая теорема устанавливает связь между непрерывностью и 
компактностью. Она является обобщением теорем Вейерштрасса (см. 
теоремы 7 и 8, п. 7.6). 

Теорема 5. Если |: Е — Е — непрерывное отображение компакт- 
ного метрического пространства Е в метрическое пространство Е, 
mo множество | (Е) компактно. 
® Пусть {vq} — произвольное открытое покрытие метрического про- 
странства Е. Поскольку отображение { непрерывно, то, согласно тео- 

—1 
реме 3, п. 7.5, все множества f (Vg) < Е открыты, атак как E ком- 
пактно, то для него существует конечное покрытие, т. е. существует 
конечный такой набор индексов 01, Qe, ..., @„, что 

Отсюда, ввиду равенства } (f-'(D)) =D WDEF следует, что 

f(E) < у Ос. > 

7.8. Классификация и непрерывность элементарных функций. Ос- 
новные элементарные функции следующие: 

1) постоянная xe соп${, x€R; 

ни 
2) степенная х-= x", ПЕ№, хЕВ, или х-ьх", х>0, если nEN 

четное, и XE€IR, если ПЕ № нечетное, или в общем виде Xr x%, 
аЕ К, х> 0; 

3) показательмая х-> a*, а>0, хЕК; 
4) логарифмическая X+* log, x, а>0, a1, х> 0; 
5) тригонометрические 

x—»sinx, ХЕК; x-+cosx, xER; 

IU 
cre tgx, хип — 2, > + пл ‚ ПЕД; 

xrectgx, хЕ]пл, п -- пл], ПЕД; 
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6) обратные тригонометрические 

x—arcsinx, x€{—1, 1]; x+earccosx, xE€[—]1, 1]; 

xee arctgx, ХЕВ; x-arcetgxy, хЕВ. 

Элементарными функциями называют функции, которые образова- 
ны из основных элементарных функций с помощью конечного числа 
арифметических операций и суперпозиций основных элементарных 
функций. 

Элементарные функции классифицируются следующим образом: 
а) Функции, образованные из функций fy: хн 1, fy: xr x, 

хЕВ, с помощью конечного числа операций сложения, умножения 
и умножения на постоянные числа, называются многочленами, или 
полиномами. Общий вид многочлена n-f степени можно записать сле- 
дующим образом: 

Ри: х-> ах” + аи... ах Е а, ХЕК, 

где An, An—1, ..., а, @& ЕВ, ПЕ№. Поскольку [| и р, непрерывны в 
В, то, согласно теореме 3, п. 7.1, многочлен является непрерывной 
функцией в К. 

6) Отношение двух многочленов называегся дробно-рациональной 
функцией. 

у Ри a,x” + a,x! + +++ +a,x +a, 
7X = | 

Чт bx НИ... Hox t by ’ 

определенной на множестве всех точек из В, в которых знаменатель 
отличен от нуля. Согласно теореме 3, п. 7.1, дробно-рациональная 
функция непрерывна в области определения. 

в) Функции, образованные из функций f,: хн 1, р: Xe x, XE 
ЕК, с помощью операций, указанных B a), операции деления и опе- 
рации извлечения корня, называются алгебраическими. Алгебраи- 
ческие функции, не являющиеся рациональными, называются иррацио- 
нальными. 

Ранее (пример 2, п. 7.1) показано, что степенная функция х ==> Хх“, 
(ЕЮ, х > 0, непрерывна. Отсюда и из теоремы непрерывности су- 
перпозиции непрерывных функций (теорема 1, п. 7.1), а также теоре- 
мы о непрерывности суммы, произведения и частного непрерывных 
функций (теорема 3, п. 7.1) заключаем, что алгебраическая функция 
непрерывна в области существования. 

г) Элементарные функции, которые не являются алгебраическими, 
называются трансцендентными. 

Доказано (примеры 1, 3, п. 7.1), что показательная, логарифмиче- 
ская и все тригонометрические функции непрерывны в области их 
определения. Ниже будет показано, что непрерывными являются об- 
ратные тригонометрические функции. Тем самым, согласно теоремам 
п. 7.1 и теореме 3, п. 7.3, все элементарные функции непрерывны в 

области определения. | 
Покажем, что обратные тригонометрические функции непрерывны. 
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. д л 
1) Функция fixe sin x, «|->, ral непрерывна, возрастает 

и отображает сегмент |->. >| на сегмент [— I, 1]. Поэтому, со- 

гласно теореме б6, п. 7.6, она имеет непрерывную, возрастающую об- 
ля л 

ратную функцию [`` :[—1, П-=|— 5, >. которую обозначают 

символом X + arcsin.x, хе [— 1,1] (читается арксинус. 
2) Аналогично, непрерывная функция {:хн cosx, хЕ[0, д] убы- 

вает и отображает сегмент [0, л] на сегмент [— I, 1]. Поэтому, со- 
гласно теореме 6, п. 7. 6, она имеет непрерывную убывающую обрат- 

ную функцию {':[— 1, П-[0, л]; ее обозначают символом Xx > 
‚> arccos x, ХЕ [— 1, 1] (читается арккосинус). 

3) Пусть f:xwtgx, хЕ |->, 3. Эта функция непрерывна 
2 

как частное двух непрерывных функций. Покажем, что она воз- 
v IU 

растает на указанном интервале. Действительно, если — - <х, < 

<*<>5, то 0<х, —х,<л, а тогда зп (х., — х.) >0, cosx,> 0, 

cos х > 0. Отсюда следует неравенство 
sin (хо —х!) 

COS X, COS X, 
> 0 tgx,—tgx, = 

и, тем самым, возрастание функции {| установлено. При этом 

| (— > + 0) = — ©, ics —0} = - со. Поэтому, согласно теореме 6, 

д дл 
п. 7. 6, непрерывная, возрастающая функция f/f: |- > | ] — 00, 

- оо[ имеет непрерывную, возрастающую функцию Г": ]— oo, 

+ oo[ > —F 4]. которую обозначают символом X+ arctg x, 

Xx€]— со, + oof (читается арктанегенс). 
4) Функция f:x-ctgx, x€]0, л[, непрерывна как частное двух 

непрерывных функций. Поскольку V x,, х. Е ]0, л[ выполняется нера- 
венство 

sin (x; — хо) 
ctg x, —ctg x, = <x, =X, <0 

sin x, sin xX, 

при х, < х., то функция убывает на интервале JO, л|. Далее, f (+ 0) = 
= -+ oo, f (mn —0) = — oo. Поэтому [: |0, n[ > ]— oo, + oof. Согласно 
теореме 6,n. 7.6, существует убывающая и непрерывная обратная 

функция f—':]— оо, + cof — |0, л[, которую обозначают символом 
Xe arcctgx, x€]— oo, + oof (читается арккотанеенс). 

Непрерывность логарифмической функции доказали непосредст- 
венно (пример |, п. 7.1), использовав при этом конечный предел 
lim In x = Шж, x, >> 0. Однако можно доказать непрерывность ло- 
XX, 

гарифмической функции тем же способом, что и при доказательстве 
непрерывности обратных тригонометрических функций. 
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Рассмотрим функцию f : x be ex, x € ] — oo, + oof. Она возрастает, 
причем | (—oo) = 0, / (400) = 4-00, а поскольку она непрерывна, 
то f (I—oo, +-ool) = 10, + oof. Тогда, согласно теореме 6, п. 7.6, су- 
ществует вепрерывная, возрастающая обратная ей функция fp : 10, 
+oo[ + ]—oo, 4-oof. Эта функция называется логарифмической и 
обозначается х => In x, x > 0; каждому положительному числу х она 
ставит в соответствие такое действительное число In x, что етх == х. 
Число е называется основанием логарифмической функции. В качестве 
основания можно брать любое положительное число, отличное OT еди- 
ницы, например, число 10, или какое-либо другое число а > 0. В этом 

| 
случае, как известно, справедливо равенство log, x = no In x, из 

которого вытекает непрерывность логарифмической функции при про- 
извольном основании а > 0, а=Е 1. 

В заключение рассмотрим функции, называемые гиперболическими: 
косинус гиперболический 

chy = ore ‚ ЛЕ]|— оо, + oof; 

синус гиперболический 

—л 

shx = ome , ХЕ] — ©, + oo[; 

тангенс гиперболический 
ot — en 

thx = Pope? xE]—oo, + of. 

Ясно, что гиперболические функции непрерывны в КВ. Функции, 
обратные к гиперболическим, называются обратными гиперболически- 
ми функциямн. 

Непосредственной проверкой устанавливаем, что функция f : x we 
‚> сп х четная, | (0) = 1, f(—co + 0) = +o, f (+00 — 0) = -- о, 
на бесконечном полуинтервале |—oo, 0] убывает, а Ha [0, -- со[ воз- 
растает. А так как функция / непрерывна, то сужения ее на каждый 
из указанных полуинтервалов 

fy: J— oo, OJ > [1, + oof, F(x) =f, (x) УхЕ] — оо, 0], 

(2: [0, + cof — [1, + oof, F(x) =f, (x) VxEl0, + col 
имеют обратные непрерывные функции 

Ко: [1, + oof + ]— 0, 0], 
fo’ (1, + cof +10, + oof, 

Чтобы найти функции fp и fe, обозначим 

ev Не“ 
chy = о =X, y€]—o, 0], ХЕ[1, + of, 

chy = aie =x, y€[0, + oof, ХЕ, + of. 
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Отсюда получим уравнение 

ey — Эхе | = 0, 

из которого находим 

ее =х Их? — 1, 

а затем и 

у= Ш (Их — |). 
—_ | 

— 2 — —- = Поскольку x—Vx?—1 тут, получим y= + In(x+ 

+ Их? — 1). Здесь берем знак «+» для случая, когда yE€[0, + oof 
и знак «—», когда y€]— ov, 0]. 

Таким образом, функция 
7 —_____ 

frixr—In(x+V2—1), хЕП, + ol, 
является обратной функцией для сужения косинуса гиперболического 
на бесконечный полуинтервал J—oo, 0], а функция 

Б:хны Ш (Хх И —1), ХЕП, + of, 

— обратной функцией для сужения косинуса гиперболического на 

бесконечный полуинтервал [0, ool. Для функции fr принято обо- 
значение 

archx = ш (х + Их? — 1), ХЕ, + oof, 

(читается ареакосинус гиперболический). 
Рассмотрим синус гиперболический 

f(x) =shx = ЕТ, хе] ою, + of. 
Эта функция непрерывна, возрастает и } (]-— со, + oof) = ]—oo, + ool, 

поэтому она имеет обратную функцию f— : |-— оо, +00] + |—oo, -; ool, 
которая также возрастает и непрерывна. Обозначая 

У _ ру 

: = =X, Xx, y€|— oo, + oof, 

приходим к уравнению e744 — 2хеу —| = 0, из которого находим 

ей =х = И х?-- 1. Поскольку е>>0, то здесь следует брать знак 

«+». Следовательно, е =х-- Их? -- | и, прологарифмировав обе 
части, получаем обратную функцию 

y=In(x+Vx?+1), хЕ|- о, + oof. 
Для функции, обратной к синусу гиперболическому, принято обозна- 
чение 

arshx = ш (х + Их? - 1), x€]—oo, + cof 

(читается ареасинус гиперболический. 
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Наконец, рассмотрим тангенс гиперболический 

e —e* — thx = — f(x) = thx Per? FE], + of. 

Тангенс гиперболический является непрерывной возрастающей функ- 
цией; поскольку f (—oo + 0) = —1, f (+o — 0) = 1, то 

Ё: |— oo, + cof > |-— 1, Ц. 

Согласно теореме 6, п. 7.6, существует обратная непрерывная и воз- 
растающая функция Ё':|--1, If + ]—oo, + о[. 

Обозначая 

e4 +. ей 

находим функцию 

=x, УЕ]— 0, + о, хе] —1, Ц, 

y= Ш”, хе, И, |1 —х 

которая является обратной для тангенса гиперболического. Ее обо- 
значают символом 

| ] 
arthx = > In- +, x€j—1,]f 

(читается ареатангенс гиперболический). 
Для гиперболических функций справедливы тождества 

ch? x — sh? x = 1, 

ch(x + и) =chxchy + shx shy, 

sh(x + и) =chxshy-+ shxchy. 

Из двух последних формул при x = у получаем 

ch 2x = ch? x + sh? x, 

sh 2x = 2chx shx. 

Здесь видна аналогия с обыкновенными тригонометрическими функция- 
MH cos x, sin x u tg x; отсюда происходят наименования «косинус», 
«синус», «тангенс». 

$8. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

8.1. Функциональные метрические и векторные нормированные 
пространства. 

Определение. Функциональным пространством 
называем множество ® = (ро, hh, ...}, элементами которого являются 
отображения множества Е в множество F. 

В случае, когда множество F является векторным пространством 
над полем (К, тогда в множестве $ можно также ввести структуру век- 
торного пространства над полем [К (см. пример г), п. 1.5). 

Предположим, что множество F является метрическим пространст- 
BOM, а отображения множества ограничены. Тогда в множестве © 
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можно ввести метрику, обратив тем самым его в метрическое простран- 
ство. С этой целью У [р g€ поставим в соответствие действитель- 
ное число о (f, 5), которое назовем расстоянием между элементами 
Ги g пространства % и которое определяется по формуле 

р (р, =) = supe (f (x), g(x), 
x€E (1) 

rye pe (f (x), g (х)) — расстояние между точками / (x) и g (x) в простран- 
стве F. Поскольку все отображения из $ ограниченные, TO расстоя- 
ние между двумя ограниченными отображениями f/f и & из G конечно. 

Действительно, если отображения f и g ограниченные, то (см. 
определение 2, п. 2. 3) f(E) < о (а, 1), a (Вэ (6, г.) = 5 (а, г. + 

+p (а, 6)). Тогда УхЕЕ p(f (x), & (4) <", +r. +P (a, 6) up (р, g) = 
= sup (f (x), & (х)) < ти +r. + р(@, 6), т.е. р (р, 8) конечно. 

Проверим, что отображение p: ({, g) > о (р, 8), гдер (р, 5) опреде- 
лено равенством (1), действительно является расстоянием в $. Для 
этого достаточно проверить выполнение трех аксиом метрики (см. 
п. 2.1). Положительность расстояния очевидна, ибо, с одной стороны, 
для различных [и g найдется хотя бы один элемент x Е E такой, что 

р (f (x), g (x)) > 0 и тогда тем более р ($, g) >> 0, ac другой, р (р, g) = 
= sup р (f (x), g(x) = 01 (x) = g(x) УхЕЕ. Симметрия рас- 

xe 
стояния также очевидна. Остается проверить выполнение перавенства 

треугольника. 
Пусть /, &, РЕФ. Тогда a и имеем 

о (f(x), & (х)) < р (F(x), 1 (х)) о (# (х), g(x) < 

< sup p (7 (x), A (x)) age g(x)) =р (р, В) +e (A, g). 

Поскольку неравенство 0 (f (x g(x))<o(f, В) +0 (h, g) Nene oUF Os), 
для любого хЕЁ, то оно а справедливым при замене р (f (x 

& (х)) на зирр (f(x), & (х)) = р (Т, 8), т.е. р (р, &) р, №) +0 (A, 2) 

Наконец, если F имеет структуру векторного нормированного про- 
странства, тогда в пространстве $ можно также ввести структуру век- 
торного нормированного пространства, положив 

[Я = sup И (x) |, (2) 
где через |] (x) | обозначена норма элемента множества F, равного 
значению f (x) отображения f. 

Если 6 — множество отображений вида f:D—-R", DER”, то 
расстояние между элементами f H g (норма разности f — g) в про- 
странстве $ определяется равенством 

р (1, &) =|71 —&|= sup|f (x) —& (x) |, 
хер 

где | f (x) —#(2)| — одна из норм в В", например, 

If) — ¢(@)| = Их (Fu (2) — gr wy 
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В частности, если т = |1, п=1, О =9, где J — сегмент, полуин- 
тервал или интервал конечный или бесконечный, то 

off, а) = —el = sup|f (x) — g(x). 
ХЕ 

Норма элемента f€%, когда 7: р-—В", DCR", определяется ра- 
венством 

[= (7, 8) = sup IFT. 

Если же {: J +f, то 

|= 20, 0) = sup If wh 
8.2. Полнота функциональных пространств. 
Теорема. Если метрическое пространство Е полно, то метрическое 

пространство 6 ограниченных отображений Е в Е также полно. 
Пусть {7} — фундаментальная последовательность элементов про- 

странства 6. Тогда У = > 03 МЕМ такое, что Ут > М Л Ут> М 
выполняется неравенство 

O (Fins Fn) < г. (1) 
Из определения метрики в пространстве $ следует, что 

Pf (х), fa (х)) SO Pais fr) <<, (2) 
а следовательно, У x € Е последовательность {], (x)} является фун- 
даментальной последовательностью в пространстве Р. 

Поскольку, согласно условию, пространство Ё полно, то последо- 
вательность {], (х)} сходится к некоторой точке пространства Ё, кото- 
рую обозначим через f(x). Тем самым определили отображение 
f:E—>F 

Докажем, что f€%. Для этого покажем прежде всего, что это 
отображение ограничено. Пусть = > 0 произвольно задано. Тогда 
существует № < № такое, что Ут > М A Уп > № выполняется 
неравенство (1), а следовательно, и неравенство (2) Vx € E. Зафик- 
сировав x из Ё, перейдем в неравенстве рф (f/m (x), |, (х)) < Е к пределу 
при m, стремящемся к со. Учитывая непрерывность функции расстоя- 
ния BF (cm. n. 7.1), получим неравенство р (f (x), /, (х)) <= Уп» М. 
Так как [м ограничено, то множество fy (Е) содержится в некотором 

шаре $ (ay, гм). Из неравенства 

0 (ам, f (x)) < р (ам, [м (x)) + 0 (fn (х), F(X) 
следует, что множество / (FE) содержится в шаре с центром в точке ам 

радиуса ry + в, т.е. | (Е) < $ (an, гм + =); тем самым ограниченность } 
доказана. Таким образом, отображение {| является элементом про- 
странства ©. | 

Остается доказать, что {Ё,} сходится к f при п-— oo. Действи- 
тельно, Уё>0 ANCN:VXECEAVaSN Soe (f(x), [| (х)) <=. OF- 
сюда следует неравенство o(/,/,)<&, означающее сходимость 

{и} к Г. 
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Таким образом показали, что всякая фундаментальная последова- 
тельность элементов метрического пространства $ сходится в этом 
пространстве. Следовательно, $ является полным метрическим прост- 
ранством. » 

Следствие. Если F является пространством Банаха, то нормиро- 
ванное векторное пространство $, элементами которого есть ограни- 
ченные отображения, также является пространством Банаха. 

В частности, если 6 — множество ограниченных отображений 
ОДНОГО ИЗ ВИДОВ: 

f:D>R’'", Рав"; 

f:D+>R, DCR’; 

f:J +R, ICR, 

то пространство $ является пространством Банаха. 
8.3. Равномерная сходимость. Пусть задана последовательность 

{f,{, элементами которой являются отображения метрического про- 
странства Ё в метрическое пространство F. 

Определение 1. Последовательность {f,} отображений |, : Е = Е, 
пе №, сходится в точке хЕ Е, если последовательность {| (х)} эле- 
ментов пространства F сходится при п — со к точке | (x) ЕР. 

Если последовательность {]„} сходится в каждой точке множества 
Е, то говорят, что она сходится Ha E. 

С помощью логических знаков это определение запишем следующим 
образом: 

УхЕЕ \ У=>0 ЭтЕ№М: Уп> т > о (р, (x), [| (*)) < г. (1) 

Заметим, что в определении | выбор числа т Е № зависит от фик- 
сированного элемента х Е E и от числа в. 

Такую сходимость называют простой, или поточечной, сходимо- 
стью. 

Например, последовательность функций {f,}, где р: Xm x, хЕ 
€[0, 1], сходится на сегменте [0, 1] к функции 

= | 0, если О<х< 1, 

1, если х=1. 

Определение 2. Последовательность {|„} отображений |, : Е > F, 
nE€N, сходится равномерно на множестве Е к отобра- 
жению |: Е —Ё при п - oo, если 

Ve>0O ЭтЕМ: Ул>т > зирр (fn (%), Г (x)) < в. 
ХЕ С. 

Другими словами, последовательность отображений {f,} называ- 
ется равномерно сходящейся на множестве Е к отобра- 
жению |, если числовая последовательность sup ф (1, (x), f (х)) cmpemum- 

x€E 

ся к нулю при п, стремящемся к бесконечности. 
Очевидно, равномерная сходимость влечет за собой простую схо- 

димость. Обратное утверждение, как сейчас увидим, неверно. Равно- 
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мерная сходимость является более сильным свойством, чем обычная 
СХОДИМОСТЬ. 

Если последовательность {/,,} сходится равномерно к f Ha множест- 
Е 

ве Е, то пишут: [м = f при п - oo. 
Рассмотренная выше последовательность {}„} функций f, : х ee Xx", 

пе\\, сходится просто на [0, 1] к функции 

0, если x€[0, Ц, 

1, если х=1. 
fixe 

Однако эта сходимость не является равномерной, поскольку 

sup | fa (x) —F(x)| =. sup | х"| = 1, 
x€[ 0.1 x€[0.1] 

т.е. числовая последовательность не стремится к нулю при п-— oo, 

То, что sup |x"|=1 следует из того, что У2>0 Зх., например, 
хЕГО.1 | 

п 
2 

Хе =(1 — +) ‚ для которого |1 —~e<x?< 1. 

Последовательность {! числовых функций f,: x2 = (ж, хо) > 
1 

2 1 \? . 
> (x1 + жж + № + ==) ‚ С К?, сходится на В? к функции f : < + 

re x? + x3, x € IR?. 

Действительно, 

| 4 2.2 4 | 2 2 
sup Их + 2х2 + Xo + = — м — #) = 

rElR? ' 

| | 

TER? па [Иа ии 

Теорема 1. Пусть ({f,} — последовательность отображений 

и: О В?, DCR", fa = (finy ..., Fon, а f= (fy, .... fp) отображение 
множества D в пространство IR’. Тогда 

р р о 
"71 т=} Vi=1, р. 

q Необходимость следует из неравенства 

sup р (fin (x), f; (x)) <Ззирр (f, (<), f(x) Г=Т,р, 
xED хер 

вытекающего из формулы (1), п. 8.1. 

Достаточность. Пусть fin — fy. j=l,p, т e. \=>0 INEN: 

Уп > М > зирр (fin (2), |; (х)) <——. Тогда имеем 
хер Ур 
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1 

p 2 

р (fa (2), f (a) = (у (Fin (а) — fi =!) < 

р = 
< у sup 0? (fin (2), [1 @)) <e. 

j=1 же) 

Отсюда 

рр (x), 1 (2)) <= Уп >М, 

т.е. frst № 
Равномерная сходимость последовательности {/,} элементов мет- 

рического пространства $ эквивалентна тому, что З{Е$®, для ко- 
торого р ([,, [) — 0 при п — oo. Таким образом, сходимость в про- 
странстве $, элементами которого являются ограниченные отображе- 
ния метрического пространства E в метрическое пространство F, 
означает равномерную сходимость последовательности {{„} на множест- 
ве Е. 
Теорема 2 (критерий Коши равномерной сходи- 

мости). /оследовательность ограниченных функций f, :D—> КЮ”, 

р < К’, пе №, сходится равномерно на’ множестве D тогда и толь- 
ко тогда, когда 

Ve>0 ЗМЕМ: Ут> МЛ Уп > М> (fms fr) <=. 
Поскольку равномерная сходимость последовательности {f,,} яв- 

ляется сходимостью в пространстве $ отображений метрического про- 
странства D в метрическое пространство [R, то необходимость условия 
сходимости следует из теоремы 1, п. 4.10. 

Достаточное условие вытекает из теоремы пункта 8.2, где доказа- 
но, что всякая фундаментальная последовательность пространства 6 
сходится в этом пространстве p> 

8.4. Функциональные свойства предельных отображений. Пусть $ 
является множеством отображений вида }: ЮР — F, где F — метри- 
ческое пространство. 

Определение 1. Последовательность {|„! отображений |, : IR — F, 
пЕ№, называется равномерно сходящейся к отобра- 
жению | на каждом ограниченном сегменте [а, В] <- Ю, если последова- 
тельность сужений || на этот сегмент сходится равномерно к суже- 
нию | на этот же сегмент. 

Если сужения отображений обозначать так же, как и сами отобра- 
жения, то с помощью логических символов определение | запишется 
так: 

У [а, НеКЛУ=> 0 ЗмЕ\М: VaSmaoflf,, f) <, 
где o(f,, f) = SUP 1, (<) —f(x)|, а натуральное число т не зависит 

хЕ[а, | 

от xX, но является функцией числа = и сегмента la, Ob]. В этом 
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определении действительную ось [R можно заменить Ha [R", а сегмент 

[а, В] на замкнутое ограниченное подмножество пространства К”. 
В более общем случае [R можно заменить на произвольное метрическое 
пространство £, а сегмент [а, В] — на ограниченную замкнутую 
окрестность точки а ЕЁ. 

Пусть 6 является множеством отображений метрического про- 
странства Ё в метрическое пространство Р. 

Определение 2. Последовательность {f,} отображений |, : Е — F, 
пе №, локально равномерно сходится в метрическом пространстве Е 
к отображению |: Е — F, если 

УаЕЕЗЗ (а, 6) \ У=>03ЗмЕ№\ : Уп>тьр(,, ) < ь, 
где р (fn, /) = sup pe (f, (x), F(x). 

x€ S(a,6) 

Определение 3, Метрическое пространство называется локаль- 
но-компактным, если каждая его точка имеет по крайней 
мере одну компактную окрестность. 

Например, любое конечномерное нормированное векторное прост- 
ранство локально-компактно, поскольку компактен замкнутый шар 
такого пространства. 

Если E локально-компактно, то локальная равномерная сходи- 
мость эквивалентна равномерной сходимости на каждом компакте мно- 
жества Р. 

Действительно, если последовательность {/,} сходится к функции } 
равномерно на каждом компакте, то поскольку каждая точка ас Е 
имеет компактную окрестность, на которой последовательность {{,} 
сходится равномерно, сходимость последовательности {„} является 
локально-равномерной. Предположим, что сходимость локально-рав- 
номерна, и пусть К — некоторый компакт из Е. Для любой точки 

асек 3$ (а, 5), на котором сходимость равномерна. 
Множество К покрывается бесконечной системой открытых мно- 

жеств 

5 (а, 6.), аеК. 

Поскольку К — компактное множество, то существует такое конечное 

число точек a; ЕК, j = 1, п, что 

п 

КЕЦ $4,6.) 
Следовательно, сходимость последовательности {/,} является равно- 
мерной на множестве К. 

Теорема 1. Пусть Е и Е — метрические пространства, {|} — 
последовательность отображений |, : Е + Е, пЕ №, локально равно- 
мерно сходится к отображению |: Е — Е. Тогда: 

а) если все отображения |, непрерывны в точке AEE, то и пре- 
дельное отображение | непрерывно в точке а; 

6) если все отображения |, непрерывны на Е, то отображение | 
также непрерывно на Е; 
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в) если сходимость последовательности {|} равномерна на Е и все 
f, равномерно-непрерывны на Е, то f также равномерно-непрерывна 
на Е. 
4 а) Пусть a€ E и последовательность {f,} сходится равномерно 

в окрестности S (а, 6) точки а. Тогда 

Уе>ОЗтЕ№; Va>map (fa f= sup (fr (x), f(x) <=. 
x€ S(a,6) 

Отсюда, Vn > т / УхЕ$ (а, 8) 

р (fn (x), F(x) <>. (1) 

Зафиксировав п > т, заметим, что отображение f,, по условию He- 
прерывно в точке а. Следовательно, существует окрестность S (a, 5) <= 

< $ (а, 6) точки а такая, что У хЕ $ (а, 55) выполняется нера- 
венство 

р (fn (<), fn (а)) <=. (2) 

Но тогда У хЕ5 (а, 6.) 

р (1 (x), F(a) < р (F(x), fa (x) + 0 (fa (x), [. (а)) + 0 (Ff, (а), F(a). 
Отсюда, согласно неравенствам (1) и (2), получаем р (f (x), f (а)) < = 
У x€ S (a, 59), т. е. отображение }{ непрерывно в точке а. 

6) Из доказанного в пункте а) следует, что если все }, непрерывны 
на E, то отображение { также непрерывно на Ё. 

в) Предположим теперь, что все отображения [, равномерно-не- 
прерывны Ha Ё, а последовательность {/,} равномерно сходится на E. 
Тогда 

Ve>0 ЗмЕ№М: Уп> тэ р(, Й = зирр (fai fo“) <. (9) 

Пусть n > тип — фиксировано. Согласно условию, отображение f,, 
равномерно-непрерывно; следовательно, 36 > 0 такое, что 

УхЕЕ /\ УуЕЕ: p(x, у) < 6 5>р({, (Х), |, (у „<=. (4) 

На основании неравенств (3) и (4) заключаем, что УхЕЕ AVYyEE, 
удовлетворяющих неравенству р (x, у) < 6, выполняется Neen 

о (F(x), F (9) < о (F(x), fn (%)) + р (Fn (*), Pa (Y)) + р (Fa (Y), F(Y)) 
что и доказывает равномерную непрерывность отображения на 

Замечание. Последовательность непрерывных функций может сходиться просто 
к разрывной функции (см. п. 8.3). 

Символом С (Ё) обозначим множество всех непрерывных ограничен- 
ных отображений метрического пространства Е в метрическое про- 
странство Р. Очевидно, С (Ё) является подпространством пространства 
$, а поэтому само является метрическим пространством, метрика в 
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котором определена равенством 

p(f, &) = supp (f(x), & (х)). (5) 

Следствие 1. Годпространство С (Е), метрика в котором опреде- 
лена равенством (5), замкнуто. 
q Действительно, равномерно сходящаяся последовательность {fp} 
непрерывных отображений |, : Е — Е сходится к непрерывному OTO- 
бражению f: Е —Р. Таким образом, [ЕС (Е). № 

Следствие 2. Если Е полно, то подпространство С (Е) полно. 
4 В самом деле, множество С (Е) замкнуто в полном метрическом 
пространстве $ (теорема п. 8.2), а поэтому полно, так как содержит 
все свои предельные точки (пределы фундаментальных последователь- 
ностей). №» ; 

Следствие 3. Если Е является пространством Банаха, mo простран- 
ство С (Е) непрерывных ограниченных отображений, снабженных нор- 
мой 

А = sup | f(x) | (6) 
хСЕ 

где || | (x) | — норма элемента пространства Е, является простран- 
ством Банаха. 

Особенно важен частный случай, когда F = Ю или F = К". 
Тогда пространство С (Е) непрерывных ограниченных в метриче- 

ском пространстве Ё функций является пространством Банаха. 
В частности, пространство С [а, 6], элементами которого являются 

непрерывные функции f : [а, 6] — Ю или непрерывные вектор-функции 

f:{a, 6] — ГР”, является пространством Банаха; пространство С (О), 

где р — замкнутая ограниченная область пространства [R”, а эле- 

ментами С (2) есть непрерывные отображения ] : D — [R", является 
пространством Банаха. 

Наконец, пусть К — компактное множество метрического про- 
странства E, а С (К) — множество непрерывных функций ] : К > Ю 
(или отображений f : К — КЮ"). Тогда пространство С (К) является 
пространством Банаха. | 
4 Во всех перечисленных выше случаях множество С (Е) состоит из 
непрерывных ограниченных функций (или из непрерывных на ком- 
пактных множествах, а поэтому также ограниченных). Следовательно, 
пространство С (£), снабженное нормой (6), является пространством 
Банаха согласно следствию из теоремы пункта 8.2. №» 

Теорема 2. Пусть Еи Е — метрические пространства, причем 
Е полно, АСЕ, {f,} — последовательность отображений f,: А = 
—Р, n€N, равномерно сходящаяся к отображению |: А — Е; ae 
ЕЕ — предельная точка множества A. 

Если WneN Jlimf, (х) =/,, то Jlimf(x) = liml,. Другими 
Х—-а x—-a Noo 
хСА СА 

слозами, в данном случае 

lim lim / (x) = lim Ша р, (x). (7) 
ха пъ со noc xa 

xCA xCA 
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® Пусть ¢ > 0 задано произвольно. В силу равномерной сходимости 
(f,) на множестве A 

ЗМЕМ: Ут > М Л Уп>Мыр (fu р <», 

а, следовательно, У x € А выполняется неравенство 

о (fim (x), fn(x)) < г. 

Перейдем в последнем неравенстве к пределу при х — а по значениям 
в A; учитывая непрерывность функции расстояния в РЁ, получаем He- 
равенство 

0 (lms ln) < в, 
справедливое \/ т > М \ Уп> М. Таким образом, {/,} является 
фундаментальной последовательностью в F. А поскольку F полное 
метрическое пространство, то последовательность {/,} сходится в F. 
Обозначим ее предел через [. 

Воспользовавшись неравенством треугольника, получим 

0 (f(x), ) < р ([(х), fa (х)) о (fn (х), ln) Но Cn, 0. (8) 
А 

Поскольку f,—.f, то число n€N можно выбрать так, что 

р (fa ) <-5 ‚ а тогда УхЕА 

р (f(x), fn) <=; (9) 

число п возьмем таким, чтобы, кроме того, выполнялось неравенство 

O(n Diz. (10) 

Так как limo (f, (x), |,) = 0, то для указанного ранее e>0 16>0 

XA 
такое, что УхЕД, удовлетворяющих неравенству 0<p (x, a) <6, 
выполняется неравенство 

р(Ё (жи), In) <. (11) 

Подставляя неравенства (9), (10) и (11) в (8), получаем неравенство 

р (f(x), <, 
справедливое при 0 < p(x, а) < 6, хЕА. Следовательно, Шт} (x) = 1, 

xa 

x€A 

что равносильно равенству (7). № 

Следствие. [Tycmo {f,} — последовательность функций |: К-—К, 
сходящаяся равномерно на Р при п с к функции |: ЮР — ЮР. Если 
УПЕМ 3 lim f(x) =1,, mo 

Хх 5 

3 Нм f(x) =l1 A diiml, =. 
х-- со Пс



ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 

$ 1. ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ 

ЧИСЛОВЫХ РЯДОВ 

1.1. Сходимость ряда и его сумма. Если Qj, а, ..., а„, ... некоторая 
последовательность действительных чисел, то выражение 

ат + Ay + ... а, -- coe 

или, короче, 
со 

> 

Qn, (1) 
n=] 

Называется бесконечным числовым рядом. Числа 1, Qo, sees Ans ... Ha- 

зываются членами ряда, причем элемент a, называется общим членом 

ряда. 
Определение 1. Последовательностью частиыч- 

ных сумм ряда (1) называется последовательность 
fl a 

$и = у, Ч к, neN. (2) 

Член s, этой последовательности называется п-й частичной cyM- 
мой ряда. Таким образом, 

Sy =Qy, Sy =A, + а», ..., Sp = Ay + а - +++ -- Ay. 

Если задана последовательность частичных сумм ряда, то можно 

восстановить последовательность членов ряда: 

Qy == 51, Ag = 52 — $1, - 6 ey Ay = Sy — $11. 

Определение 2. Бесконечный числовой ряд (1) называется cx00 2 - 
щимся, если его последовательность частичных сумм (2) имеет 
конечный предел. Сум мой бесконечного сходящегося числового ряда 
называется число | 

n 

s=lims, = lim У a. 
Nace Nac k=] 
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Если ряд (1) сходится к сумме $, то вместо 
п 

5 = Ит У, ap 
пы CO k=] 

пишут 

$ = ал. 
n=! 

Если последовательность частичных сумм бесконечного числового 
ряда при п > со стремится к ++ со (или к —oo) или вовсе не имеет пре- 
дела, то бесконечный числовой ряд называется расходящимся. 

В дальнейшем бесконечный числовой ряд кратко будем называть 
числовым рядом или даже просто рядом. 

Теорема 1 (необходимое условие сходимости ряда). 
Если ряд (1) сходится, mo Шт а, = 0. 

Я CO 

Пусть s,—s при n— oo. Тогда при этом условии $и—-—$, и 

An = Sp — 5 $ —5 = 0. DP 

О том, что доказанное условие не является достаточным, видим 
из следующего примера. Общий член ряда 

И... phage, 
называемого гармоническим, стремится к нулю при п — oo. Следова- 
тельно, необходимое условие сходимости выполнено. Однако этот ряд 
расходится. Действительно, частичную сумму этого ряда можно запи- 
сать в виде (пример 2, п. 4.4, гл. 2) 

S, = | ++ oan + =C+Inn+%, 

где С — постоянная Эйлера, a y,—>0 при п — oo. Отсюда s,—> + со 
при п-— oo, 

Из определения суммы числового ряда следует, что он сходится 
тогда и только тогда, когда сходится последовательность частичных 
сумм. Применяя теорему 2, п. 4.10, гл. 2, получаем необходимое и 
достаточное условие сходимости ряда. 

Теорема 2 (критерий Коши сходимости ряда). Ряд 
OS <s 
\, a, сходится тогда и только тогда, когда У в >0 Зи, Е № такое, 
n=! 

что Уп>п, \ WpEN выполняется неравенство 

п-+р 
В 

У а, 
k=n-+!] 

 Последовательность {s,} сходится тогда и только тогда, когда 
Ve>0 Эл, Е № такое, что Vn > и, Л УрЕе\№М выполнено неравенство 

n-p 

ya, 
Ron ] 

| Sntp — Sa] = < г. (3) 

| Зи-+р — Sp] = <e. № 
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Следствие 1. Бсли ряд У, a, сходится, то определена последова- 
n=| 

со 

тольность пн г,, где Г, = а,, которую будем называть п-м 
=n+!1 

остатком ряда и которая стремится к нулю прл п стремящемся 
к бесконечности. 

са 

4 Если ряд У а, сходится, то, согласно критерию Коши, для 
k=| 

каждого фиксированного п сходится и п-й остаток ряда. Пусть 
со 

`\ г, — сумма л-го остатка ряда У, а», $— его сумма, а s,—ero час- 
k=] 

тичная сумма. Тогда s=s, +,7,. Поскольку $, —=$ при п-— oo, TO 
и =S—S,—>0 при noo. } 

Следствие 2. Сходимость или расходимость ряда не изменится, если 
в начале ряда дописать или вычеркнуть любое конечное число членов. 
< В самом деле, в разности 

n-+-p 

Snt+p — Sn = у, Qp 
k=n-+] 

при достаточно большом п дописанные члены взаимно уничтожаются, 
а вычеркнутые, естественно, не могут увеличить этой разности. По- 
этому в том и другом случае неравенство (3) остается справедливым. > 

со 

Теорема 3. а) Если ряд У» a, сходится и имеет сумму $, то 
n=!| 

с9 © 
для произвольного ЕР ряд У, Aa, также сходится и имеет сум- 

n=! 

му ks. 
со со 2 

6) Если ряды У; али У b, сходятся и имеют соответственно 
. n=| n=| 

[> ®) о | 
суммы $ и о, то ряд У, (а. +6,) также сходится и имеет сумму 

n=l 

$0. ° 

4 а) Если Пт У a, =s, то lim У Aa, =Alim У a, = As. 
п-со k=] n+oo k=] n+co k=! 

n n n 
. ~ . . 

6) Если lim Ха, =з, lim Ув =од, то limY (а +Ь,) = 
naw k=] n+oo k=| n+co k=l 

n п - 

. В . 
= Нт У; а, + Нм У 6,=s+o. p 

П-со =1 п со k=] 

Из доказанной теоремы вытекает, что множество всех сходящихся 
числовых рядов образует векторное пространство над полем К. 
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со 

‘Заметим, что если ряд у, an расходится, TO расходится И ряд 

n=! 

У Aa,, 4540, и, наоборот, из расходимости ряда У Aa, следует 
n=] n=! 

расходимость ряда у, Чл. 

П=| 

Пример 1. Исследовать на сходимость числовой ряд 

п 
а -- а9-- +++ aq ..., 

члены которого образуют геометрическую прогрессию со знаменателем 4. 
Вычисляя сумму п первых членов этого ряда, находим 

Sy =a 49 +++ fag?! = 9. 

если 9521, $ = па, если g=1, и $1 =а =e ‚ если а =— 1. В случае, 

если |9|< 1, то 9" - 0 при п - со, "тс, и ряд сходится к сумме $= 

=т— о. Вели же |g|> 1 или 9 =1, то $ -—> со при п - со, a если д = — 1, TO 

Sn вовсе не имеет предела при п > co. В этих случаях ряд расходится. Итак, рас- 
сматриваемый ряд сходится при |9 | < Ти расходится при |9 | > 1. 

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд 

(— 1)" | | 

lop po pt raat 
Для удобства записи частичной суммы ряда воспользуемся равенством (пример 2, 

п. 4.4, ra. 2) 

++ ... ++ =С+ ша. 

Имеем для частичных сумм с четными индексами 

1 / 
Неа (+ +=)= 

=С-- In2n + у, — С — Inn — у = Ш2- Yor — Vas 

а для частичных сумм с нечетными индексами получаем 

| 
Song = 12-м — Va — Fp . 

Поскольку в обоих случаях предел частичных сумм равен In 2, Tos, > In 2 при 
п > OO, и ряд сходится к сумме $ = In 2. 

1.2. Признаки сравнения числовых рядов. Рассмотрим числовые 
ряды, членами которых являются положительные действительные 
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числа. В этом случае частичные суммы ряда являются возрастающими 
последовательностями и поэтому к ним применима теорема Вейер- 
штрасса (п. 4.3, гл. 2), аналог которой имеет место и для рядов. 

Теоргма 1. Ряд с положительными членами сходится тогда и толь- 
ко тогда, когда его частичные суммы образуют ограниченную после- 
довательность. 

Пусть заданы два ряда 

аа - +--+ а +... (А) 

+ +. ++ ee: (В) 
с положительными членами. 

Теорема 2. а) Если ряд (В) сходится и а, < В, Уп > п, to EN, 
то ряд (А) также сходится. 

6) Если pad (А) расходится ua,<b, Уп>ш, № Е№, mo 
ряд (В) также расходится. 

4 а) Пусть ряд (В) сходится; тогда, согласно критерию Коши для 
n-+-p 

ряда, We>>0 ЗМ такое, что V2 >NAWpEN У В -<е. Возьмем 
k=n-+1 

№ > п,. Гогда, согласно условию a, < by, 

nee Пр 

У а, > У, bp < 8, 
k=n-+-] k=n--] 

и ряд (A) сходится в силу выполнения для него критерия Коши. 
6) Ряд (В) расходится, так как если бы он сходился, то из пункта 

а) следовало бы, что ряд (А) также сходится, что невозможно. > 
Теорема 3. Пусть существует предел 

lim-—-t=K, 0<K<4+ 0, 
п- со by 

тогда: а) из сходимости ряда (В) при К < +00 вытекает сходимость 
ряда (А); 6) из расходимости ряда (В) при К > 0 вытекает расходи- 
мость ряда (А). 

Таким образом, при 0 < К < -+oo оба ряда одновременно сходят- 
ся или расходятся. 
{ а) Пусть ряд (В) сходится и К < +00. Тогда Ve >0 J ny 
такое, что 

an Уп > п, 5. <К- или a,<(K +8)),. 

Отсюда и из теоремы 2, а) вытекает сходимость ряда (А). 

6) Пусть ряд (В) расходится и K>O. Тогда Шт On < oo. 
n—+oco n 

Ряд (А) расходится, так как если бы OH сходился, TO, согласно уже 
доказанному в пункте а), сходился бы и ряд (В), что противоречит 
предположению. }№ 
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Теорема 4. Пусть 

а 5, n+l < +1 Уп > по. (1) 

Я п бт 

Тогда из сходимости ряда (В) вытекает сходимость ряда (А), а из рас- 
ходимости ряда (А) вытекает расходимость ряда (В). 
<q Не ограничивая общности, предположим, что неравенства. (1) вы- 
полняются для всех значений п Е №. Тогда 

by ag 

b, ’ a, 

as 
— <= 

а1 

Перемножив почленно эти неравенства, получим 

а b a 
< ИЛИ an Sa On, neN. 

1 1 1 

со [oe) 

a 
Поскольку, согласно пункту (1.1), ряд aa m= By схо- 

n=] a= 

дится или расходится вместе с рядом у b,, то утверждение теоремы 
=] 

непосредственно вытекает из теоремы 2. > 
Доказанные признаки сравнения очень удобны в применении, од- 

нако для успешного их использования необходимо иметь достаточно 
широкий набор. рядов, о которых заранее известно, сходятся они, или 
расходятся. Выше было установлено, в каком случае сходится ряд, 
члены которого образуют геометрическую прогрессию. Известно так- 

со 

. | 
же, что Гармоническии ряд У, = расходится, а поэтому, согласно 

n=!) 

теореме 2, расходящимся является ВСЯКИЙ ряд У, Qn» ДЛЯ которого 

n=! 

| 
выполняется условие а, > — Wn > ne. 

Рассмотрим ряды, члены которых не возрастают. Сходимость или 
расходимость этих рядов зависит от сходимости или расходимости 
ряда, образованного из довольно «редкой» подпоследовательности, 
выделенной из последовательности {a,}. 

Теорема 5. Пусть а, > а >... > a, > ... > 0. Ряд У, а, сходит- 
n=l 

ся тогда и только тогда, когда сходится ряд 

У ана 20, + 40g + oe + Daye toe (2) 
k==0 

q Обозначим 

Sy = A, + 4 -- +++ + An, 
. А 

О, — Q, + 2a, + ... + 2 Uke 
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Тогда при п < 2" 

$ < а, + (а. + аз) + ++: + (Ayr + ... + 4+1) < 

<a,+2a,+ .-.. + 2" Ay = Oy. 

Следовательно, при п < 9* 

би > О». (3) 

Если п >> 2", то 

Sy 2 а, + а, + (Ag + а.) + ee) + (@ж, + +++ + а) > 

> а, + а, + 2a, + ree +2" "a, = > Op, 

eo 

> %- (4) S, > 

Если ряд (2) сходится, то его частичные суммы ов, ограничены, 
а тогда из неравенства (3) вытекает, что частичные суммы $, ряда 

со co 

У, an также. ограничены и, согласно теореме 1, ряд № a, СХОДИТСЯ. 

n=! n=] 

Если ряд (2) расходится, то, согласно теореме 1, о, — -- со при 
со ы 

п — с, а тогда из (4) вытекает, что $,-— - со, и ряд у a, рас- 
| n= 

XOJHTCA. }№ 
со 

Следствие 1. Ряд У, п—^ сходится, если Х>1, и расходится, 
n=! 

если А^< 1, 

—A ъ 

Если aA < 0, toa, =n” > |1, иряд расходится, так как его общий 
член не стремится к нулю с возрастанием п. 

Если 4 > 0, то, применяя доказанную теорему, получаем ряд 
со 

< в | | 

х 2 orn =2 oka)? (5) 

члены которого являются геометрической прогрессией со знаменателем 

__ 1 

9 — г 
Поэтому если 4 > 1, To g <1, и ряд (5) сходится, а если А < 1, то 
9 > |, иряд (5) расходится. Таким образом, ряд 

[>] 

Lar 
n=] п 

сходится при A> 1 u расходится при А, < 1. > 
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Следствие 2. Если a, = (> при п-> со, mo при A>1 ряд 
п” | 

со 

У, а, сходится, а при < 1 — расходится. 
nal 

| 
Достаточно в теореме 3 положить В, = —- и применить 

п 

следствие |. p> 

Пример 1. Исследовать на сходимость ряд > 
n=! 

n 7 

Ряд У т сходится тогда и только тогда, когда сходится ряд 
nin 

n=! 

l | Q* — —. 
p2 2" (112)? In? 2 х RP 

А этот ряд, согласно следствию 2, сходится при р > Ги расходится при р < 1. 
Пример 2. Показать, что ряды 

со со 1 

Sep У (1+-,„). У" 1, а > 0, 

n=] n=] i= 

расходятся. 
Поскольку при п - co 

1 _ л | _, l п (1 | _ | | — о 1 

+0 (=) = (—). п +5-)=a-+°(+)= (—) 
| 
= _ 1 | _ | 

а —1=—Ina+o(—)=0(—} 

Г 
(см. пример 2, п. 6. 6, гл. 2), а ряд > = расходится, то расходятся и данные 

п=1 

tg 

ряды. 
Пример 3. Исследовать на сходимость ряды 

У ов (---= (1+). ` 

Имеем 

(см. пример 2, п. 6.6, гл. 2). 
| 

п--| 
Далее из неравенства < in (1 +) < — (см. неравенство (6) п. 4.4, 

\ 
гл. 2) следует 

] / | | | | | 
— — ] — —— == = — — n n(It+—)<> n+l ninth 0( =). 

] 
Поскольку ряд > ) сходится, TO данные ряды также сходятся, 

n==] 
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со 

] \п\2 
Пример 4. Показать, что ряд > (e— (1 -- = | сходится. 

п 
п=1 

В самом деле 

1 \n\2 | \n+1 | \7\2 _ | \2n | е? 

(ны «(р =. 
| \n\2 м | 

т. е. (e—(1+—} = O =| ‚ Noo, a ряд > „= СХодится, поэтому 

сходится и данный ряд. 
[oe) 

Пример 5. Доказать логарифмический признак: ряд У, аи сходится, если 

n=] . 

In ат" пал 
>1-а Уп>л,,° и расходится, если ma < 1 3a>0 такое, что 

> ’ Inn 

Vn> no. 

In 
Пусть я >l+avn>n,, a>0. Тогда из этого неравенства следует, 

со 

| | 
“ia . Поскольку ряд > Te a 

n=] 

сходится (см. следствие | из теоремы 5), TO согласно теореме 2 сходится 
[@.®) 

и ряд У, ал. 
n=! 

что Wn> п, выполняется неравенство dy, < 

—| Ina 
Пусть теперь т <!lWn>n,. Тогда аз > — Уп >л,, а так как ряд 

со со 

| 
> — расходится (см. п. 1.1), то, согласно теореме 2, расходится и ряд > An. 

n=! n=! 

Пример 6. Доказать, что ряд с общим членом a, = (шш п)", п = 3,4, ..., 
сходится. 

Поскольку 

пад’ —_ шт п)" 
Inn _ Inn 

= InInInn > 2 

при п > exp (exp (exp 2)), где обозначено exp а = е“, TO, согласно логарифмическо- 
му признаку, ряд сходится. 

1.3. Признаки Коши и д’Аламбера. 

Теорема 1 (признак Коши). Пусть задан ряд У; а, а, > 
n=! 

>0 и lim Ya, =1. Тогда: 
nrc 

a) если l<1, то ряд У, a, сходится; 
n=] 

6) если l>1, то ряд У, a, рагходится; 
n=!) 
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в) существуют как сходящиеся, так и расходящиеся ряды, для 
которых | = |. 
4 а) Пусть [< 1; выберем =>0 таким, чтобы [+ <1. В силу 

п — 

существования конечного верхнего предела Jn, такое, что У а, < 
<1+= Wn>n,. Обозначим 1/+e=q, 0<9<1; тогда Уп> п, 

выполняется неравенство а, < 9". Поскольку ряд У, gq” СХОДИТСЯ 
n=! 

(см. пример 1, п. 1.1), To по признаку сравнения ряд У, а, сходится. 
n=! 

6) Пусть Г > 1. Поскольку верхний предел является наибольшим 
частичным пределом, то существует подпоследовательность {Qn}, 

для которой 

Выберем = >> 0 таким, чтобы / —e>1. Тогда | V On, —I|<eVWVk> 

> №. Отсюда следует, что 
Пр. — 

и последовательность !а„} не может при п- со стремиться к нулю. 

Поэтому ряд У а, расходится. 
n=] 

со 

| | 
в) Ряд ys сходится, a ряд у ~~ расходится (см. п. 1.1); 

n=] n=| 
fi — 

однако поскольку У n-> 1 при п-— оо (см. п. 4.2, гл. 2), то в обоих 
п — 

случаях У a,—>1 при п-— с. PD 
Следствие. Теорема остается справедливой, если в ее условии 

. Pere 0 eee . п,— 
верхний предел lim У a, заменить пределом lim У Qn, предполагая, 

N-» oo п- oo 

что он существует. 
со 

Теорема 2 (признак д’Аламбера). Ряд У, а, а. >0: 
п—=| 

ao | nti 
а) сходится, если lim ———<]; 

Naw n 

- Anil 
6) расходится, если = >21 Уп> и, %6№; 

в) если 

а —_—. 

lim SH <1 <iim —, (1) 
n п-ъо an 

п-> 

fore) со | 
mo ряд У, a, может как сходиться, так и расходиться. 

Пжз| 
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а) Пусть задано e>O0 такое, что O<l+e=q-—1. В силу 

Ant] <q. 

fi 

существования конечного верхнего предела ing: Уп> 7, — 

Отсюда 

п, --1 < Jan, 

ап, --2 < дат, < g'An,, 

и, следовательно, для a, справедлива оценка а, < ang °°q” Уп > Np, 
причем ряд 

e 
On 

» Ang "gq" = ang" De q, O<q<l, = 

oo 

СХОДИТСЯ. Таким образом, ряд у, а, сходится согласно признаку 

n=l 

сравнения. 

а 

6) Если — >! Уп > п. TO ан 204, >0 Уп>пь, что ис- 
п 

ключает возможность выполнения необходимого Условия сходимости 
со 

ряда, а поэтому ряд У! а, расходится. 
n=! 

в) Для доказательства рассмотрим ряды 

со о3 

| ] 1 ] 

we Boe the tlt yh 
= u= 9 

n 

Для первого ряда 

lim Е = fim АЕ = | 
noo an пс an 

Для второго ряда 

. n+\ . Gon+ . | 
lim ——— = lim = lim тг = 0, 
Nos 0O an ra Ox on N+» со n— 

l- a . 

lim “OH = И ant? = Jim (2n — 1) = ©, 
= Oc n loo Ayn] пс 

т. е. соотношения (1) выполнены для обоих рядов. Однако первый ряд 
сходится, а второй в силу неравенства 

| | ] n 
и ++ ›. + щи >> 

9 
n 

расходится. № 
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В качестве примера’ рассмотрим ряд 
со 

| | | | | | 1. 

Уве инт тит 
П= 

Выясним сходимость ряда, применив признак Коши. Имеем 

т оо fim Vda = lim И дя = В 
следовательно, ряд сходится. 

Поскольку отношение 

@2п--1 — 92"— 

op, 

не ограничено при возрастании п, то признак д’Аламбера He позволя- 
ет сделать никаких заключений о сходимости ряда. 

Заметим, что расходимость ряда по признакам Коши и д’Аламбе- 
ра устанавливается на основании того, что a, не стремится к нулю при 
п — со. Поэтому оба признака являются довольно грубыми при ис- 
следовании ряда на расходимость (так как существуют расходящиеся 
ряды, у которых a, -— Опри п -— oo). Для установления факта расхо- 
димости ряда самыми удобными все еще остаются признаки, рассмот- 
ренные в пункте 1.2. 

Установим более тонкие признаки сходимости рядов с положи- 
тельными членами. 

1.4. Признаки Куммера, Раабе и Гаусса. 
Теорема 1 (признак Куммера). Пусть для ряда 

а та -+ +... ча -+ ... (1) 

существует последовательность {b,} положительных чисел, для кото- 
рой выполняются условия: 

с | 
1) ряд > 5. расходится; 

n=1 

Qn 2) числа и, = 
n-+l 

6, — 6. Одного знака. 

Тогда ряд (1) при и, > [>> 0 сходится, а при v, < 0 расходится. 
< Пусть v,>/2>0. Тогда а: < аб, — аб... Полагая здесь 
последовательно п = 1, 2, ..., получаем неравенства 

lag < а16, — або, 

la, < аб. — азб, 

lan+ < a,b, — An+10n+1, 

складывая которые, приходим к неравенствам 

[(а + Ag+ +++ + Anyi) < а16, — An+t1On+ <a,b,. 
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Поскольку число [ положительное, то из последнего неравенства по- 
лучаем оценку 

a,b 
Ag+ Ag+ ves + Anyi < — 

ИЛИ 

a,b 
Sit. = а: + a, + .’° + ал S++ ay. 

Следовательно, последовательность частичных сумм ряда ограничена 
и поэтому, согласно теореме 1, п. 1.2, ряд (1) сходится. 

Пусть теперь v, = = р, — bn4i <9. Тогда a,b, < аби и 
n+] 

a,b 
yb, SAgby < +++ < аи. Таким образом, аи 2 , а по- 

| 
со со | + 

a,b 
скольку ряд > pt = 161 > ; расходится, TO, согласно тео- 

n=) ПН пы И 

реме 2, п. 1.2, ряд (1) также расходится. p> 

Следствие (признак Куммера в предельной фор- 
Me). Если для ряда (1) существует последовательность {b,\ положи- 
тельных чисел такая, что 

1) ряд х = расходится; 

2) lim ( an by — bn +1) = 1, 
noo Ani 

то при [>> 0 ряд (1) сходится, а при [< 0 ряд (1) расходится. 

< В самом деле, при 1[>0 Зщ:Уйп>и 9 = 2 
n+l 

>= >0, и, согласно признаку Куммера, ряд (1) сходится. 

| — В > 

/ 
Если [< 0, то dng: Vn п, p< < 0, а тогда, согласно при- 

знаку Куммера, ряд (1) расходится. > 

Георема 2 (признак Раабе). Пусть 

him ( aA —I)=r. 
п- со Чт 

Тогда при г > 1 ряд (1) сходится, а при г < 1 — расходится. 

<q Для доказательства теоремы воспользуемся признаком Куммера 
Co 

. 1 
в предельной форме. Поскольку: ряд > > расходится, то в каче- 

п=| 

] стве последовательности {b,} возьмем b, = —-, NEN. Тогда 

Gn И 
n+l 

Uv, = —2 n—(n+ 1) =n 
Qnty a 
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limv, = limn (= 
п- со П- со Чт 

1-1 

Если г > 1, то [> 0, и ряд (1) сходится, а еслиг < 1, то [< 0, и 
ряд (1) расходится. » 

Теорема 3 (признак Гаусса). Пусть отношение? = npeo- 
n+] 

ставимо в виде 

ай __ В. Yn 
a OT nt Tite? (2) 

cde a, В, & — постоянные числа, и = >0, а у, —oepanuueno |y,|< 
<M УпЕМ. 

Тогда при “>11 или а =1, В>>1 ряд (1) сходится, а при “< | 
или a= |, P<] | — расходится. 

‚| Поскольку —— ——о“ при п > со, TO, СОГЛасно признаку Д 'Аламбера, 

an | 

ряд (1) сходится при a>! и расходится при “< 1. 

Пусть теперь & = |, тогда - =|] + a +. или n xX 
n+l 

x fan — 1} =f + Yn —В при п — oo. Согласно п признаку Раабе, 
п--! п 

ряд (1) сходится при В > [1 и расходится при p< 1 
„остается рассмотреть случай, когда и =В = 1. В этом случае 

=l+—+—h — vn . Применим признак Куммера в предельной 
Чт 

форме. Поскольку ряд 

со 

> a 
n=2 

расходится (см. пример 1, п. 1.2), то положим 6, = п In n. Имеем 

— ор __ __ Ji Ya’ _ 
Un, = Ons b,, an я + ite | tna — (n+ I In(n + 1) = 

Inn—(n + I) Ши 1) = 

= Vn 2 inf tb 

Так как an +0 при п— с (см. пример 3, п. 6.6, гл. 2), 
п 

Inn =) ше=1 при п-> oo, TO Un = Pn en — (1 4. 

I \f+l 
г > — — | при п —> oo, и ряд (1) расходится согласно признаку 

Куммера в предельной форме. p> 
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Пример 1. Доказать, что ряд 

сходится. 
| 

Для доказательства применим признак Раабе. Обозначим a, = 

| 
Хаит; тогда при п — со имеем 

м ри 6 | _ пб +5) 3 
"(an |)" an? an + I a et eee >>. 

Следовательно, г > 1 и ряд сходится. 
Пример 2. Исследовать сходимость ряда 

УР), 
n=!) 

применив признак Гаусса. 9 ‚ 
_ (1.3.5... (2—1) аа _ (20-2 \^ 

Обозначим ап -( 37476... on ‚ тогда а = Ges 

при п -— со. Поскольку @=1, то для выяснения сходимости найдем число В. 
Имеем 

> 1 

I | 

ал (2n + 2)^ — (2n + 1)^ (1+—) —(1+ =) 
n{ ——— — l|j=an =n 

бл (2n + 1)* ( 4! } 
2n 

1 \A А | 
Пользуясь асимптотическими равенствами ] + = =1+ > +0 (--} , (1 -- 

| \^ A | 
+) =!+5-+0(—), находим при п - со 

2n n 

^^ 
2 

А | 

ап 2n + о (=) 

Ги 7° =) 
Таким образом, В == 73 силу чего при A> 2 по признаку Раабе ряд схо- 

дится; ссли же A< 2, то ряд расходится по тому же признаку. Если A = 2, то 

On - (т) И an та Vn ’ где Vn = =. > 
Ons n+ | An) n n dn 4p — 

> -- при Я -+ со. Следовательно, при А =2 ряд сходится согласно признаку 

Гаусса. 
Пример 3. Доказать признак Бертрана: если 

lim inn (a On —1)—1)=e 
nw ro Any 

co 

то при b> | ряд у ап сходится, а при 8 < 1 — расходится, 

п=| 
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Для доказательства воспользуемся признаком Куммера в предельной форме, 
где в качестве последовательности {b,} возьмем последовательность {п пп} Такой 

со 

выбор допустим, поскольку ряд > расходится (см. п. 1.2). Имеем 

n=2 

„ = бя ати — (n+ I) in(n +1) =Ina (a on —1)—1)—m(14 oy. 
An+i Ant n 

, | \п-! 
Отсюда, приняв во внимание условия признака и равенство lim м 1+ =} = |, 

п- оо 

получим 

lim uv, = lim inn (n/ о 1) — | =b— |. 
n=» со п- со Ant | 

По признаку Куммера ряд сходится при 6 — 1 > 0, т. е. при В > 1, и расходится 
при 6 — | < 0, т. е. при В < 1. 

$ 2. ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ РЯДОВ 

С ПРОИЗВОЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ 

2.1. Абсолютно и условно сходящиеся ряды. В предыдущих пунк- 
тах подробно рассмотрены ряды с положительными членами и доказа- 
ны для них достаточные признаки сходимости. Рассмотрим теперь 
ряды с произвольными членами. 

Пусть ряд 

а а, | +++ +a,+ +: (1) 
имеет как положительные, так и отрицательные члены. - 

Определение 1. Ряд (1) называется абсолютно сходя- 
щимся, если сходится ряд 

Jay] ||. Fla, oo, (2) 
составленный из абсолютных величин соответствующих членов ря- 
да (1). 

Теорема. Всякий абсолютно сходящийся ряд является сходящимся. 
q Пусть ряд (1) сходится абсолютно, т. е. сходится ряд (2). Тогда 
Ve>0 Jn) такое, что Vn > ши Ур>0 

[аа | + |@nzo]+ +++ + [9142 | <@. 
Отсюда для этих значений п и р имеем 

| ап + An+2 + cr. + An+p | < | Qn41 | + | Qn+2 | + _e + | n+p | < 8, 

т. е. ряд (1) сходится согласно критерию Коши. p> 

Например, ряд У > ‚^>1, сходится, поскольку сходится 
п 

n=! 

pan > = ,A>I1 (cm. п. 1.2). 
n=! 

Заметим, что обратная теорема неверна: например, ряд 

Ser (3) 
n=| 
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сходится, а ряд, составленный из абсолютных величин его членов 
со 

| 
У —-, расходится (см. п. 1.1). 
| 

Для исследования ряда (1) на абсолютную сходимость необходимо 
исследовать на сходимость ряд (2), члены которого положительны. 
Поэтому к нему применимы все признаки сходимости рядов с положи- 
тельными членами. 

Определение 2. Ряд (1) называется условно сходящимся, 
если он сходится, в то время как ряд (2) расходится. 

Другими словами: не абсолютно сходящийся ряд называется ус- 
ловно сходящимся. 

Например, ряд (3) условно сходящийся. 
2.2. Зависимость суммы ряда от порядка суммирования. Пусть 

задан числовой ряд 

аа, + ++. ta,t eee, (1) 
Определение. Если 6, = ак, где {k,} — последовательность, в ко- 

торой каждое положительное число встречается один и только один 
раз, то ряд 

a ++ --- (2) 
называется перестановкой pada (1). 

Теорема 1. Если ряд (1) сходится абсолютно и имеет сумму $, то 
ряд (2) также сходится и имеет ту же сумму $5. 
{ Абсолютная сходимость ряда (2) вытекает из того, что частичные 
суммы 

lor] + [bo] + +--+ +60, |, EN, 
со 

монотонно возрастают и ограничены сверху суммой >» | a, |, которая 

конечна в силу абсолютной сходимости ряда (1). Остается показать, 
что ряды (1) и (2) имеют равные суммы. Поскольку ряд (1) сходится 
абсолютно, то, согласно критерию Коши, У = >0 3 п, такое, 
что V p> 0 

| точна | + |@nte)+ +++ + | antol|<e. (3) 
Обозначим через т, наибольший из индексов, который имеют числа 
Q,, а, ..., ап, будучи членами ряда (2). Ясно, что ть > ny. Если п > 
> то, то в разности 

n= (а, На, +++ +4,)—(b, + 0,4 ... + 5,) 

члены а, а., ..., а, взаимно уничтожаются и остаются члены ряда (1) 
со знаком «--» или «—» и номерами большими, чем No. Поэтому, co- 
гласно (3), сумма произвольного числа таких членов не превосходит 
числа =. Следовательно, | %, | <& Уп > Ш, а тогда lim у, = 04 

nor CO 

lim (by + bg + +++ +8) = lim (а, + ay + +++ + On) — Pn) = 
п-со fir 00 
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= lim(a,; +a,+ vee +a,)—limy, = 
N+ 00 

= Ит (а. - а - +++ +а,) =$. № 
п-со 

Пусть ряд (1) содержит бесконечное число как положительных, 
так и отрицательных членов. Обозначим через ил, Ug, ..., Uny ... 
положительные, а через —U,, —%, ..., — и, ...— отрицательные чле- 
ны ряда (1).. 

Лемма. Если ряд (1) сходится абсолютно, то оба ряда 
ии. шо... (4) 

оо + ses ++ ree (9) 
одновременно сходятся. 

Если ряд (1) сходится условно, то оба ряда (4) и (5) одновременно 
расходятся. 

u 

4 Пусть ряд (1) сходится абсолютно и У |а„| = ®. Обозначим 
n=] 

через s,, mE, частичные суммы ряда (4), a через o,, NEN, час- 
тичные суммы ряда (5). Тогда обе последовательности {5„} и {0,} мо- 
HOTOHHO возрастают и ограничены сверху числом @, а поэтому ряды 
(4) и (5) сходятся. 

Пусть теперь ряд (1) сходится условно. Если бы оба ряда (4) и (5) 
одновременно сходились, то ряд (1) сходился бы абсолютно, что не- 
возможно по предположению. Предположим, что только один из ря- 
дов (4) или (5) сходится, а другой расходится. Пусть, например, ряд 
(4) сходится и имеет сумму $, аряд (5) расходится. В этом случае Oo, > 
— со при п — oo. Если через ¢, обозначим частичную сумму ряда (1), 
го тогда из равенства {, = S,— 0, Nn = р + q, и того, что lim s, = $, 

р-— со 

limo, = оо, следует, что lim [, = — со. А это противоречит пред- 
9 - со n-+oco 

положению OO условной сходимости ряда (1). > 

Следствие. Если ряд (1) сходится условно, то У АЕЮ, VBER 
и Уп, № Jp, GEN такие, что 

Uni + Ипь-2 + -** + Untp > A, 

— Чт —Un$2 + ++ — Ung < В. 
(6) 

Если бы УрЕе№ неравенства (6) выполнялись в обратную сто- 
рону, то ряды (4) и (5) сходились бы согласно теореме | п. 1.2. №» 

Теорема 2 (Римана). Если ряд (1) сходится условно, то для 

я 
произвольного [Е ® существует перестановка У\ b,, сходящаяся к [. 

a= 

q Пусть / € КЮ задано произвольно. Если, как и выше, 4, и», ..., 
Un, .. Положительные, а —V,, —%., ..., —Upn, .. — отрицательные 
члены ряда (1), то для [ (согласно следствию) существует целое число 
р, такое, что 

ини res + Up, >Ь 
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ии +. $Uyp ii <l. 

Далее, по той же причине существует целое число 4, такое, что 

Uy Ug + Ир, 0, — +. — Uy, <<], 

a 

Uy Ug ves Up, — Vy — Vg — + -— Ug VL. 

Снова, согласно следствию, существует число г. такое, что 

и-... + Up, — 0, — ce — Ug, + Иры + ... + Ur, >Ь 

a 

U, + cee + Up, — 0y — ... — Ug, № Ир + ... и <. 

Неограниченно продолжая описанный процесс для ряда (1), полу- 
чим перестановку 

ше Up, — 9: — 8 Ug, Ч Ни —°.., (7) 

частичные суммы которой колеблются около значения [. Поскольку 
число / заключено между частичными суммами Se, И 5—1, TO ЭТО ЧИС- 

ло отличается OT Se, на последнее слагаемое, равное ик, или —U, . 

Поскольку ряд (1) сходится, то общий член его стремится к нулю 
при п — 00, а поэтому ик, и Up, также стремятся к нулю с возраста- 

нием п. Следовательно, / — $, — 0 при п -> со, т. е. перестанов- 

ка (7) имеет своей суммой число [. > 
2.3. Достаточные признаки сходимости рядов с произвольными 

членами. Пусть Uy, Us, ..., Ин; Uy, Ug, .... 9, — Произвольные действи- 
тельные числа; S, = и, + и, +... + и; п, p EN. Тогда справедливо 
равенство 

n+p n-+-p—l р. 
Ик = у, Sp (Up — ри) + Sn4+-pUn+p — Santis (1) 

k=n-+1 R==n--] 

которое называется преобразованием Абеля. 
Действительно, поскольку и, = $, — 54 WREN, то 

n+p п--р n+p n-+- p 

у Up, = у (Sp — 5—1) Up = , > SpUp — у , 58—19 = 
=n-+l k==n+l =n-+] k=n-+- 

n+p n+p—| n+p—1 

= Yo s%— YL sven = , > ЗкИк | Sn4+pUnt+p — пп — 
=n-+1 k=n =n 

Пр n+Pp—l 

— > SpVr+1 = Xs Sp (Ик — Ve+1) + Sn+pUn+p — SpUn+1- 
k=n 

— 

Преобразование Абеля можно использовать для получения доста- 
точно тонких признаков сходимости ряда вида 

со 

1 Инн. (2) 
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Теорема 1 (признак Дирихле). Ряд (2) сходится, если 
п 

частичные суммы S, = у и, ограничены, т. е. ЗМЕЮ такое, что 

|5. |< М УпЕМ, а лены последовательности {и„} положительны и, 
не возрастая, стремятся к нулю при п-— oo. 

Поскольку последовательность {v,} не возрастает и при п — oo 

стремится к нулю, то У = > 0 Ino: Ул > NM 0<4<>> 

где М — число, указанное в теореме. Далее, пользуясь преобразова- 
нием Абеля, ограниченностью частичных сумм S, и тем, что 9, — 4: > 
> 0, получим 

n+p п--р—1 

U,Up| = у Sp (Up — Un-+1) + SntpUn+p — SpUn+1 | < 
k==n-+1 k=n-+] 

n+p—!] 
~ 

= bk 2 | S, | (о, — Чв-+1) + | Sn4pl Unto + | Sp | Un+1 = 
=n 

n+p—| 

<M ( x (Up, — Чьи) + Untp + ina = 
=n 

= М (041 — Un+e + Unte — Unt3+ °° + Untp—1 — Что + Unto + 

+ Uns) = 2Мо,- < 2M say =e Vn>n, VEN. 

Отсюда, согласно критерию Коши, следует сходимость ряда (2). №» 

Теорема 2 (признак Абеля). Если ряд У, и, сходится, 
=I 

а последовательность {а„} монотонная и ограниченная, то ряд 
со 

У али, (3) 
n=! 

сходится. 
 Монотонная и ограниченная последовательность {a,} имеет ко- 
нечный предел, который обозначим через а. 

Пусть последовательность {a,} неубывающая; тогда последователь- 
ность {а — a,}, He возрастая, стремится к нулю при n — oo. Для ряда 
со 

м 

у Чи частичные суммы Sn ограничены, а поэтому, согласно теореме l, 

n=! 

ряд 
со 

У и (a = Gy) (4) 
© со 
4, 

сходится. Из сходимости рядов (4) и », au,=a У u,, согласно 
n=| n=] 

пункту 1.1, вытекает сходимость ряда (3). 
Если последовательность {a,} невозрастающая, то последователь- 

ность (а, — а} NpH nN -— oo, не возрастая, стремится к нулю. Повторяя 
приведенные выше рассуждения, убеждаемся, что ряд (3) сходится. > 
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Определение. Ряд называется знакочередующимся, ес- 
ли его члены поочередно то положительные, то отрицательные. 

Знакочередующийся ряд можно записать в виде 
п | 

а — а а:— +++ +(—1) а-о..., (5) 

где а, >0 WREN. 

Теорема 3 (признак Лейбница). Знакочередующийся pad 
(5) сходится, если 

O<an4i<a, УпЕМ№ и lima, =0. 
пы со 

 Сходимость ряда (5) вытекает из признака Дирихле, если поло- 
b— 

жить и, = (— 1) 7 и, = a,, REN. № 
Следствие. Если сумму $ сходящегося знакочередующегося ряда (5) 

заменить ее частичной суммой 

n—| 
Sp = Ay — A, + a;— ++: +(— Il) a, 

то абсолютная погрешность А = | $ — $, | не превосходит абсолютной 
величины первого из отброшенных членов, т. е. 

А = |$ — Sal < аи, 

{ Действительно, поскольку | a, — а | > 0 VREN, то 

A = [5$ — $. | = |(— 1)" @n41 — ап + аз — Anza oe) [= 
= | (Qn41 — @л-+-2) + (Qn43 — Ants) + ++. |= 

= (An4+1 — An+2) + (Qn43— Anza) + +: = 

= Ant) — (An42 — An+3) — (Qn44 — An45) — *** SQnu. D 

Пример 1. Показать, что ряды 

со со 

у, Un COS ПХ, у оп sin nx 
n=! n=l 

сходятся, если 0 «Е < x < 2N — в, a последовательность {U,,}, монотонно не воз- 
растая, стремится к нулю при п > со. 

Действительно, поскольку частичные суммы 

n+] . nx 
cos x sin —— 

2 2 
cos x + cos 2x + -+- + с0$ пх = x , 

sin — 
2 

_ atti . Nx 
sin x sin —— 

2 2 
sinx + sin 2x + «+. + sinnx = x 

sin — 
2 

на сегменте [e, 2 —e) ограничены числом sin! 
& 
>, то, согласно признаку Дирих- 

ле, ряды сходятся, 
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| 
Например, если „= —, @>0, то ряды 

па 

со [2.) . 

cos nx sin nx 
> >: x€ [e, 2л — |, 

a a n n 
n=! n=] 

сходятся. 
ыы п] ыы n 

(— 1) (— 1) Пример 2. Доказать, что ряды > ; > ——— , a>), сходятся. 
па п п@ п 

n=! A= 

Поскольку OHH знакочередующиеся, a их члены, убывая, стремятся к нулю при 
-> со, то по признаку Лейбница они сходятся. 

и ИИ 1 ] 

Пример 3. Доказать, что ряд > ( a (1 + eee ae In n| 
n \ 

n=! 

сходится. 
© __ п | 

Здесь рял >! zh сходится, а последовательность {1 — +... + 
mr n 2 

l 
+—-— In n| монотонно убывающая (cM, пример 2, п. 4.4, гл. 2) и ограничена 

п 
снизу постоянной Эйлера С. Следовательно, по признаку Абеля ряд сходится. 

Пример 4. Исследовать на абсолютную и условную сходимость ряды из примеров 
24 3. 

Мы уже показали, что все OHH сходятся при @ > 0. Покажем, что ряды 

co со со 

у учтены ——> ’ ———— , — — оо — oo ’ 

па п пл п“ 2 n 
n=! n=) n=!) 

составленные из абсолютных величин указанных рядов, сходятся при @ > | и pac- 
ходятся при & < 1. Для первых двух рядов это уже доказано (см. п. 1.2). Далее, 
поскольку 

| | | 
а (1+ + = = пи) ] | 

=I +. + — Inn =C+y, >С 

n& 

при п - co (см. п. 4.4, гл. 2), то третий ряд сходится при тех же условиях, что и 
первый. Таким образом, все три ряда сходятся, но не абсолютно, а условно при 0 < 
<а< 1. 

Пример 5. Исследовать на абсолютную и условную сходимость ряд 

< (— 1)’ . | 6 
2 (n + (— 1)? ) 
n=? 

Если р < 0, то общий член ряда не стремится к нулю при п - со, а поэтому 

ряд расходится.Пусть р>0. Согласно асимптотическому равенству для (1 + x)" при 
x > 0 (см. п. 6.6, гл. 2), общий член ряда (1) запишем в виде 

и ata = )°- (= 1)" | (= + ! }} 
(2 + (— 1)")? ПР n? п. 

при: п - со. Ряды 

и > [— +o I (7) 
nP 1 \ п! -ЕР nite | 
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сходятся при р > 0; первый уже рассмотрен в примере 2, а второй сходится NO при- 
знаку сравнения: 

р | 1 
sap + °( sar} = о (= | nite nite nite 

Поэтому частичные суммы рядов (7) имеют конечные пределы, а тогда и частичная 
сумма ряда (6) имеет конечный предел и, следовательно, он сходится при & > 0. Со- 
ставим ряд 

оо 

> (п + (— 1")? n=2 

из абсолютных величин ряда (6). Для его общего члена справедлива оценка 

„1 , п=2,3,.... < < 
(n + 1)? (n + (— 1)")P (п — 1)? 

со 

Отсюда, поскольку ряд У —- сходится при p> |, заключаем, что ряд (6) схо- 
п 

n=] 

дится абсолютно при р > 1. Следовательно, при 0 «р < 1 pag (6) сходится услов- 
HO. 

2.4. Ряды с комплексными членами. В этом пункте рассмотрим 
ряды, членами которых являются комплексные числа. 

Итак, пусть задан ряд 

21 5 г +... а ..., (1) 

где 2,= x, + ty,, 2. ЕС, п №. Для рядов вида (1) остается в силе 

определение сходимости ряда и его суммы (определение 2, п. 1.1). Да- 
лее, остается справедливым необходимое условие сходимости ряда (1) 
(теорема 1, п. 1.1), а также критерий Коши сходимости ряда (теорема 2, 
п. 1.1) и его следствия. Для исследования сходимости рядов с комп- 
лексными членами могут быть использованы доказанные ранее доста- 
точные признаки сходимости числовых рядов с действительными чле- 
нами. Для этого достаточно заметить, что частичные суммы 

би = а: На + +. fetes (2) 

ряда (1) могут быть записаны в виде 

Sy = (4 + х» + " + Xp) FEY + у + .’’ + Yn) = $1 + Ю,, пЕ№. 

Здесь 

Sp = м + № ttt В, Op = Yr TY. + Yn (3) 

являются, соответственно, частичными суммами рядов 

Xi tx tere +... (4) 

уу и... (5) 
с действительными членами. Последовательность (2) частичных сумм 
ряда (1) сходится тогда и только тогда, когда сходятся последователь- 
ности (3) частичных сумм рядов (4) и (5) (см. п. 4.13, гл. 2). Поэтому 
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исследование сходимости ряда (1) сводится к исследованию сходимос- 
ти рядов (4) и (5), составленных из действительных и мнимых частей 
соответствующих членов ряда (1). 

Как и в случае рядов с действительными членами, ряд (1) назы- 
вается абсолютно сходящимся, если сходится ряд, составленный из 
модулей его членов: 

а аа ses +12 |+. (6) 
Теорема 1. Каждый абсолютно сходящийся ряд сходится. 

4 Доказательство аналогично доказательству теоремы из пункта 
2.1. > 

Теорема 2. Ряд (1) абсолютно сходится тогда и только тогда, ког- 
да одновременно абсолютно сходятся ряды (4) и (5). 
< Утверждение теоремы вытекает из очевидных неравенств 

[Хи | < [28 [< | eal + Ул |, 
[Уи [21 | < | Хи | Е [Чл |, 

справедливых для всех натуральных п. №» 
Для абсолютно сходящихся рядов с комплексными членами оста- 

ется справедливой теорема 1, п. 2.2, согласно которой произвольное 
изменение порядка суммирования абсолютно сходящегося ряда не 
влияет на его сумму. 

Заметим еще, что для исследования абсолютной сходимости рядов 
с комплексными членами применимы все достагочные признаки схо- 
димости рядов с действительными положительными членами. 

Пример 1. Показать, что ряд с комплексными членами 

ef? ef in 

ttt te tS -... 

сходится. 
Поскольку 

é" —cosn+isinn 

(см. пример 5, п. 6.6, гл. 2), а ряды с действительными членами 

оо со . 

У cos п У sinn 

п ' п 
n=l n=! 

сходятся (см. пример 1, п. 2.3), то сходится данный ряд. 
Пример 2. Показать, что ряд 

< ! 
p> (n+ г) In?n ’ 

где z= x-+ iy, сходится. 
Действительно, при n -> со имеем 

| n-+x— ly _ n-+x 

(n+ x)? + у2) lien 
ay, ` иди (n+ x) + 9) Ши 

y _ ! ! 
~ (Fx y) Intn (mma) + O(a In? n ’ 
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а ряды 

ео со 

Lan l= nin?n’ па In2n 
n=2 n=2 

сходятся согласно теореме 5, п. 1.2, поэтому по теореме 2 ряд сходится. 

Пример 3. Показать, что ряд У. et расходится. 

n=l 
Поскольку 

(см. пример 5, п. 6.6, гл. 2) и при п - со справедлива оценка 

| | | | 
< FZ OOS mS УтЕ\М, 

4n n 

| 1 . 
то ряд > COS —— расходится, следовательно, согласно теореме 2, исследуемый 

n=l 

ряд Также расходится. 

8 3. УМНОЖЕНИЕ ЧИСЛОВЫХ РЯДОВ 

Теорема 1. Если числовые ряды 

ата -+ +++ фа, -+ ... (1) 

ы-Ь. + ооо о, -- ооо (2) 

сходятся абсолютно и имеют суммы, соответственно равные $ и в, то 
ряд 

Cy tlgt vss +p tree, (3) 
где ст, Coy .... Си, ...— произведения вида 

4161, а16., @16з, ..., аб, ..., 

а26:, або, Agbs, ..., аб, ..-, (4) 

арбл, арб», арбз, Фу арб, eee 9 

взятые в произвольном порядке, сходится абсолютно и имеет сумму SO. 
со со 

4 По условию ряды У, |a,| и у, |6„\ сходятся; пусть их суммы 

равны соответственно жи o*. Torna из очевидного неравенства 

ey + [28| +16 |< 
< (а, | [аз - + аи) (|+ +. +) < 50", 

где m наибольший из индексов р и д в произведениях | a,b, |, которые 
входят в частичную сумму | с, | + ... + | ¢, |, следует ограниченность, 
а значит, и сходимость частичных сумм [1 [ +... + |. |. Следова- 
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тельно, ряд (3) сходится абсолютно, а тогда его сумма не зависит OT 
порядка суммирования произведений вида (4). Так как подпоследова- 
тельность 

биз = (Qy + Ag+ +++ + ал) (0, + 02+ +++ + On) 

сходящейся последовательности частичных сумм ряда (3) сходится 
К so, то ряд (3) имеет сумму, равную SO. > 

Члены ряда (3) обычно записывают в порядке следования произ- 
ведений (4) по диагоналям или по квадратам: 

/ 4 и 
a,b, a,b, a,b, ... a,b, | а16. | а16. |... 

и 
аб 426. —а263 ... а» аоб. | аб. |... 

/ 
Q3b, gb, agb, ... аз dgby gb, |... 
// / 

Теорема ©. Пусть ряды 

а а, +... ат... (5) 

о - ss) + - ... (6) 

сходятся и имеют суммы соответственно $ и в, причем один из них, 
например, (5), сходится абсолютно. Тогда ряд 

и... tu,t..., 

где и, = а1б, + Agbn—1 + +++ + ава, сходится и имеет сумму SO. 

q Положим 

Тогда 

ии = x (AD, + Agbp—1 + +* + Apby) = а10, + а20,— + +++ +4,0,. 
| 

Вычитая (7) из тождества и 

5п0п = 5и0п, 
получим равенство 

$10 и — Уп == AO, + Q290n—| + +++ + a,0, — (a, + а. ... а») бт — 

= а. (On — On—1) + +++ + арн (6, — Og) + 

-- @р+2 (6, — Gy-1) + +++ а, (0, —0,), 

где р +q = п, а затем и оценку 

|516и — п | < а; | | би — On—1| + ... - | ар | . lo, — 0) | + 

+ [@p4z| [би — бе [+ ++ + [@1| |9. — 01|. (8) 
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Поскольку последовательность {o,} сходится, а ряд (5) сходится 
абсолютно, то разности 

[9и — 9—1 |, eee y |o, — о | 

УЕ № ограничены некоторым числом М, а суммы 

аз | +... + [ар | 

УрЕ№ ограничены некоторым числом К. В силу сходимости ряда 
(6) в, —0. > 0 при goo, где p+q=n; поэтому Уе>09394, 
такое, что Уд>> д, разности 

[91 — б9— |, ...у |9" — 04 | 

меньше в, а в силу абсолютной сходимости ряда (5) целое число р мож- 
но выбрать таким, чтобы 

[ара | +++ +]a,|<e. 
Пользуясь этими оценками, из (8) получим неравенство 

[5-я — On| 32 (аз | + +++ + [авы |) + 
+ М (ар | + ++: а, |) <=К - eM, 

справедливое при п >> gt р = ny. Следовательно, 

lim v, = Им s,o, = lims,- limo, = 50. > 
Mab OO N=» со N= 09 foo 

$ 4. ДВОЙНЫЕ И КРАТНЫЕ РЯДЫ 

4.1. Сходимость и сумма двойного ряда. 
Определение 1. Двойной числовой последова- 

тельностью называется отображение 

Ух №-— К: (mM, п) ++ ам, (1) 

MEN, EN, атЕК. 

Числа Quan, NEN, meEN, называются членами двойной после- 
довательности. Числа двойной последовательности удобно располо- 
жить в таблицу (матрицу) 

Qi Q19 Qis eee Qin eee 

Qo Qos Qoy eee Q2n eee (2) 

Qm\ Am? QAm3 eee тп eee 

Такую бесконечную таблицу (бесконечную прямоугольную матрицу) 
называют таблицей с двумя входами. Каждое число из этой таблицы 
определяется двумя натуральными числами (индексами). Кроме того, 
эти же числа указывают место, где расположен данный элемент после- 
довательности (1) в таблице (2): первое число указывает номер строки, 

а второе — номер столбца. 
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Желая придать определенный смысл выражению 
со 

> ат», (3) 
т,п=1 

где Amn элементы последовательности (1), назовем его двойным число- 
вым рядом или просто двойным рядом. 

Элементы последовательности (1) называются членами ряда, а ат, — 
общим членом ряда. 

Конечные суммы 

Sma = У, У аы = Ay, + Ay, + ... + Qin + 
k=! (=| 

+ Agi - а. + +. + Om eee + 

+ ати + Qm2+ +++ + ат, т, ПЕ№ 

называются частичными суммами ряда (3). 
Определение 2. Двойная последовательность {Smn} частичных сумм 

ряда (3) имеет конечный предел, если З5 Е РиУ\= >03 МЕ \ такое, 
что неравенство 

| Smn — $| <8 (4) 

выполняется, как только т > М, n> М. 
Определение 3. Если последовательность частичных сумм имеет ко- 

нечный предел $, то двойной ряд (3) называется сходящимся, 
и при этом число $ называется суммой двойного ряда. 

В этом случае записывают 
со 

$ = У тп = у тп. 

mn m n=] 

Если частичные суммы стремятся к бесконечности или вообще не 
имеют предела, то двойной ряд (3) называется расходящимся. 

Теорема 1. Если двойной ряд (3) сходится, то 

lim Qmn = 0. 
(тп) со 

Из определения Sp, следует 

Amn = Smn — $т пм — $т-— п + $т-—1и—1$ 

тогда атл — $ —5 —$- $ =0 при (т, п) — oo. p> 
В некоторых случаях сумму двойного ряда (3) можно вычислить 

одним из следующих двух способов. 
Суммируем члены ряда (3) сначала по строкам таблицы (2) 

ал: T+ Ayo tres ан - ers =, 

As, + Age + ee + Qon + soe = Us, 

ат! + ат2 + see + Qmn + coe = U,, 
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а затем находим сумму ряда 

ил + и + ... + ии + ° 

3 наоборот, суммируя члены ряда (3) сначала по столбцам таблицы 

а11 + а»: + ees Нат + ces =, 

а12 + 42 +s ат ** = 0p, 

затем вычислить сумму 

Vv, и + cee + U0, + cee 

В каких случаях такое суммирование приводит к сумме ряда (3), 
устанавливает следующая теорема. 

Теорема 2. Пусть двойной ряд (3) сходится. Тогда: 
а) если сходятся ряды по строкам 

со 

Amn =Un, ТЕМ, (5) 

a | 

то ряд 

У Un = у (5 ann (6) 
m=! \n=! 

также сходится, и сумма его равна сумме двойного ряда; 
6) если сходятся ряды по столбцам 

У Amn = Un, n Е №, (7) 

то ряд 

р On = » (3 ana (8) 

также сходится, и сумма его равна сумме двойного ряда. 
Ряды (6) и (8) называются повторными рядами. 

q а) Пусть $ — сумма двойного ряда (3), тогда Ve > 0 INEN 
такое, что У т, п > М 

Отсюда 

e<¥ у am —S) и +d U—s= 
k==| р==] 

-х х Akp —u)+3 х и, —5 < :. 
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При фиксированном т > Мил -> oo получим 
т 

ь 
бе ш <s+e, 

6) Аналогично доказывается, что 

п п со 

lim Уи, = Им У, | а) — 5. > 
noo l=! П-со [==1 \m=! 

Суммирование двойного ряда по строкам или по столбцам, т. е. 
нахождение суммы повторных рядов не всегда приводит к сумме 
двойного ряда. 

1 
Например, ряд У, аи», для которого 

т.п 

| 1\ .) mm. пп 
smn = (q- + a) sin sin, 

сходится и его сумма равна нулю. 
Действительно, У # >> 0 неравенство 

1. лт . HA 

". 
1 (Е 

2 справедливо при У т, п> М> —. Однако для этого ряда суммы 

рядов с членами 

Ит = $тп — Sm—1n, Un = Smn — Sm n=! 

не существуют, т. е. ряды по строкам и столбцам расходятся. 

Обратная теорема к теореме 2 не верна. Например, ряд У, ати, 
тп 

для которого 
тп 

Smn = (m+n)? ' 

имеет сходящиеся повторные ряды 

(Ха) = tim (Lim mn) = 0 
m=! \n= то Noo 

со ео 

LY `\ ® . 

У ann = lim (lim 5тл) = 0. 
n=! m=! Но IM 00 

Однако двойной ряд расходится, так как его частичные суммы не имеют 
предела при т — со, п > oo. В самом деле, пусть т = А, п =k, Е > 
> oo, ТОГДа 

_. № 1. 
Smn = Ser = 4R2 =, 
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если же т = 2k, п =k, k + о, TO 

2k* 2 l 
Smn = Зале = “gpa > DA, Е— о. 

4.2. Двойные ряды с положительными членами. Пусть члены Amn 
двойного ряда 

> тя (1) 

неотрицательны. Такие ряды называются положительными. 
Теорема 1. Двойной ряд (1) с неотрицательными членами сходится 

тогда и только тогда, когда его частичные суммы ограничены. 
Если двойной ряд сходится, то существует конечный предел его 

частичных сумм, поэтому они ограничены. 
Пусть теперь частичные суммы 5т„ ограничены: 

бт <М Wm, n€N. 

Тогда dsup $„ = 5. Покажем, что $ является суммой двойного ря- 
да. Из определения точной верхней грани следует, что YWe> 
>0 3Э(ть, п) EN X №: 5тл, >5 —в. В силу возрастания San Ут, 
п>М, М = шах {т%, По}, Smn >S—e, отсюда |5т —5$| < Vm, 
п > М, т.е. lim Smn=s. № 

(т, п) со 

Теорема 2, Из сходимости одного из трех полоэкительных рядов 

тем (бы). (3 an 
min m=! \n=!l n=l \m=l 

вытекает сходимость двух других рядов. 
< Пусть сходится двойной ряд (1) и его сумма равна $. Тогда, соглас- 
но предыдущей теореме, 

Smn SS (2) 
и, следовательно, 

ати + @тз + *': + ат < $т SS, 

© 
а отсюда вытекает, что ряды У Amn сходятся при любом т. Обо- 

n=! 

к к 
значим У ат = ии; тогда lim Smn = У, и». Переходя в неравенстве 

n=! п > со k=] 

(2) к пределу при п — oo, получаем 

2 < ‹ УтЕ\, 

а поскольку эти суммы ограничены с возрастанием т, то сходится пов- 
торный ряд 

со со | с 

у, un = у, № ann) = 0 
т=] m=| \n=! 

и его сумма св He превосходит суммы ДВОЙНОГО ряда. 

< $5. (3) 

209



Теперь предположим, что сходится повторный ряд 

у (5 ann) = 0. 
m=! \n=! 

Для доказательства сходимости двойного ряда заметим, что 

$тп = У (s au) < У 50, 
k=! \l=!1 

т. е. частичные суммы двойного ряда ограничены. Ha основании пре- 
дыдущей теоремы двойной ряд (1) сходится, причем его сумма удовлет- 
воряет неравенству 

5<о. (4) 

Из (3) и (4) вытекает, что в = $5. 
При доказательстве сходимости второго повторного ряда рассуж- 

дения аналогичны. PP 

Пусть члены Amn двойного ряда (1) расположены в таблицу с двумя 
входами (см. п. 4.1). Согласно теореме 2, п. 12.2, гл. 1, множество чи- 
сел, расположенных в таблице с двумя входами, счетно, поэтому его 
можно расположить в виде последовательности 

b,, bo, ...у Dns 

Это можно сделать различными способами, например, в порядке сле- 
довання MO диагоналям или по квадратам (см. $ 3). Таким способом 
будут перенумерованы все члены двойного ряда (1), так что двойной 
ряд можно переписать в виде простого ряда 

В. ++ --°. (5) 
Ряд (5) называется представлением двойного ряда (1) в виде простого 
ряда. 

Теорема 3. Пусть задан двойной ряд и задано его представление 
в виде простого ряда. Тогда из сходимости одного ряда вытекает 
сходимость другого. 

Пусть двойной ряд сходится 

у тп = $. 

т.п 

Для любой частичной суммы о, простого ряда, 

ор = +. .-. +5, 

Зт., No€ № такие, что $т„, содержит все члены частичной суммы 

бр. Тогда 

Но + ++ 5 = Sma, SS, 

т. е. частичные суммы о, ограничены. А так как члены простого ряда 
неотрицательны и его частичные суммы ограничены, то он сходится 
и его сумма 

o<s. (6) 
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Предположим теперь, что сходится простой ряд 
(oe) 

> bp = G. 

Для любых тип J py TaKoe, что все члены суммы Sn,» содержатся 
в сумме вр; тогда 

Smn > Ор, KO. 

Отсюда и из теоремы | следует, что двойной ряд (1) сходится и его 
сумма 

$5< в. (7) 

Из (6) и (7) вытекает, что $ = о. № 
4.3. Абсолютно сходящиеся ряды. 

. . .7 
Определение 1. Двойной ряд У ат называется абсолютно 

т.п _ 
сходящимся, если сходится ряд У | amn\. 

т.п 

Теорема 1. Всякий абсолютно сходящийся ряд сходится. 
Обозначим 

M
a
 he n m 

бт = У Уаы, Onn = У. | ан |, 
k=| [=| | 

а = lim Отп. 

moo 

п> со 

Сначала покажем, что последовательность 

511» 522) +++ 5 Smmy +... (1) 

сходится. В самом деле, Ve >0 3МЕМ такое что, Ут, п> М 

| San — Smm| <| Onn — бтм | < | бт — 6 | + [6 —Omm| <<. 

Поэтому, согласно критерию Коши, последовательность (1) сходится. 
Теперь покажем, что $ = Ит Spm является суммой двойного ряда. 

тьс 

Действительно, We >0 ЗКЕ№ такое, что Ут, п> К 

| Sman — $] < | Smn — Smm| + | тт — $ | < 
<|Omn — бтм | + |5тт — $| <|0бт — 0 | + |бтт — 9 | + | Sam — 5$ |< 38. 

Отсюда непосредственно следует, что число $ является суммой двойно- 
го ряда » 

Теорема 2. Если двойной ряд 

ру тп (2) 

со 

сходится абсолютно, то ряды по строкам у Amn = ит, MEN, (no 
n=l 

со 

столбцам У, Ama = Un, ем) также сходятся абсолютно. Кроме 
m=!) 
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< С 
того, сходится абсолютно ряд У, ит | У vn] и имеет my же сумму, 

n=) m=!) 

что и двойной ряд. 

Если ряд (2) сходится абсолютно, то, согласно теореме 2, п. 4.2, 
сходятся ряды 

2% [ати |, тем, « У (У lam). 
n=!) 

Из очевидного неравенства 
р 

у тп 
n=! 

при р — со получаем неравенство. 
[oe] со 

у, Ятл | > у, | атл | › 
n=l n=l 

из которого, согласно теореме 2, п. 1.2, вытекает сходимость ряда 

р 

= У, | Qn | 
П—| 

| Um | = 

Первая часть теоремы доказана. 
со 

Далее, из сходимости рядов У, |amn|, ЕК, вытекает сходимость 
n=! 

рядов 

x ат, mEeN, (3) 

(см. п. 2.1). Согласно теореме 2, п. 4.1, ряд 

> “т — >» (У an] 

сходится и его сумма равна сумме двойного ряда. Аналогично дока- 
зывается утверждение для ряда по столбцам. > 

Теорема 3. Пусть задан двойной ряд (2) и задано его представле- 
ние в виде простого ряда 

У, 6... (4) 

Тогда из абсолютной сходимости одного из них вытекает абсолют- 
ная сходимость другого, а также равенство их сумм. 
< Согласно теореме 3, п. 4.2, из сходимости одного из рядов 

со 

№ | Amn |, у, | и | 
m,n n=! 

вытекает сходимость другого. 
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Поскольку ряд (4) сходится абсолютно, то его сумма не зависит 
от порядка суммирования. Суммируя члены ряда (4) по квадратам, 

тп 

для его частичных сумм В, = У 6,, где & = mn получаем равенство 
| 

В, — Smn.- 

Отсюда при m-—> oo, П -—> oo получаем равенство сумм рядов (2) и 
(4) > 

4.4. Кратные ряды. Понятие р-кратного (р > 2) ряда вводится 
в полной аналогии с двойным рядом. 

Определение. р-кратной числовой последователь- 
ностью называется отображение 

NX ..- X NO Ri А... Юн at 
a уни 

„ множителей 

где i, Т, оу REN, Qi ij, ‚в ЕЮ. 

Числа aj)... » называются членами последовательности. Символ 

со 

у, Qi,j, ...,k (1) 
(|, .... Е 

называется р-кратным числовым рядом. Сумма 
т п Г и 

бт, п, .. Г — У У вы у Qi), coe, R (2) 

‘=| j=! - k=! 

называется частичной суммой ряда (1). 
Частичная сумма (2) имеет конечный предел, если 35 С Юи 

\' = >03 МЕМ такое, что У т, п,..., г > М выполняется неравенство 

| т.п, we — $| <. 

Если последовательность частичных сумм (2) имеет конечный пре- 
дел $, то р-кратный ряд (1) называется сходящимся, а число $ суммой 
р-кратного ряда. 

Основные результаты, полученные для двойных рядов, перено- 
сятся на р-кратные ряды. 

$ 5. БЕСКОНЕЧНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 

5.1. Сходимость бесконечного произведения. В предыдущих пара- 
графах операция сложения действительных чисел была распростра- 
нена на бесконечное число слагаемых. Теперь покажем, как опера- 
ция умножения распространяется на бесконечное число множителей. 

Пусть задана последовательность чисел 

b,, be, ne | Dns 

Из членов этой последовательности составим символ 

b, - bg... bn... = ПЬ,, (1) 

213



который называется бесконечным произведением или просто произведе- 
нием. Числа 61, be, ...,6б,,... называются членами бесконечного произ- 
ведения, а 

р1 = 5, Po = 0, + bg, ..., Pa = 01+ 0g... On 

— частичными произведениями. 
Определение 1. Если частичные произведения p, при п —> со имеют 

конечный предел р, отличный от нуля, то произведение называется 
сходящимся. 

В этом случае число р назовем значением произведения и запишем 

р = I bp. 
n=! 

Если предел частичных произведений равен. нулю или бесконечности 
или вообще не существует, то произведение называется расходя- 
щимся. 

Если хотя бы один из членов произведения равен нулю, то все 
частичные произведения, начиная с некоторого номера, равны нулю, 
а поэтому произведение расходится. В дальнейшем будем считать, 
что все члены произведения отличны от нуля. 

Рассмотрим произведение 
со 

[] COS > 
п 

n=! 2 

Для вычисления частичных произведений 

‚ «0, oo Fh, k, ПЕМ№. 

= COS х cos —^— cos — р" = 5) pte on 

. x 
умножим и разделим P, на sn ол ‚ затем последовательно п раз 

. 1. 
применим формулу sina@cos@ = —- $т 2а; в результате получим 

_ | x x x. х _ 
рав = COS -5- COS -53— ... COS — Sin on = 

Отсюда 2” sin ол 

sin x sin x 
lim p, = lim 
Пс N—» oo . x fi=—» Oc ‘ x 

2” sin о sin > 

sin x 
так что произведение сходится и его значение р = х ° 
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Следующая теорема устанавливает необходимое условие сходимос- 
ти произведения. 

Теорема 1. Если произведение сходится, mo lim b, = 1. 
fla ow 

<q Если произведение сходится, To limp,=p, ps0, po, 
N—-» co 

lim Pr—1 = р; поэтому 
N=» oo 

lim 6, = lim “s- == |. p 
n= со n—co п р 

Полагая 6, = 1 + a,, произведение (1) можно записать в виде 

Па-+а,). (2) 
i= 

Из теоремы | следует, что для сходимости произведения (2) необ- 
ходимо, чтобы 

lima,=0. > (3) 
Nn-»oo 

ou 
nr= 

Например, произведение Il (1 — yn) расходится, поскольку a, = 
п Ln

) 

ne 

= ~n— | при п-— со. То, что условие (3) является только необхо- 
\ ыы | 

димым, видно из следующего примера. Для произведения [1 (1 + п} 
n=! 

| 
необходимое условие выполнено: a, = —->0 при п -— со. Однако 

это произведение расходится, поскольку 

Pn => ... ПЕ =n+1+ 0 при п— oo, 

Из определения сходимости произведения следует, что отбрасыва- 
ние или приписывание в начале произведения конечного числа от- 
личных от нуля сомножителей не изменяет сходимости или расходи- 
мости произведения. А из необходимого условия сходимости произ- 
ведения вытекает, что J, > 0 У п > fy. Поэтому, не ограничивая 
общности, предположим, что все члены произведения (1) (или (2)) по- 
ложительны. 

Теорема 2. Произведение (1) сходится тогда и только тогда, когда 
сходится ряд 

> In by, (3) 

Причем, если $ сумма ряда, то значение произведения (1) равно 
р =e’; если р значение произведения (1), то сумма ряда (3) равна 
$ = In p. 
< Если через s, обозначим частичные суммы ряда (3), а через р„ час- 
тичные произведения (1), то 

5" = IN Pa, р, = еп. 

215



Если произведение (1) сходится, то p, — р при п — oo, а тогда, в силу 
непрерывности логарифмической функции, In p, — пр и поэтому 
существует конечный предел частичной суммы ряда (3) $ = пр. Если 
же ряд (3) сходится, то $, -— $ при п — oo, атогда, всилу непрерывно- 

сти показательной функции я +» 6", частичные произведения р» имеют 
конечный предел р = es. № 

Теорема 3. Если хотя бы начиная с некоторого номера п, a, > 0 
(a, < 0), то произведение (2) сходится тогда и только тогда, когда 
сходится ряд 

со ы 
У а„. (4) 
n=! 

q Для сходимости ряда (4) и произведения (2) необходимо, чтобы 
a, — 0 при п — со. Пусть это условие выполнено; тогда 

lim SOF) |, (5) 
N=» oo n 

Отсюда, считая, что члены ряда (4) одного знака, согласно теореме 2, 
п. 1.2, заключаем, что ряды (4) и (3), где В, = 1 - a,, сходятся или 
расходятся одновременно. Поэтому на основании предыдущей теоремы 
ряд (4) и произведение (2) сходятся или расходятся одновременно. p> 

5.2. Критерий Коши. Установим необходимое и достаточное условие 
сходимости бесконечного произведения 

Пача», (1) 
где а, — действительные числа произвольного знака. 

Теорема. Бесконечное произведение (1) сходится тогда и только 
тогда, когда У = > 0 Зи : Уп> и Л УтЕ№ 

| (Г + али) (1 + Qn42) ... (1 + Qn4m) —1|<e. (2) 

q Heo6xodumocms. Пусть произведение (1) сходится; тогда a, == —1 
и ЗВ > 0, такое, что | p,|>68 УптЕ№. Согласно критерию 
Коши для последовательности (см. теорема 2, п. 4.10, гл. 2) Ve>O0 

Jn: Уп > 1 Л УтЕ№ 

| Pn4m — Ри | < ep. 

Отсюда 

| Pn+m — Р„| < 28 < = | Ри | 
ИЛИ 

| Ри-рт — Pn | <e 

Pn 

или, что TO же самое, 

Pnim 
О В + An+1) ... (1 + An4m) — 1|< г. 

Достаточность. Предположим теперь, что неравенство (2) выпол- 
нено и по заданному = указано число My. Тогда из (2) при УтЕ№ 
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получим неравенство 

(1 + ал... (1 + ат) — 1) = Patm 
р, ^ — |< 2. 

Отсюда 

| Ри--т | < (1+ 8)|р,|=А УтЕ№, 

так что последовательность {p,} ограничена. Согласно условию Teo- 
ремы, J N >> п, такое, что Уп > М A УтЕМ имеем 

р 
(nga) (1 а... LE agen) — |= a —ij<+., 

или, поскольку | p,|< A Wn> mM, TO 

| Prem — Pl <—-|Pnl<e. 

Тогда, согласно критерию Коши для последовательности (теорема 2, 
п. 4.10, гл. 2), заключаем, что последовательность частичных произ- 
ведений {p,} сходится. Покажем, что lim p, = р = 0. В самом деле, 

пс 

если бы р = 0, то из неравенства 

Protm | <e, e<l, 
ny 

справедливого V т Е № при т — oo, следовало бы, что | < в, a 3TO 
невозможно. }№ 

5.3. Абсолютно сходящиеся произведения. 
Определение. Гроизведение 

T+ ay) (1) 

называется абсолютно сходящимся, если сходится про- 
изведение 

MT (1 + fan). (2) 

Теорема 1. Всякое абсолютно сходящееся произведение сходится. 
® Пусть произведение (1) сходится абсолютно. Тогда сходится произ- 
ведение (2) и, согласно критерию Коши (см. п. 5.2), Ve >0 dn: 

Уп > № Л УтЕ№ 

KL A anti) (+ | ле... (1+ | алии — 1| <e. 
Поскольку Уп > п. Л УтЕ № 

\(1 + An,+1) (1 + An,+2) ..-. (1 + An,+m) — | | = 

= | ] + Qn,+14n,+2 + оз + Qn,+14n,+m + ... + An, +1An,+2 ... An, +m — 

— 1] < а, | ал, | + .’’ + [а || Qn +m | +. + 

+ | Qng+1 || аль | see | апт | = 1 + | @ni4i| | @n,+2| + ... - 
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+ anit] |Anjtm| + sss + | Qn,+1| | Qn,+2 | ... [Qntm|—1= 

= (1+ | Qn,+1|) (1 + | @n,-+2l) ... (1 + | п-т |} —I<e, 

TO произведение (1) сходится согласно критерию Коши. p> 
Из теоремы 3, п. 5.1, получаем следующую теорему, относящуюся 

к абсолютной сходимости произведения. 
Теорема 2. Произведение (1) сходится абсолютно тогда и толь- 

со 

ко тогда, когда ряд У, a, сходится абсолютно, 
n=! 

со 

(— 1)" Например, произведение | 1+ On hz) сходится абсолютно, 
=] 

(— 1)" 
(2n + 1)? 

со 

аоскольку абсолютно сходится ряд > 
n=l 

$ 6. МЕТОДЫ СУММИРОВАНИЯ РЯДОВ 

6.1. Линейные методы суммирования. Пусть задан числовой ряд 

а а +... +a,+ ..-. (1) 
В пункте 1.1 определена сумма ряда (1) как конечный предел после- 
довательности частичных сумм. Если же последовательность частич- 
ных сумм не имеет конечного предела, но S, — +00 (или $, — —oo) 
при п — оо, то -++ 00 (или —со) можно принять за сумму ряда и в этом 
случае говорят, что ряд (1) сходится к + со (HH —oo). Если же предел 
последовательности частичных сумм вообще не существует, то ряд (1) 
называют расходящимся. Таким образом, в этом случае ряд (1) оказы- 
вается лишенным суммы. В то же время целый ряд задач математики 
приводит к необходимости оперировать с расходящимися рядами, что, 
в свою очередь, приводит к необходимости приписывать «сумму» рас- 
ходящимся рядам. Приемы, позволяющие приписывать «сумму» рас- 
ходящемуся ряду, называют методами суммирования рядов. 

Наиболее распространенные методы суммирования строятся по 
следующему принципу: пусть А матрица с бесконечным числом строк 
и столбцов 

Qoo Qo1 Qoe eee Qon .. | 

10 Q11 Q19 eee Qin 

A — @ 50 Qo, Qoo eee Qn tee 

Что @п @п2... Ann 

Вместо обычных частичных сумм S, ряда (1) рассматривают суммы 
вида 

oo, = у AnkSp, ПЕД, ДЛ =МО (0}, (2) 
k= 

где ряды в правой части этих равенств сходятся. 

~
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Если при этом существует предел 

lim o, = $, 
пс 

то число 5 называют «суммой» ряда (1), и говорят, что метод, определя- 
емый матрицей A, суммирует ряд (1) к числу $. Это число $ в дальней- 
шем будем называть обобщенной суммой ряда (1). 

Определение обобщенной суммы ряда обычно подчиняется двум 
требованиям. 

[o.e) 

Во-первых, если ряд № a, имеет обобщенную сумму $5, а ряд 

n=0 

у b, имеет обобщенную сумму Ь то ряд № (Aa, + wb,), где A, 
—0 n=0 n= 

we Ю, также имеет обобщенную сумму AS+ pt. Метод суммирова- 
ния, WIA которого выполняется данное требование, называется ли- 
нейным методом суммирования. Множество всех рядов, для которых 
определены обобщенные суммы с помощью линейного метода сумми- 
рования, образуют векторное пространство над полем |. 

Во-вторых, если ряд (1) сходится в обычном смысле и имеет сумму 
$, то и обобщенная его сумма также должна равняться числу 5. Метод 
суммирования, обладающий таким свойством, называется регулярным. 

Следующая теорема обобщает теорему 1, п. 4.6, гл. I, которая до- 
казана для случая, когда матрица А треугольная, т. е. 

Ay 0 Оо... 0 vee | 

аю a, 0... O.. 

А = | 4%» Ge, ар... 0 ...|. 

oe ан Qpo ... Ape... 

Теорема (Теплица). Линейный метод суммирования, onpede- 
ляемый матрицей А, регулярен тогда и только тогда, когда выполня- 
ются следующие условия (условия Теплица): 

1) lim а» =0, ВЕД; 
п- со 

2) если A, = ано + а + +++ а - +++, mo lim A, =1; 
fier со 

3) если К. = У, |Qne|, то К. <С, n€ Zo, где С — постоянное. 
k=0 

Докажем только достаточность условий Теплица (доказатель- 
ство необходимости см. в кн.: Харди Г. Расходящиеся ряды. М., ИЛ. 
1951). 

Пусть $ = lim s,. Положим $, =$-е,; тогда г, —> О при п -— oo. 
noo 

Поскольку 
ео со со oS 

© Ал - , 

o, = У, ЯпЕ$ь = 5 У Я пе + У, Ange, = SA, + 2, AnkEp, 
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a, согласно условию 2), A,—1 при п - со, то остается доказать, 
сч 

что lim » але, =0. Для произвольно заданного e>0 выберем 
П-ьсо k=0 

ky столь большим, чтобы |е, | < VR> Rp. 

Тогда 

< Я пАь +e > | Gna: (3) 
at 

В первой сумме в правой части неравенства количество членов ограни- 
чено, Ane —> 0 при п — oo, числа =, ограничены в совокупности; поэто- 

у аньЕ, | > 0 при п — oo. Вторая сумма не превосходит &С, 

где oe — постоянное число из условия 3) теоремы, a = — произволь- 
но малое. Поэтому правая часть неравенства (3) может быть сделана 
как угодно малой с возрастанием п. Следовательно, 0, — $ при п — 

6.2. Метод Чезаро (метод средних арифметических). Один из про- 
стейших классических методов суммирования с помощью матрицы A 
(см. п. 6.1) предложил Чезаро. Согласно методу Чезаро, в качестве 
суммы расходящегося ряда 

У а, (1) 
п=0 

со 

Ч 

(cca задан ряд у а,, то в качестве а, берем число о} принимают 
п=1 

Число $, ГДе $ = lim o,, 
пс 

So + $1 + ++ +5n 
n-+ 1 ’ 

а $, — частичные суммы ряда (1). 
Здесь 

0, = 

аль = т! , если k = 0, I, ..., 4, 

0, если k > п, 

поэтому бесконечная матрица А = (Ang) удовлетворяет условиям тео- 
ремы пункта 6.1 и, следовательно, метод Чезаро является регулярным 
методом. Впрочем, регулярность метода средних арифметических не- 
посредственно вытекает из следствия теоремы 2, п. 4.6, гл. 2. 

Заметим, что метод Чезаро является не только регулярным, но и 
вполне регулярным, т. е. если S,—> со при П — oo, тои O,— +09 
при п > co. 

_В самом деле, УМ >0 Зми,, такое, что $„ >М Wn>n,. Тогда 

_ Sy я -b tt EF Sy от bo ttt Sp 

On = n+l + n+l 
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Первое слагаемое стремится к нулю при N—> oo, адля второго слагае- 
мого справедливо неравенство 

Sati t Sate 11° Sn > 
n+1 n+ 1 “J 

Vn > 2no+ 1. Следовательно, в„-— со при п — oo. 

Пример 1. Рассмотреть расходящийся ряд 

M(H = ааа ee ++... 
П=0 

Имеем 

+1” п: п 1 
а’ ПЕ би = nt = B= ТЕМ. 

| 
Отсюда On > — MPH п — со. Следовательно, ряд суммируем методом Чезаро к 

Пример 2. Показать, что ряды 

У, sin n8, 0<|9|<л, (2) 
n=! 

1 со 

+ У, cos пб, |0] < x (3) 
n=!) 

расходятся в обычном смысле. 
Действительно, если предположить, например, что ряд (2) сходится, то 

lim sin пб = 0. (4) 
пс 

Отсюда lim эт (п + 1) 0 = 0 или lim (sin пб cos 8-+ cos nO sin 0) = 0. Исполь- 
п- со п со 

зуя (4), заключаем, что 

lim cos nO = 0. (5) 
N—roo 

Из (4) и (5) вытекает равенство 

lim (sin? nO + cos? пб) = 0, 
noo 

противоречащее тождеству sin* пб -+- cos* п0 = |. 
Итак, sin nO He может стремиться к нулю с возрастанием п, а тогда из тождества 

cos (п + 1) 0 = cos пб cos 0 — sinn@ sin 0 следует, что со$ пд также не может 
стремиться к нулю при п - со. 

Для ряда (2) частичной суммой (см. п. 2.3) будет выражение 

1 0 0 | 
sin a+ @ sin 7 cos — cos(n-+-) 0 

, O<e <O< TN. 
{ — >| EE sin 2 sin 
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Далее, 

я 

1 1 0 1 
aT 8 > (= — ¢0s(# +) 8) = 

2sin — &=! 
2 

1. 6 ! к n 
= - —ctg — — dos (e+) 0= 

0 nrl 2 2 2(n-+ 1) sin—— f= 2 

90 п 

=a peep > (sin (@ + 1) 0 —sin #0) = 
n+] 2 ‚о 0 

4 (n + I) sin’ —- k=l 

= — Ре — sin (п + 1) 0 — 10 . 

n+ | 2 2 0 
4(n + 1) sin® —— 

Отсюда 

lim o, = lim say ey a ee =. 

П-> со п ео 4 (п + |) sin? > 

1 0 
Так как е > 0 — произвольно, то O = > ctg > при 0< |0 | <л. 

Для частичной суммы $„ ряда (3) имеем (см. п. 2.3) 

1 
_ sin [n+)e 

п — | 0 

2 sin — 
2 

Далее 

| | < | д, sin (e+) = 
n+l 2 sin k= 2 / 

п 

= > (cos #0 — cos (& + 1) 6) = 
4 (п-- 1) sin? > k=] 

= (cos 8 — cos (п ++ 1) 8). 

4(n + 1) sin? > 

Отсюда 
lim o, = 0 =0. 
Пёс 

Поскольку = > 0 произвольно, то обобщенная сумма в = 0 при 0 < |0 |< л. 

со 

6.3. Метод суммирования Пуассона — Абеля. Пусть У, a, — чис.ло- 
n=0 

вой ряд и X — действительное число, OS х< 1. 
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со 

Ряд № a, суммируется методом Пуассона — Абеля кчислу $, если 
п ==() 

ряд >) a,x" сходится при ХЕ 10, Ц, и 
n= 

со 

lim У ам =5. (1) 
х- 1—0 n=0 

со 

Пример 1. Похазать, что ряд у, (— 1)" методом Пуассона—Абеля суммируется 
n=0 

| 
K числу — e a) 

Действительно, . 

lim у (— 1)” x” li — x= lim ——=—=s5 
1+1—0 =p х-ь1-—0 1-х 2 

Пример 2. Установить, к каким числам методом Пуассона — Абеля суммируют- 
ся ряды 

ioe) ] со 

Ач : В 
У sin 70, > + 
| n=! 

с0$ пд, 0<|9|<л. 

С этой целью образуем ряды 

к | a 
x x" sin пб, > + x cos пб, 

где число x Е [0, I[. Первый из этих рядов умножим Ha &, { = УТ и результат сло- 
жим со вторым рядом. В результате получим ряд 

1 — os 
ay + у x" (cos п0 + i sin пб), 

п= 

который, начиная со второго слагаемого, является суммой членов геометрической 
прогрессии, знаменатель которой g = x (cos 9 -- / sin 0) по модулю меньше едини- 
цы. Следовательно, его сумма равна 

| + | | 4. | 

2 lI—q 2 | — x (cos 8 + é sin 0) 

| 1 — xcos 0 x sin 0 

=== т 1 — 2х cos 0 -- x? +r! 1 — 2x cos 0 + x? 

Отсюда, сравнивая действительные и мнимые части, получаем 

| о | | — x cos 0 
5 +e cos k 5 + Г oxcos 0 Ee —0 при х-> 1—0, 

. , x sin 0 | 0 
У. жозт #0 = Г— бис бя > 5 ЧЕ > при х>1— 0. 
6—1 

| 0 
Обобщенная сумма ряда синусов равна >a ey », OS [Ol < an, a обобщенная 

сумма ряда косинусов равна нулю. Таким образом, все три ряда методом Пуассона — 
Абеля суммируются к тем же суммам, что и методом Чезаро. Ниже покажем, что ра- 
венство этих сумм не случайно. 
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Условие (1) можно переписать в другой форме. С этой целью до- 
кажем некоторые тождества. 

п 

Обозначим S, = У, Q,; тогда а» = $, — Sri, И 
k=0 

di an" = $0 + ($1 — So) x + cee ot ($ — Sn—1) ХИ = 

= 50 (1 — %) $1 (% — 7) + ee A Spa (ХИ — хп) + 5", 

ИЛИ 
n—| 

У a,x* = (1—x) У spx* + 5,x". (2) 
k=0 k=0 

Равенство (2) называется преобразованием Абеля, которое уже было 
рассмотрено в несколько иной форме. 

Покажем, что для 0 < х< | справедливо тождество 

у, a,x” = (1 — x) у $,X*, (3) 
k=0 k=0 

если ряд левой части равенства (3) сходится. 
со 

Действительно, пусть х<г<1. Так как ряд У a,x* сходится, 
k==0 

To |a,r*?|<C, ЕЕ Zo, где С — некоторое постоянное. 

Поэтому 

[ай | = | (ао + ay + +++ + ал) "| = 
(ay + ay = ау? + ... - а" =)" | < 

| | 

yf l—r ’ 

а это выражение стремится к нулю при n -+ oo. Тогда из (2) и условия 
Ss, X"—» 0 при п — oo следует (3). Равенство (3) также называется пре- 
образованием Абеля. Условие (1) можно записать в виде 

©9 

lim (1 —х) У, s,x* = 5. (4) 
k=0 x 1il—0 

<Cx(l +--+ ree op * )< Cx" 

Теорема (Ф робениуса). Если ряд У, a, симмируем методом 
k=0 

Чезаро к числу $, то OH суммируем и методом Пуассона — Абеля 
к тому же числу. 
® Поскольку 

(1 + 1) On = So + Sy +. + Sn 

то, применяя преобразование Абеля к правой части равенства (3), по- 
лучим 

У ах = (1 — x)? У, (Rk + 1) 0, x*. (5) 
k=s0 k=0 
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Но так как для 0 < x < | справедливо равенство 

= (1 У + 1) x*, (6) 

TO, умножая обе его части на $ и вычитая из (5), находим 

о 4x" — $ = (1 — x)? So (A + 1)(o, — $) х* = 

со 

= (1 — x)? (ke + 1) (0% — s) x* + (1 — x)? x (k -- 1) (0, — $) x*. (7) 
k=m 

Если = > 0 — задано произвольно, то можно указать такое т, TO 

longi — 5| < VR. 

Тогда, согласно (6), имеем 

N 

(di—x)? У (k+1)(,—s)x#/< 
k=m-+1 

N 

<(1— x? Yk + Yl oy — 514 < 
N со 

<e(l—x)? У (Е 1) ^^ < =(1— хе У (k+1)xt=c 
k=m-+1 k=0 

и при М -> co 
со 

(1—5)? У (+0, -9 м |<. 
k==m-+! 

Первое слагаемое правой части (7) стремится к нулю, так как число 
слагаемых фиксировано. Отсюда вытекает выполнение равенства (1), 
в котором число $ является обобщенной суммой по методу Чезаро. д» 

Для метода Чезаро целесообразно рассматривать вместо матрицы 
(Qnz) (см. п. 6.1) совокупность функций x ~» a, (x), ге ЕЕ DZ, HOS 

< х< 1. Если положим 

д (x) — у а, (х) бр» 
k=0 

предполагая, что ряд в правой части сходится при x — | — 0 и если 

lim с (х) = $, 
x 1—0 

со 

В . 
то можно рассматривать $ как обобщенную сумму ряда >) а», опре- 

k=0 

деленную методом суммирования с непрерывным параметром x —> 
1—0. 

По аналогии с теоремой Теплица (см. п. 6.1) предложенный метод 
будет регулярным, если: 

1) lim a, (x) =0, RE Zo; 
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со 

2) А(х) = У а, (х), О<х< 1 и А(х)-1Т при x>1—0; 
0 

со 

3) У [а (x)| =F (x) и | f(x) |< С, O< x < 1, где С — постоянное. 
k=0 

В частности, метод Пуассона — Абеля регулярен, так как в этом 
случае 

A, (х) = xF — х 

и сразу видно, что все три условия удовлетворены. 
Более того, метод Пуассона — Абеля вполне регулярен, посколь- 

ку 5,— + со, 70 УМ>О0 dk, такое, что $, > М УЕ>> №. Тогда 

со fore) Ro 

(1 —x) У s,x* = (1 —x) У s,x* + (1 — x) 5вХ" > 
k=0 k=0 +1 ВА 

kg 
>(1— ХУ, 5х" + Mxkot!, 

k=0 

Если x— | —0, то первое слагаемое правой части есть о (1), по- 
скольку № фиксировано, а второе стремится к М, а поэтому (1 — 

со a 
— x) s,x* может стать больше любого наперед заданного положи- 

k=0 

тельного числа, если х достаточно близко к 1. А это означает, что 
ряд методом Пуассона — Абеля суммируется к +00.



4 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ 
ИСЧИСЛЕНИЕ 

$ 1. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ ФУНКЦИИ. 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ И ПРОИЗВОДНАЯ 
ФУНКЦИИ 

Прежде чем переходить к основным определениям — понятиям 
дифференцируемой функции, ее дифференциала и производной — на- 
помним, что множество числовых функций f, определенных на MHO- 
жестве Х < Г, образует векторное пространство над полем КЮ. По- 

Хх) — Хх 
этому на множестве {|} определено отношение 

ЕХ \ {Xo}. 
1.1. Дифференцируемые функции. Пусть |: X > Ю, X Ch, и 

x, Е X — предельная точка множества Х. 
Определение 1. Функция | называется дифференцируе- 

мой в точке Xp, если существует такое личейное (однородное) 
относительно h отображение В -> Lh пространства [R в Ю, что 

f(x) — 1 (хо) — L (x — Xp) —0. (1) 

Х — Xu 
lim 
X+Xy 

Согласно этому определению, приращение дифференцируемой в 

точке ху функции [ имеет вид 

f (x) — f (хо) = L (xX — хо) + а (х, Xo) (х — Xp), (2) 
где a> 0 при x > Xp. 

Равенство (2) записывают также в виде 

f(x) — F(X) = L(x — х) то (X— Xp), X> Xp. (3) 

Определение 2. Если функция {дифференцируема в точке ху, то ли- 
нейная (однородная) функция hr» Lh, ВЕРЮ, называется диффе- 
ренциалом Ффиункции f @ этой точке и обозначается df (Xp): 

df (хо) (В) = Lh, ВЕК. (4) 
Анализируя формулу (3), делаем вывод о том, что приращение диф- 

ференцируемой в точке х, функции равно сумме двух слагаемых, одно 
из которых является значением дифференциала этой функции, вычис- 
ленного при Ah = x — Xo, а другое есть бесконечно малая при Х —> %ь 
функция более высокого порядка, чем х — Xp. 
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Из определения дифференцируемой в точке х, функции следует, 

ИГ, ХЕХ [xq], имеет при x—> xy конеч. 
ный предел, равный числу L. Следовательно, дифференциал функции | 
в точке хо определен однозначно. 

Дадим теперь определение производной числовой функции одной 
переменной в фиксированной точке. 

Пусть { : Х = Ю, X CR, их, Х — предельная точка множества Х. 
Определение 3. Производной f (xo) функции | в точке Xp 

называется предел 

Ро) = lim РА, f(x) ER, (5) 
хх. Хх — Xq 

что отношение 

если он существует. 
Согласно определению 3, дифференциал Lh дифференцируемой в 

точке хх Е Х функции [ имеет вид 

df (хо) (В) = F(x) В, AER. (6) 
Поскольку приращение функции @: х нь xX, хе Ю, в любой точке 

из [К имеет вид gp (x) — @ (Xo) = х — х, тоаф (x) (В) = ах (h) = A, 
й ЕЮ, и поэтому дифференциал df (хо) (hk) дифференцируемой в точ- 
ке х функции } записывают в виде 

df (хо) (п) = Г (хо) ах (В), ах (ВЕК. (7) 
Следует иметь в виду, что дифференциал dx, который называют 

дифференциалом независимой переменной, от х не зависит. 
Справедливо утверждение: если функция | имеет производную в точ- 

ке Хи, то она дифференцируема в этой точке. 
Предельное соотношение 

РР) PK JER, 

можно записать в He 

о = | (х) + a(x, х), &—0 при хх. № 

Таким образом, для числовой функции одной переменной понятия 
дифференцируемости в точке и существования производной в этой 
точке отождествляются. 

Определение 4. Функция |: Я -—> Р называется диф ферен- 
цириуемой на интервале JCR, если она дифференци- 
руема в каждой его точке. 

Если функция f дифференцируема на интервале 9, TO на нем оп- 
ределена числовая функция x == [ (x), обозначаемая символом Г. 

Справедливо утверждение: для того чтобы функция f была дифде- 
ренцируемой в точке хо, необходимо, чтобы она была непрерывна в этой 
точке. 

Если функция } дифференцируема в точке ху, то из равенства (1) 
получаем соотношение f (x) — f (x9) — 0 при x -> ж, которое озна- 
чает, что } непрерывна при х = хо. №» 
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Однако He всякая непрерывная функция дифференцируема. На- 
пример, функция f(x) =|sinx|, хЕЮ, не дифференцируема ни в од- 
ной из точек xX, = Ал, REZ, так как Af (x,) = |sin(x — x,)| и 

| sin (x — хи) 
Х — Xp 

lim 
хх, 

Рассмотрим случай, когда функция f непрерывна в точке х ЕЯ, 
не дифференцируема в этой точке, однако существует бесконечный 

не существует. 

предел отношения ps) — 1 Gd) при X—> Xp: 
~~ “9a 

lim f(x) — | (хо) — too или lim f (x) — f (Xo) — oo. 

Х-> Хо x — Хо Х-> Хо x — Xo 

Тогда говорят, что функция { имеет бесконечную производную в 
точке X, и соответственно пишут f’ (хо) = + 00, f’ (%) = — oo. Напри- 

3 = ; x 
мер, для функции f: x» ух, — |1 <х< 1, имеем На -ИХ — + oo, 

x0 

следовательно, | (0) = + oo. 
Отметим, что из дифференцируемости функции f в точке жЕЯ 

следует дифференцируемость в этой точке сужения / на любой интер- 
вал ‚< J, содержащий xX), причем производная этого сужения рав- 
на /’ (Xo). И наоборот, если в точке ху 6 J, сужение функции f на этот 
интервал дифференцируемо, то и сама функция дифференцируема при 
X = №. Таким образом, понятие производной носит локальный ха- 
рактер. | 

Процесс вычисления производной функции называется дифферен- 
цированием ее, а раздел математического анализа, изучающий CBOH- 
ства функций, имеющих производные, — дифференциальным исчисле- 
нием. 

Понятие производной — одно из важнейших в анализе, поскольку 
к нему приводят многие прикладные задачи из геометрии, механики, 
физики, биологии, экономики ит. д. Здесь ограничимся рассмотрением 
двух примеров таких задач. 

1) Пусть $ (1) означает положение движущейся точки в простран- 
$0 —$( 

стве [R в момент времени f¢ > 0. Тогда отношение e te назы- 
‘а 

вается средней скоростью движения между моментами времени ки 7, 
а предел этого отношения при ft —> fy, если он существует, обозначае- 
мый 9 (14) H равный $’ (К), называется мгновенной скоростью точки 
в момент времени fy. Получаем физическую интерпретацию производ- 
ной функции: она характеризует скорость изменения пути $ при H3- 
менении времени [. . 

2) Пусть f: J +R, [ЕС (9). Рассмотрим график С этой функ- 
ции (рис. 13). Пусть М, = (Xo, f (ж)) и М = (x, f (x)) — точки на гра- 
(puke С. Рассмотрим секущую, проходящую через точки М, и М и 06- 
разующую угол В с положительным направлением оси Ох. При х — 
— х, точка М будет двигаться по кривой С в направлении точки Мо. 
Если существует предельное положение секущей (на рис. 13 — пря- 
мая 7), то назовем эту прямую касательной к графику С функции } 
в точке М,. Если касательная в этой точке существует и образует с 
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| IT pu т- т 
| подвижная точка М 
| перемещается по кривой С 
| в направлении точки Му. 

x b x, Хх Рис. 13 we
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oe 

AB 
a“ 

д 
положительным направлением оси Ох угол & Fm) то тогда имеем 

Е | (x4), (6) 
а уравнение касательной принимает вид 

у =f (Xo) ЕР (Xo) (% — №). 
Если [ЕС (9) и график С функции f имеет касательную в точке 

Mo, причем |’ (x) = со, то эта касательная параллельна оси Oy. 
Этот пример геометрически интерпретирует производную как тан- 

генс угла наклона к оси Ох касательной к графику С функции [в дан- 
HOH точке. 

1.2. Односторонние производные. 
Определение. Пусть f: Я + Ри жЕЯ. Функция | диффе- 

ренцириуема в точке х справа (слева), если сужение | 
на полуинтервал 9 [| [хо, tool (J П |-—©®, Xl), не сводящийся к точ- 
Ke, дифференцируемо в точке Xp. 

Значение производной этого сужения в точке ху называется пра- 

вой (левой) производной функции { в точке ж и обозначается {+ (хо) 

(f— (%)). 
Таким образом, согласно определению имеем 

fi (9) = Пт СЮ, [Рад = tim Sa). 
хх, 0 0 0 

Односторонние производные могут быть и бесконечными. 
1.3. Критерий дифференцируемости функции. 
Теорема. Для того чтобы непрерывная функция f: J > Р была 

дифференцируемой в точке х ЕЯ, необходимо и достаточно, чтобы 
она имела в этой точке конечные левую и правую производные и при 

этом f_ (xo) = f+ (x). 
Рассмотрим функцию @:X ==> Г) Г ‚ ХЕЯ\ (хо. 

Xo 

Согласно теореме пункта 6.2, гл. 2, она имеет конечное предельное 
значение в точке ху тогда и только тогда, когда в этой точке существу- 
ют’ конечные односторонние пределы ф (х— 0) и ф (х,-+ 0), равные 
друг другу. Поскольку 

Ф (Хо — 0) — | (хо), ф (хо + 0) = | (Xo); 

tga= lim tgp = lim 
М- М, х-хо 
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TO для существования конечного предела 

lim @ (x) = lim -^® — А р 
= Х 

х- Хо х-+ хо Хх Хи | o) 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись Условия 

J т g(x) =f_(%), РОЕЮ, 3 lim ф (х) = f+ (%), Fe (x) ER, 
хх, — хо -0 

f—(%) =. (%). > 
В рассмотренном ранее примере для функции f (x) = | sin x |, 

х ЕЮ, имеем 

| sin (x — Xp)| | 
— (х,) = lim 

| e) t+x,—0 X— Xk 

. sin (x — Xp) ‘ fa (vp) = tim TRE а, a) EL (ee, 
x->X,+0 Xk 

следовательно, функция | He дифференцируема в точках xX, = ku, 
REZ. 

1.4. Дифференциал функции и приближенные вычисления. В пунк- 
те 1.1 дифференциал df (хо) функции [: X > Ю, Х < RR, дифференци- 
pyeMoH в точке xX) Е Х, предельной для множества Х, определен как 
линейная (однородная) функция переменной ЙА = ах (1): 

df (хо) (h) = Г (хо) ах (h), ах (h) ЕК. (1) 

Равенство df (хо) (В) = [ (x9) dx (В) при ах (В) == 0 можно записать 
в виде частного 

df (хо) (h Ро = ee (2) 
из чего следует, что производную [ (х) дифференцируемой в точке 
хЕ 9 функции { можно представить в виде частного двух дифферен- 
циалов: дифференциала функции [| в этой точке в числителе, соответ- 
ствующего взятому дифференциалу dx (1) независимой переменной, 
и дифференциала dx (h) в знаменателе. 

Производную f’ функции f в точке хЕ9 обозначают также сим- 

а а а “. 
волами Ев (Xo) и se (1(%)) lees где —— — оператор производной. 

Формула (1) позволяет получить приближенную формулу для вы- 
числения значений функции f в некоторой окрестности S (ж, 6) точ- 
ки Xo. Полагая Af (x9) = df (х) (A), получаем приближенную формулу 

f (x) = f (x) + df (x) (A), xES(x%, 6), В=х— Xp. (3) 

При x — x) погрешность формулы (3) есть бесконечно малая функция 
более высокого порядка, чем А = x — Xp. 

Чтобы пользоваться формулой (3), необходимо уметь вычислять 
производные дифференцируемых функций. Практическое применение 
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формулы (3) будет рассмотрено после вывода основных правил диффе- 
ренцирования и получения таблицы производных. 

В заключение этого пункта отметим, что дифференциал функции 
имеет вполне определенный геометрический смысл: он является при- 
ращением ординаты касательной к графику дифференцируемой функ- 
ции {: 9 +R, J CR, вточке (Xp, f (х)). На рис. 13 дифференциалы 
функции f в точке х,, соответствующие двум разным значениям Ab = 
—=х— х, равны длинам отрезков МР и М:Р,. Линейная форма dx(h)-> 
re | (х) ах (h) определена на всем пространстве КЮ. 

1.5. Основные правила дифференцирования. Прежде чем перейти 
к выводу основных правил дифференцирования, отметим, что множе- 
ство всех дифференцируемых в точке х, 6 J функций { : 9 -> Ю, Ic 
< КЮ, образует векторное пространство над полем К, а отображение 
f -» f (Xo) есть линейное (однородное) отображение этого пространства 
в КЮ. 

Основные правила дифференцирования: вычисление производных 
суммы, произведения и частного двух дифференцируемых функций. 
Докажем следующую теорему. 

Теорема 1. Если функции |: 9 - Ю, 5:9 > R дифференцируе- 

мы в точке хх Е 9, то и функции f + в, fg, Г (последняя при g (хо) == 

== 0) дифференцируемы в этой точке и их производные вычисляются по 
формулам 

(f + &)' (хо) =F (%) = & (%), 

(fg)! (%o) =F (Xo) & (Xo) + 8’ (%) 1 (Xo), (1) 

| \ Ро а (Xo) — Е (ж) | (о) 
(5) (%) = g? (хо) 

Используя тождества 

(f + а) (x) — (1 = 8) (Xp) — f (x) — fF (хо) + g (x) — g (Xp) | 

fg (x) — fg (Xo) __ f (x) — } (Xo) g (x) + g (x) —g (Xo) f (Xp), 

Xx — № a X— Xz Xx —X, 

f (x) — F (хо) g (%) — в (xX) — в (Xp) f (x9) 

= (19-1) = = oe . 
X— № 8 8 ° 8 (X) & (хо) 

выполняющиеся УхЕЯ Л x4 xX, переходя в них к пределу при 
x —= х и принимая во внимание, что 

f(x) — | (хо) ’ — ) , 
— | (Xo), lim g a gts = gZ (Xp), lim 

х- хо 

lim g (x) = g (Xp) 
хо 

(в силу непрерывности функции g в точке хо), на основании свойств 
пределов суммы, произведения и частного, приходим к выводу, что 
пределы левых частей написанных отношений существуют и при этом 
споаведливы формулы (1). > 
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Умножая левые и правые части формул (1) Ha дифференциал dx (h) 
независимого переменного, получим соответствующие формулы, вы- 
раженные в дифференциалах: 

d(f + g) (Xo) (A) = df (хо) (A) + dg (x,) (№), 

а (fg) (хо) (A) = & (Хо) Af (Xo) (A) + F(X) dg (хо) (A), (2) 

d es (хо) (h) — в (Хо) df (хо) т dg (Xo) (В) . 

Следующие две теоремы устанавливают правила дифференцирова- 
ния обратной и сложной функции. 

Теорема 2 (о производной обратной функции). Пусть 
Ё:9 — Р — непрерывная, строго монотонная на интервале J функ- 
ция, имеющая произзодную в точке хЕЭ. Тогда обратная функция 

Г! = g имеет производную в точке y, = f (xX,) интервала J, = f (J), 

равную rE ‚ если | (хо) 0. Если f' (x9) = 0, то g’ (yo) = + 0 

в случае, когда | возрастает, и g’ (Yo) = — oo в случае, когда | 
убывает. 

Пусть f возрастает на J и [ (x,) 4 0. Тогда в окрестности точки 
Yo= | (Xo) существует обратная функция f—' = g: она непрерывна и 
также возрастает на 9, = } (J), в силу чего g (у) 52 g (yo), если и = 
= и. Таким образом, выражение 

Y — Yo of (x) —f (Xp) 
X— Xp 

имеет смысл. Из непрерывности функций [и f—! следует, что х -> хо 
при и — yo и наоборот. Если у -> уу в левой части тождества (3), то 
х — х, в его правой части, которая имеет при х — Xp предел, равный 

| 
Fin” Следовательно, при у — Yo существует предел выражения в 

0 

левой части тождества (3), равный, по определению, производной 

8 (Yo): 
Wry gti) — н.а __ (Г) Yo) = & (Yo) = tim ии im МЕР 

х-+ хо Хх — № 

| 

Ро ` (9) 
Если f' (x) =0, то g’ (Yo) = + со, так как приращение возрастаю- 
щей функции f и ее аргумента в точке ху совпадают по знаку. Если 

же функция / убывает на интервале J, TO ее приращение в точке № 
и приращение аргумента х в этой точке имеют противоположные зна- 
ки, и поэтому g’ (1%) = — оо, когда | (хо) = 0. > 

Например, функция f (x) = a +x+1, хЕЮ, возрастающая и 

имеет производную f’ (x) = м --1, хЕЮ. Обратная функция Е" 

, | 
дифференцируема У у, причем (РГ (y))’ = вт.



Теорема 3 (0 производной сложной функции). 
Пусть функция f определена на интервале J KR, а функция g onpe- 
делена на интервале ‚< Р, содержащем f (J). Если  дифференци- 
руема в точке % ЕЯ, а g дифференцируема в точке f (хо) Е J,, то 
сложная функция Е = gof имеет в точке ху производную, равную 

5’ (Ё(%)) F (xo). 
4 Образуем на интервале J функцию 

g (f (x)) — g (1 (%о)) 

u(x) = f (x) — F (x9) ‚ если f (x) ==[ (Xp), 

B" (Ff (Xo)), если f (x) = F(X») *. 
Поскольку f (x) — / (x) при х-> x, (в силу дифференцируемости функ- 

ции f в точке х,) и 3 lim Е = 6’ (1%), то 3 lim и (x) = 

5’ (09) _ ) т" 
Таким образом, приращение функции F в точке х принимает вид 

Е (x) — F (Xo) = и (x) (f(x) —[(%)). (5) 

Разделив обе части равенства (5) на x — х, и перейдя к пределу при 
х — Xp, находим 

Е (%9) = lim as) Fo = lim u (x) LM) i (eo) 
XX, 0 XX, —~ 

= 8 (f (%0)) Ё (%). № (6) 
Теорему можно доказать, представив приращение функции F в точ- 

ке ху в виде 

F (x) — F(x) = 860) —@ Uf (xo) = &' 6) +09 — Код) = 
= (g' (f (%o)) + В) (F (Xo) + &) (х — хо), 

где В — 0 при f (x) > f (%), а > 0 при x > ж. При этом функция В 
принимает значения, равные нулю при [ (x) = f (Xp). 

Используя доказанные теоремы, а также известные из главы 2 
замечательные пределы, составим таблицу производных элементарных 
функций. Для удобства обозначим через A приращение независимой 
переменной в точке x. Тогда приращение функции [ в точке х прини- 
мает вид 

Af (x) = f(x +h) —f (x). 

1.6. Таблица производных. При составлении таблицы будем исхо- 
дить из определения производной дифференцируемой функции. Пусть 

1) f(x) =с, хЕЮ, с = соп${. Тогда Af(x)=0 УхЕКЮ, следова- 
тельно, |” (x) = 0. 

2) f(x) =x", we, х>0. Тогда Ae — и > — 

1 Принимается во внимание возможный случай f (x) = [ (хо) для некоторых x 6 
ЕЯ, xx Xp. 
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й \u h \v 

M1 (1+) 7! ! (1+) 7! =х a » fi (x) =x" lim 7 = pxbol 

x x 
x+h x 

3) f(x) = а*, хЕЮ, а>0. Тогда AT = iad =a’ xX 

qa _ | , x1. at —! | 
x [р (х) =a@ lim —;— = a* Ina. Ecau a = @, To (e*)' = et, 

h-0 

4) f(x) =log,x, x>0, a>0, a1. Тогда ae = 

log (1+) 
loga (x +h) —loga (x) — 1 ° x 2, i 

h — Хх. ° Ah ’ Г (х) о. х 

x 

= eae Если a =e, TO (Inx)’ = —- 

e h 

; . sin — 

5) f(x) =sinx, хЕЮ. Тогда a — Sin (x +A) — sin x 2 
h вх 

2 

h sin — h 

x cos (x + 4), Г (x) = lim 7—— COS (x + 4.) = cos x. 
h-+0 __ 

2 

sin 

6) f(x) =cosx, x€R. Torna — сои) — Cos = — = x 

“20 

. A 

h >. h ; 
x sin(x+ 4), f’ (x) = — lim р sin(x + 4) =—sinx. 

h+0 —_ 

2 

7) f(x) = вх, |x—kal< >: ХЕХ. Тогда a — x 

sin (x Е h) sinx | sinh | , __ 

x (ear о sink) — h cosxcos (x +h) ° P(x) = 

lim Sink l О. 
hag №  609х cos(x-+h) — 609% x 

T Af(x) — 1 
8) f(x) =ctgx, kn<x<(k+4+1)a, REZ. Тогда = X 
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х (coset _ соя — sinh | 1 , fi (x) = 
sin (x + h) sin x h sin x sin (x + h) 

= lim sinh | , 1 _ | 

pag № sinx  sin(x--h) = sin? x 

9) f(x) =arcsinx, |х|<1. Дифференцируя по у функцию х = 

== эти, |y|< > ‚ где y=f (x), получим x’ (у) =cosy. Применив 

, | | 
теорему 2, п. 1.5, получим | (x) = ¥@ ws’ [|< 5, т.е. 

| 

[ — x? 
» |х|<1. f(x) = у 

10) f (x) = arccos x, | х| < 1. Здесь кроме приема, рассмотрен- 
ного в 9), можно воспользоваться тождеством arcsin x + агссо$ x = 

д 
= -> дифференцируя левую и правую части которого, получим УхЕ 

Е]-—1, | 

я. 
11) f(x) = arctg x, хе ЮР. Дифференцируя по у функцию x = tg y, 

(arccos x)’ = — (arcsin x)’ = 

lyl< -5- ‚ где y=f (x), получим x’ (и) = sat Применив тео- 

| , | | | 
рему 2, п. 1.5, находим, что |’ (x) = Vw = за = Tey 

, | 

PO) =. 
12) | (x) = arcctg x, x€[R. — Продифференцировав тождество 

arctg x + arcctg x =: —— ‚ Получим 

(arcctg x)’ = — (arctg x)’ = — ee 

13) f (x) =shx, хЕРЮ. Используя линейность операции диффе- 
ренцирования, формулу 3) этой таблицы и теорему 3, получим 

в (75) =f er-e)= 
e~ + e* 

2 
= ch x. = (e—() (— 1) = 

14) } (x) = ch x, x €([R. По аналогии с 13) имеем (ch x)’ = sh x. 
15) f (x) = thx, x €[R. Используя формулу дифференцирования 

частного двух функций и формулы 13), 14) этой таблицы, получим 

(th x)’ = ( sh x } = chechx—shxsix | ch®?x—sh?x 1 
| \ che J = ch? x _ ch? x ch? x 

16) | (x) =cthx, xE€([R\ {0}. Аналогично предыдущему имеем 

, chx \' sh? x — ch? x | 
(cth x)’ = (24) = = 

sh2 x _ sh2 x 
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17) f (x) = arshx = In(x + Vx? +17), хЕР. Здесь воспользуемся 
формулой 4) этой таблицы и теоремой 3: 

Ух | | 
—__ | 

Е (xy) = («Иж -тг)’ — + — , 

хх - 1 r+ VPI Veer 

18) f(x) =archx = In(x+ Vx®—1), x S11. Воспользовавшись 
й 4 

Xx 

формулой 4) и теоремой 3, получим 

1+ * 
р __ V x — | _ | 

N= тужг 7 уг’ teh 
19) f (x) = arth x, |x|< 1. Примейив правило нахождения про- 

изводной частного и формулу 4) этой таблицы, получим 

Ро = (1 n+) = 
x 1 — x2 

Таблицу дифференциалов функций легко получить, использовав 
приведенную таблицу производных. 

Таблицу дифференциалов здесь не приводим. 
1.7. Производная степенно-показательной функции. Пусть f : x + 

re u(x), u(x) > 0, а<х< Ь, и функции и, о дифференцируемы 
в точке x € Ja, Ol. 

Тогда функция | дифференцируема в этой точке и ее производную 
можно вычислить по формуле 

Р (x) = Ц (x)? G (x) Inu (x) + a) (x) wt . 
и (х) 

Для доказательства формулы представим функцию f в виде 
f (x) — eux) In u(x) 

и применим формулу (6), п. 1.5: 
Р (х) — (ети, — 

= eM) (y (x) п и (х))" = и (x)? | (x) In u(x) + v(x) ar - > 

1.8. Инвариантность формы дифференциала. Приближенные вы- 
числения с помощью дифференциалов. Пусть функция {:9 > Ю, 
J =({x€R:a<x< В}, дифференцируема в точке ж Е I, а функ- 
ция Хх: te p(t), (69, 9,= 16 ЮР: а< {< В}, дифференци- 
руема в точке КЕЯ,, причем ф (9,) = 9, @ (ty) = х. Тогда ком- 
позиция F = {оф является дифференцируемой в точке fy функцией 
и, согласно теореме 3 (формула (6), п. 1.5), ее производная в этой точ- 
ке вычисляется по формуле F’ (К) = f (Xo) (to), а дифференциал 
dF (1) (A) принимает вид 

AF (to) (A) = F (хо) @" (to) at (A) = [ (хо) ах (A), (1) 
где dt (h) ЕЮ, ах (h) = @’ (t,) dt (A). 
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Принимая во внимание равенство dF (f,) (h) = df (x9) (A), приходим 
к выводу, что форма дифференциала df (xq) (h) такая же, как и в слу- 
чае, когда х является независимой переменной. 

Однако в формуле (1) ах (1) — функция переменной dt (1) Е ЮР 
вида cdt (А), гдес = @’ (4). Поэтому сохранение формы дифференциа- 
ла следует понимать как сохранение формы его записи. 

Использование установленного свойства инвариантности формы 
дифференциала позволяет упростить процесс вычисления дифференциа- 
лов сложных функций. 

Пусть, например, функции и и VU дифференцируемы на некотором 
интервале J < Ри не обращаются одновременно в нуль ни в одной 
его точке. Тогда в любой точке интервала имеем 

а Ум? + v2 d (и? + 0?) 

d(arctgV и? +0?) = Ги = 2Vere (ии о) = 
— аи? -- dv* — udu + уаз 

2V и? + и? (1 + uw? о?) И м? + vo? (1 +a? и?) 

где и, v — дифференцируемые функции переменной xX. 
Из формулы (1) при dx (®) (В) = 0 следует равенство 

Р (x) = df (хо) (п) 
ах (to) (В) 

которое показывает, что и в случае сложной функции ее производная 
равна частному дифференциалов df (x,)(h) и ах (A). 

Вернемся теперь к формуле (3), п. 1.4, — приближенного вычис- 
ления значения функции в точке х из некоторой окрестности $ (Xp, 6) 
точки хо. Особенность этой формулы заключается в том, что вместо 
того, чтобы вычислять значение произвольной функции [, вид которой 
может оказаться весьма сложным, вычисляем значение линейной функ- 
ции x +e f (%) + f (%) (< — х), хЕ5 (%, 6). При этом погрешность 
формулы имеет порядок о (x — Xo) при xX — №. 

Вычислим, например, приближенно sin 29°. Поскольку sin 29° = 

’ 

= sin (2 — +i) ‚ то в формуле (3), п. 1.4, следует положить 

IU IU IU IU IU 

№ = G1 HMO — eg? AT (0) = — Faq 608 —- = — 80 Х 
V3 , ол л V3 
= При этом получим sin 29° = sin 5 — 10 ° > = 

t—t, 

2V ty 

находим УЗ =) 2,89+ 0,11 =1,7324 и взяв ay = 0.0174, OKOH- 

= > (1 — муз). Пользуясь формулой Vi=Vt + , 

чательно имеем sin 29° = 0,4849. (Результат совпал с табличным 3Ha- 
чением sin 29°). 
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$ 2. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ 
БЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

2.1. Производная п-го порядка. Пусть |: J -> © — дифференци- 
руемая в точке xX) Е J и в некоторой ее окрестности S (x), 5) функция, 
т. е. в окрестности S (Xx, 6) определена функция Г. Если функция | 
дифференцируема в точке Xp, то ее производная в этой точке называет- 
ся второй производной функции [в точке ху и обозначается }” (х) или 
4? 

ий (Xo). Если вторая производная функции f существует в каждсй 

точке интервала J, то функцию х += f” (x) обозначают символом [ 
d?} 

или „г. Аналогично по индукции определяется производная п-го 
а" 

порядка (или п-я производная) функции.[, обозначаемая |" или ra 
x 

9 (n—1) 9 

ее значение в точке X,€ ed есть производная функции | В Этой 
точке. 

Данное определение предполагает существование всех производных 

fo порядка | < п — 1 в некоторой окрестности точки х и дифферен- 

цируемость функции {” ® в точке x. 
п n—|! 

Таким образом, f” (x) = (f"—" (x))’ или — = —— cas 
dx" dx 

Говорят, что функция f дифференцируема п раз в точке жЕЯ, 
если она имеет в этой точке п-ю производную. Если {имеет производ- 
ную 7-го порядка на J, то говорят, что } дифференцируема n раз на 
этом интервале. Если /” СС (9), то пишут fEC" и называют f 
функцией класса С". 

Функция { бесконечно дифференцируема на интервале J, если 
Vné€QN она имеет на J производную n-ro порядка. В этом случае 
пишут {Е С” и называют { функцией класса С”. 

С помощью индукции по т получаем формулу 

а” (1 )- ат" (1) 
ах" dx" dxy™+n 

Предполагая, что функции ри g дифференцируемы п раз и приме- 
HAA индукцию по п, получим 

a _ ЧР ae 

d” _ а" — 3 
и (af) =a 7 © = const, (3) 

из которых следует, что множество всех числовых функций, определен- 
ных на интервале J C Ри имеющих Had производную я-го порядка, 

d"f 

ах” 
является линейным (однородным) отображением этого пространства 
в векторное пространство отображений J в К. | 

образует векторное пространство над полем [R, а отображение f +> 
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Пример. Вычислить: a) (sin x)"; 6) (cos x): в) (In x), 
a) Дифференцируя последовательно, получим 

(sin x)’ = cos x = sin («+ =| » (sin x)” = — sin x = sin («+2 +) ’ 

(sin x)” = sin (« 43 >) 

H т. д. 
л 

Предположив справедливость формулы (sin x)'”) = sin (x +n > ‚ находим 

ао m \\" л (sin x) = | sin ton = COs xp = 

:; Л л л 
а (а +) = (x(n +0 +): 

Индукцией по п доказана формула 

(sin x) = sin (« +n | » xER, n€Nn. (4) 

Поступая аналогично в случаях 6) и в), получим 

(cos x) = cos (« +n | » x ER, n€Nn, (5) 

(ny =(— yr! ST, х>0, nN. (6) 

В следующем пункте доказывается формула Лейбница, позволяю- 
щая вычислять производную п-го порядка от произведения двух п 
раз дифференцируемых функций. 

2.2. Формула Лейбница. 

Теорема (Лейбница). Пусть: 1) [: 9 Ю, g:J>R, ICR; 
2) УхЕЯ Af” (x) A ig (x). Тогда ЧхЕЯ 3 (fg)™ (x), причем 

(Fa) (x) = У Caf (x) a 69 (1) 

(здесь принято: O! = 1, С! — число сочетаний из п по Г, (on =Ch = 
(0) (0) 

— l, | = I, g = g). 

q При п = | имеем 

Cif’ (x) (x) + Cif (ЕР (x) + F(x) =" (x) = (fg) (x). 

Из предположения справедливости формулы (1) для Е < п — 1 и cy- 

ществования производных ft), с“ получим, применив под зна- 
ком суммы формулу дифференцирования произведения двух функций: 

Rk 

ОТ (x) =(Fg)™ (xy =У CHET (x) g (x) + 
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+ YL CH Nx) BY (x) = РЕ + > Ch fT? (x) BY (x) + 
= j= 

k—l 

$M Ca (x) BY" (x) + Fe) BF? (x), (2) 
ю— | 

Ал i g(R—/| (j+1 v 
Вводя в сумме У Chf*—? (x) в" (x) новый индекс суммирования 

j=) 

e s 

2 
| Г = | + | и принимая во внимание равенства Crt = Cet = |, С! + 

+ СГ" = Chats получим 

k 

(fg)"* (x) = FET? (x) g (x) + У (Ch 4+ СРО ЕН (x) (x) + 

kf oo | 
+ fix) а" (x) = у СН" (x) 67 (x). 

С помощью метода математической индукции формула (1) доказана. 
Она носит название формулы Лейбница. > 

Пример. Вычислить uv), где и (x) = х2 sin 5x, хЕЮ. 
Если в формуле (1) положить f (x) = sin 5х, в (x) = x*, то она будет содержать 

лишь три слагаемых, так как все производные функции g выше второго порядка рав- 
ны нулю. Имеем 

(x? sin 5х) 500) — (sin 5х) 500) х2 + Chop (sin 5х) 99) (x2)? + 

-+- Со (sin 5х) 499) (х2)" — 5500 2 sin (5х + 250 д) + 

+ 500. 51992х sin (5x +. 499 >} + 500 . 499 - 5138 sin (5x + 2492) = 

= 5198 (25х27 sin 5х -+ 500 (10x cos 5х — 499 sin 5х)). 

2.3. Дифференциалы высших порядков. Пусть функция f: 9 > R, 
J < Ю, n раз дифференцируема в точке ж ЕЯ. Тогда в некоторой 
окрестности $ (x9, 6) < J существуют и непрерывны все производные 
функции f до п — 1-го порядка включительно. 

Так как производная {определена в каждой точке xX ES (Xp, 6), 
то в окрестности S (х,, 6) определена функция 

x» f' (%) В, ВЕК, (1) 
которая в силу сделанных предположений дифференцируема в точ- 
ке Xo и имеет в этой точке производную, равную [” (хо) A. 

Определение. Вторым дифференциалом (илидиф- 
ференциалом второго порядка) функции | в точ- 
ке хо, отвечающим значению й, называется дифференциал функции xX == 
re |’ (x)h и обозначается d?f (ж) (п): 

ЧР (хо) (В) = Г (хо) №. (2) 
Дифференциал п-го порядка (или п-й дифференциал) функции | 

в точке ху, отвечающий значению A, определяется по индукции как диф- 
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ференциал функции x +e f"—! (х) А" в этой точке и обозначается 

4"} (хо) (A). 
Таким образом, из предположений относительно функции } и после- 

довательного определения дифференциалов высших порядков этой 
функции получаем 

d"f (хо) (A) = |” (хо) В", ВЕР. (3) 
Обычно дифференциалы высших порядков функции | записывают 

в виде 

ЧР (Xo) = fF? (x) dx’, 1 =Т, т. 
На основании формул (1) — (3) пункта 2.1 и определений настоя- 

щего пункта, имеем 
d™ (d"f) — ат", (4) 

d" (f + 8) =d"f+ 4, (5) 

d" (af) = ad"f, a= const, (6) 

если функции f/f WH g дифференцируемы соответствующее число раз. 
Отметим, что свойство инвариантности формы для дифференциалов 

высших порядков в общем случае не сохраняется. 
Пусть х:9,- Ю, J,= la, BI, f: J>R, J =1а, Ol, J > 

> х (9,), x(t) = %, В €I,, причем функция х дважды дифферен- 
цируема на 9, а функция { дважды дифференцируема на J. Тогда, 
используя инвариантность формы дифференциала, имеем при фикси- 
рованном AE [R 

df (x) (в) = f’ (x) ах (в), хЕЗ. (7) 

В этой формуле сомножитель ах (h) является функцией переменной 
[С 9., т. е. правую часть формулы (7) следует рассматривать как 
произведение двух функций переменной ft: РГ u x’ (1) dt (h), где dt (A) 6 
Е Г не зависит от f. 

Пользуясь формулой для вычисления дифференциала произведе- 
ния двух функций, получим (принимая во внимание инвариантность 
формы дифференциала функции f’) 

ФР(х) (п) = Р (x) dx? (ВР (x) Фх (h), Фх (h) = x" (t) dt? (h). (8) 
Заметим, что в случае, когда переменная х является линейной функ- 
цией x (1) = at+ Ь (a, БЕ КЮ), то свойство инвариантности диффе- 
ренциалов высших порядков сохраняется (так Kak a? (at + b)(h) = 
= (at + 5)® ай (h) =0 при k> 1). 

2.4. Производные функции, заданной параметрически и производ- 
ные высших порядков обратной функции. Пусть x: tre ф (tf), у: bee 
re p(t), [ЕТ, где Тс [R — некоторый интервал. Предположим, 
что функции x и у дифференцируемы п раз в точке [ЕТ, причем 
gp (В >Е 0 и при этом выполнены все условия теоремы о производной 
обратной функции: 

31=1(х), x€]a, BL Aad’ (= т. 
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Тогда у является сложной функцией переменной x и, согласно теореме 
о производной сложной функции, получаем 

ау ау dt p’ (t) 
ах dt ae ФФ’ = OU), (1) 

Фу (9-4 | ф' (2 )#- у" (1) g(t) — 9" 0’ (0) 
dx? dx \ ах] at ф’ (1) ах — (ф’ (t))3 

x =@ (0, (2) 

dy = 4 (44) = (vuew-gove )# 
dx? ~~ dx \ dx? / ~~ dt (ф’ (t))8 dx — 

wm’ д” 0 0) Ф 0—3" OWORPO-—POYV (0) 
(ф’ (0) 

x= (i), (3) 

пу а [а (ay \ at — 
ЩЕ = ( ах” =, х=$Ф(0. — (3) 

В теореме 2, п. 1.5, при выполнении определенных условий получе- 
на формула для вычисления производной обратной функции: 

а _ 1 
и Ч ©) 

dx 

Приведем здесь несколько формул для вычисления производных выс- 
ших порядков обратных функций в предположении, что они существу- 
ют. Так, 

apt _ а | а. | М9 (6) 

ы “ar cia }- ” ( Ей ] a = бы)’ 
dx dx dx 

вр 1 а а | | _ З(Р (x)? — [ФЕ (<) 
43 _ = [= ( df df )- НТС) 

ах. ах dx 

(7) 
и т. д. Рассмотрим примеры. 

ау л 
Пример 1. Вычислить a если p= ag, O< O< > (отрезок спирали 

Архимеда). , 
Записав параметрические уравнения кривой в виде х = афсоз$ ф, у = аф sing, 

О<ф< 5, и применив формулу (1), получим 

dy _ a(sing+@pcosg) _,, 

dx — а(с0$ф—Ф3зтф) = tg (p + arcte $). 
2 

dy d*y , @у ? если x = 2 — 12, y = 3f — В. Пример 2. Вычислить и’ ча Чиа 

Применяя формулы (1) — (3), получаем 

ау 3—3 _ 3 

кая TET)



3 , 

4х? = = = 2(1—d¢ 41-0 

3 
@у _ [о _ 3 
а = ай ~~ Baap’ '*!: 

Пример 3. Вычислить производные первого, второго и третьего порядков функ- 
ции, обратной функции хн>х -- Inx, х> 0. 

1 . 

Поскольку (x -+ In x)’ = 1+ —>0 npn x >0, то обратная функция yr x (И), 
x 

— со < у< + 09, существует и дифференцируема сколько угодно раз. Последова- 

тельно применяя формулы (5) — (7), получаем 

“y= =— мы FI 
my — (%) _ _ x 

ТИ = уу = 
х” (у) = ЗИ Wy _ 8-21) 
= (y’ (x — ИЕ 

Таким образом, нашли производные обратной функции не зная ее явного представ- 
ления. 

$ 3. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

К основным теоремам дифференциального исчисления относят тео- 
ремы Дарбу, Ролля, Лагранжа и Коши. Последние три из них назы- 
вают meopemamu о среднем. Они широко применяются при рассмотре- 
нии различных вопросов теории и практики и их значение в анализе 
трудно переоценить. К теоремам о среднем можно было бы отнести и 
теорему о представлении функцни с помощью формулы Тейлора. 
В связи с огромной важностью этой формулы она будет рассмотрена 
в отдельном параграфе (см. $5 7). 

Сначала дадим определение локальных экстремумов числовой 
функции одной переменной и докажем теорему Ферма, а затем пере- 
йдем к доказательству теоремы Дарбу и теорем о среднем. 

Определение. Функция |: 9 > Ю, JI = (хер: а<х< в}, ume- 
еп локальный максимум (локальный минимум) 
в точке х, Е Я, если существует такая окрестность $ (хо, 6) < 9 точ- 
ки №. что У x ES (X%, 60) A х=2 х выполняется неравенство 

F(x) < 1 (%) (F(x) 2 F (%)). 
В случае строгого неравенства } (x) < f (Xo) (f (x) > fF (%)) ло- 

кальный максимум (локальный минимум) называется строгим. 
Локальные максимумы и локальные минимумы функции | объ- 

единяются общим названием «локальные экстремумы». 
Если функция f: J —> ЮР достигает точной верхней (соответствен- 

но нижней) грани на интервале J в некоторой точке из J, то она име- 
ет в этой точке локальный максимум (локальный минимум). Обрат- 
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ное утверждение в общем случае неверно: локальный экстремум функ- 
ции f может не совпадать со значением sup {f (x)} или inf {f (x)}. 

хЕЯ XEF 

Теорема Ферма. Пусть функция | : J — Р имеет локальный мак- 
симум (локальный минимум) в точке х ЕЯ и имеет в этой точке 

как правую, так и левую производную. Тогда fix (х) <Ou fr (Xo) > 0 
(+ (Xo) SO u f_(m) < sO) в частности, если | дифференцируема в 
точке Xo, то f’ (ж) = 

q Пусть функция f имеет локальный максимум в точке жЕ9 и су- 

ществуют {+ (xX), f— (хо). Из определения, данного выше, следует, 
что существует окрестность $ (x9, 6) < Я: УхЕ$ (хи, 8) Л хх > 
> f(x) <f (хо). В силу существования fa. (хо) имеем: WXE] xX), X + 
+ 6 Poy Te о) <0, fs (%0) = lim f(x) — Ff ( (хо) < 0; ИЗ суще- 

x x-+x_+0 x — Xp 
, / . Xx — X 

ствования f_ (хо) следует, что f_(x)) = lim Е } L (0) = 0, так как 
X+X )—0 ~~ “0 

Hate 20 VxE) x — 4, х,[. Если df’ (%»), то из полученных 

неравенств следует, что (хо) = f(x.) = f_(x,) =0. р. 

Заметим, что из условия |’ (х) = 0 не следует существование ло- 
кального экстремума функции f в точке x,€ 7. Например, функция 
Г (x) = x8, x €[R, в точке x = 0 имеет производную, равную нулю, 
однако экстремума в этой точке не имеет, так как ее приращение в 
этой точке Д } (0) = f (x) — f (0) = x3 не сохраняет постоянного зна- 
ка ни в какой двухсторонней окрестности этой точки. 

Прежде чем перейти к основным теоремам дифференциального ис- 
числения, отметим, что определение локальных экстремумов функции 
и теорема Ферма носят локальный характер: они относятся к свой- 
ствам функций, рассматриваемых в некоторой, произвольно малой 
окрестности фиксированной точки. 

Теоремы Дарбу, Ролля, Лагранжа и Коши, которые будут рас- 
смотрены ниже, носят глобальный характер: они связаны со свой- 
ствами функций на сегменте. = _ 

Теорема Дарбу. Пусть f: J — Ю, J = (хЕР: ах d},— 

непрерывная на сегменте J функция, имеющая в каждой точке это- 
го сегмента производную (конечную или бесконечную). Тогда произвоо- 

ная Ё принимает все промежуточные значения между | (а) u f_ (5). 

<q Рассмотрим сначала случай, когда Е. (a) и Ё_ (5) имеют разные 

знаки, например {+ (а) > 0, f_ (6) <0. Покажем, что ЭЗсЕе]а, OI: 

Г © =0 

Так как функция f непрерывна на сегменте J, то, согласно тео- 
реме Вейерштрасса, она достигает наибольшего значения в некото- 

рой точке сЕЯ: | (с) = sup {f (x)}. Покажем, что с — внутренняя 

_ xEF 
точка сегмента J. Из условия {+ (а) >>0 следует, что 36 >0:УхЕ 
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Е]а, арб LMWH 0, те Fu >h@ и fof. 
х— а 

Аналогично можно показать, что } (с) == [ (5). Таким образом, СЕ 
€ Ja, М. Поскольку функция f имеет в точке с локальный максимум, 

то, согласно теореме Ферма, [ (с) = 0. Если предположить, что f. (а) < 

< 0, [_ (6) > 0, то функция { достигает наименьшего на сегменте J 
значения в некоторой внутренней точке этого сегмента. 

Рассмотрим теперь общий случай, когда f, (a) и [_ (5) принима- 
ют значения любых знаков, не обязательно противоположных. 

Пусть & — произвольное действительное число, заключенное меж- 

ду значениями f+ (a) иЕ (6). Рассмотрим функцию ф : х +» | (x) — 

— ах, хЕЯ. Функция ф непрерывна на сегменте J и имеет произ- 
водную, конечную или бесконечную, в каждой точке этого сегмента. 

Из выбора произвольного числа % следует, что производные P+ (a) 

И ф_ (6) принимают значения разных знаков, в силу чего, по доказан- 
ному выше, ЭЗсЕ]а, М: $’ (с) = 0, т.е.[ (с) — а = 0,Ё[ (6) =а. 

Следствие. Если непрерывная на сегменте Я функция f имеет на 
этом сегменте отличную от нуля производную, то Г сохраняет вполне 

определенный знак на J. , 
Отметим в заключение, что теорема Дарбу не является аналогом 

теоремы Коши о промежуточных значениях: производная непрерыв- 
ной функции может быть разрывной функцией. Например, функция 

x? sin — ‚ если x0, 

f (x) = 0 хХЕКЮ, 
если x == 0, 

непрерывна и дифференцируема УхЕР:[ (0) = lim Le = 0, 
х-0 

f’ (x) = 2x sin — — COs — УхЕКР\ (0}. Однако функция |’ не имеет 

предельного значения при х-> 0: если предположить, что 3 lim f’ (x) = 
= ©, то получим противоречивое соотношение x-+0 

. 1 
lim cos — = —a, 
x0 x 

| 
так как функция x +» COS— не имеет предела при x - 0. 

Вместе с тем, согласно теореме Дарбу, на любом сегменте, содержа- 
щем точку x = 0, производная } принимает все промежуточные зна- 
чения между ее значениями на его концах. 

Теорема Ролля. Если функция f непрерывна на сегменте J = [а, 5}, 
имеет в каждой точке интервала J = Ja, Ы производную (конечную 
или бесконечную) и такая, что f (а) =f (6), тов найдется по мень- 
шей мере одна точка Ё, в которой | (&) = 0 
q Если f(x) =const УхЕЯ, то утверждение теоремы очевид- 
но. Если же { принимает отличные от } (а) значения (например, боль- 
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шие чем / (а)), то она достигает своей точной верхней грани в некоторой 
точке Е ЕЯ. А так как в этой точке функция { имеет локальный макси- 
MYM, то, согласно теореме Ферма, } (&) = 0. > 

Отметим, что теорема Ролля может быть обобщена на случай, когда 
функция f задана на конечном или бесконечном интервале Ja, b[, имеет 
на Ja, Ш производную [ (конечную или бесконечную) и существует 
lim f (x) = lim f (x) (конечный или бесконечный). 

х>а--0 x+b—0 

Доказ ательство предоставляем читателю. 

Теорема Лагранжа. Если функция | непрерывна на сегменте 9 и 
имеет производную (конечную или бесконечную) в каждой точке ин- 
тервала J, moe J найдется (по меньшей мере одна) такая точка E, 
что 

f (6) —Г@=Р® (b—a). 

A Образуем на 9 функцию ф (xX) = f (x) + Ах, ^ = const, и выберем 
b) — 

ОТ, ols) =f (x) — 
_ 0) — / (2) x. Так Kak функция ф удовлетворяет на сегменте 9 

всем условиям теоремы Ролля, то JECI:q’ (Е) =0, т. е. f(b) — 

— f(a) =Р (&) (6 —а). № 
Обозначая в доказанной формуле а = ху, b= x, E= № - 0 (х — ху), 

0<@0< 1, получим 

f(x) — Ff (%o) =F (% + 8 (x — Xo) (x — Xp). (1) 

Формула (1) носит название формулы конечных приращений. 

Следствие 1. /ГТусть |: J — Р удовлетворяет всем условиям теоре- 
мы Лагранжа, причем М = sup {Г (x)}, т = ШЕ{ (x)}. Тогда спра- 

хЕЯ хЕЯ 

A из условия ф (а) = $ф(5). Тогда A= — 

ведливы неравенства 

m< HORT <M. (2) 
Следствие 2. Лусть функция | непрерывна на сегменте J и 3 (x)= 

—=0 УхЕЯ. Тогда f(x) = const, хЕЯ. 
<q Взяв произвольное x € Ja, bf и_ применив неравенства (2) к суже- 
нию функции f на сегмент [a, x] < J, получим равенство f (x) — f(a) = 

=0, т. е. }(х)= |} (а) УхЕЯ. _ 
Следствие 3. Если функция f удовлетворяет на ceemenme J всем 

условиям теоремы Лагранжа и, кроме того, [р сохраняет вполне 
определенный знак на J, то { строго монотонна на J. 
< Пусть, например, } (x) >0 У хЕЯ. Применив формулу ко- 
нечных приращений на произвольном сегменте [x,, x2] < [а, 6], полу- 
чаем равенство | (х,) — f (х!) = fi (5) (X2— х1), м < $ <, из которо- 
го следует неравенство f (хо) > f (x,), так как f’ (Е) (x, — х1) > 0.№ 
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Отметим, что теорема Лагранжа имеет следующий геометрический 
смысл: на графике С функции } найдется по меньшей мере одна такая 
точка МЕ (Е, f (§)), что а < § < В и касательная к кривой в этой точ- 
ке параллельна хорде, соединяющей точки M, (а, f (а)) и My (6, fF (6). 

Теорема Kowu. Пусть f u в — непрерывные на сегменте J функции 
и имеют каждая производную (конечную или бесконечную) во всех 
точках интервала J. Тогда в J существует по меньшей мере одна та- 
кая точка §, что 

(f (5) — f (a)) g’ (6) = (g (6) —g (a) F ©). (3) 
Рассмотрим определитель 

f(x) g(x) | 

F(x) =|F(a) g(a) 1|, xed. 
f(b) Е | 

Функция F удовлетворяет Ha сегменте J всем условиям теоремы Рол- 
ля: она непрерывна, имеет производную Ha J и F (a) = Е (6) = 0. 
Поэтому ЗЕСЯ:Р (=) =0. Раскрыв определитель и вычислив 
Е’ (Е), получим формулу (3). p> 

Следствие 1. Если кроме сформулированных в теореме Коши усло- 
вий выполняются еще и условия (g’ (x))? + (РЁ (x))? == 0 УхЕЯ, 
в (а) ~ g (5), то формулу (3) можно записать в виде 

f(b)—f(@) _ fF) 
0—2 Е’ bed. (4) 

q Если Г (&) 40, то из условия g (а)  g (5) следует, что правая 
часть в формуле (3) отлична от нуля, в силу чего и левая часть отлична 
от нуля, т. е. g (&) >> 0 и формулу (3) можно записать в виде (4). 

Если жей (2) = 0, то g’ (Е) = 0 (всилу условия (g’ (§))?+ (Р (§))?4 
74) 0) и поскольку g (а) = g (5), TO из формулы (3) следует формула 

‚> 
Например, для функций f (x) = х?, g (x) = №3, —1 <x <1, усло- 

Bue (5’ (х))? + (Г (x))? == 0 нарушается в точке x = 0: (g’ (0)) + 
+ (f° (0))? = 0. Для рассматриваемого случая формула (4) неверна, 
в чем легко убедиться. 

Следствие 2. Если при выполнении всех условий теоремы Коши do- 
полнительно выполнено условие в’ (x) 0 УхЕЯ, то верна 
формила (4). 

Если g’ (x) ==0 У хе, то, согласно теореме Дарбу, 5’ 
сохраняет вполне определенный знак на J. Но тогда, согласно след- 

ствию 3) из теоремы Лагранжа, g строго монотонна на J, т. е. g (а) == 
= g (6) и формула (4) имеет смысл. p> 

Может возникнуть следующий вопрос, связанный с теоремой Лаг- 
1 e 

ранжа. Пусть fec' ’[а, 6]. Можно ли для всякой точки ЕЕ] а, b| 
| .). 

указать две другие точки х; их, из ] а, b[ такие, что Г 2 7 ©) — 
27° *1 

= f’ (=), х, <Е<»х,? Ответ на этот вопрос в общем случае отрица- 
тельный. Если, например, |’ (х) >0 УхЕ]а, b[ и { отлична от по- 
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стоянной Ha любом сегменте, являющимся частью Ja, b[, то [ воз- 
растает на [а, 6]. Тогда для любой пары чисел хЕ]а, 6[, x2€ 

Е]а, [Л х, < х, имеем | (%2) — | (х1) 

Х — Xy 
>0 и для каждой точки EE 

Е]а, b[ такой, что | (Е) =0, х, <Ё<.х,, имеем ed 5 |’ (Е). 

Например, для функции | (x)= x8, —1<х<!1 при любых хЕ 

хо — x} 2 
= Xo -|- Е] — 1, 1[, хе] —1, 1[ выполняется неравенство = 

1 

2 
+ хх. + м>0; следовательно, для точки & = О соответствующих 
аргументов X, и X, не существует. 

В качестве примера на применение следствия 2 из теоремы Лагран- 
жа докажем тождество 

2 arctg x + arcsin Se = misgnx, если |x| D1. 

При |x|> 1 имеем 

(2 arctg x + arcsin =.) = = + ах) = — 

ини 1 ря 
_ +2 

Е ta гит = 
поэтому, согласно следствию 2, 

, Ox Cy, если x Dl, 
2 arctg x + arcsin а = | если х<—1 

Взяв x = |, получим с. = л, а полагая х = —1, получим с.= —л, т.е. 
доказываемое тождество справедливо. 

$ 4. ТОЧКИ РАЗРЫВА ПРОИЗВОДНОЙ 

На примере функции 

. | 
x? sin — > если х = 0, 

ha) | xER, 
0, если x == 0, 

убедились в том, что производная функции, дифференцируемой в каж- 
дой точке интервала, может быть разрывной функцией на этом интер- 
вале. Исследуем это более детально. 

Теорема 1. Если функция f непрерывна на интервале Я, = \Xp, хо + 
+ 6[, 6 > 0, имеет в каждой точке х Е 9, производную [ и если cy- 
ществует конечный предел lim [ (x) = L, то можно построить про- 

х-ло-0 

должение Е функции f в точку х, которое имеет правую производную 

Fy, (%) = L. 

Ч Взяв e=1, найдем такое 6,€]0,6[, что |f’(x) —LI|<l Ухе 
Е] х, x + 6,[, откуда |Ё (x) |< 1 +]L] УхЕ] xo, хо + 61. Возьмем 
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две произвольные точки X, их. (X;< Xq), принадлежащие интервалу 
1х, Xo + 6:[. Сужение функции | на сегмент [x,, х›] удовлетворяет 
всем требованиям теоремы Лагранжа, поэтому || (х.) —f (*,)| = 

= |f" (&) | (х, — ж1) < 5, (1+ |Ё}), так как х, —х. < 6, [fF (5) |< 1- 
-- |2]. По заданному e >> 0 выберем 6, >0 из условия 5, < — г 

Тогда |f (х.) — {(х1)| <= Ули, Е] хо, хо + 61 [. Поскольку 0 < x, — 
—х—< 61, О<х— < 6., то сужение функции f на интервал 
] хо, Хо, + 6: [ удовлетворяет условиям Коши в точке ху, вследствие 
чего 3 lim f(x) =с, сЕЮ. Положим по определению 

хх 0 

Г (x), xEd,, 

Fuy=|, L= XE[X, X + 6[. 

Функция F (продолжение функции f в точку хо) непрерывна Ha полу- 
интервале [х,, х-- 6[ и на любом сегменте [х, x] < [х, х-= 6[ удов- 
летворяет всем условиям теоремы Лагранжа, в силу чего справедли- 
во равенство 

Е (x) — F (хо) 
X— Xp 

= F’ (x, + 0 (x— x) =f (x, + 0 (x— х)), O<O<cl. 

(1) 
Правая часть равенства (1) имеет предел при x — x + 0, равный 

L, поэтому и левая часть этого равенства имеет тот же предел, являю- 
щийся, согласно определению, правой производной функции F в точ- 
ке Xp: 

Fi (%) =Ё. № 

Следствие. Пусть функция |: [х, х-- 51 > Р непрерывна в об- 
ласти определения, а ее производная [ существует на интервале ]ху, 

Xo + SL. Тогда, если существует Ит f (x) = L, LE [R, то функция | 
X->X_+0 

имеет правую производную в точке Xo, причем |+ (Xo) = L. 
q Если L конечно, то утверждение очевидно, поскольку в этом слу- 
чае F =f. Если L бесконечно, то взяв произвольную точку X, х < 
< х<ж- 6, применив к функции ] теорему Лагранжа на сегменте 
[x), x] и перейдя к пределу при x > ж - 0, получим 

jim РР tim Роем %)) =L = Fe (ao). № 
xX>Xy+0 0 x-+xX,+0 

Заметим, что если в теореме | взять L = со, TO построить продол- 
жение F функции [ в точку х так, чтобы функция F была непрерыв- 
ной в этой точке, в общем случае невозможно. Например, если } : х > 

| 
x 

-—, О<х< |, тор (хх) = — » f(x) — —oo при x > +0 и 

непрерывное продолжение функции [в точку x = 0 невозможно. По- 
этому теорема | справедлива лишь в случае, когда L С Г. 

Следует отметить, что при фиксированном xX, С ® и при условии, 
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что lim f (x)= со и Jf’ (x) УхЕ]хь, x) + 6[, производная [не мо- 
X-+>Xq--0 

жет иметь конечного предельного значения при x—> x, + 0. 
В самом деле, предполагая, что существует конечный предел 

lim f' (x) =Ёи взяв х, > из малой правосторонней окрестности 
X+X_-+0 

]^, № +6,[, 6, <5, точки x), получим, применив теорему 
Лагранжа о конечных приращениях на сегменте [х, X,] < ] хо, x) + 4, [: 

[А (1) — 1 (%) |< Р ©) 16, < М&,, E=x +0 (х, —х), O<O<1, 
М = const. 

Устремив х к Xp справа при фиксированном х,, имеем: | f (x,) — f (x) | 
неограниченно возрастает, что противоречит полученной оценке. Здесь 
существенным является то, что х фиксированно. Для случая, когда 
Х= + со, последнее утверждение может оказаться неверным; напри- 
мер, f (x) = x — {со при x — + со, однако f’ (x) = 1. 

Полученный в теореме | и следствии из нее результат сформулируем 
для случая левосторонней окрестности точки Xp. 

Теорема 2. Пусть функция {| : ]х, — 6, х| — Р непрерывна в области 
определения и У x € lx» — 6, xol Jf’ (x). Тогда, ecaui lim Г (x) = 

х-х,—0 

= [, [С Ю,. то функция f имеет левую производную в точке № и 

| (%) = Г. 
Таким образом, если сужение функции } : Ja, bf — [R на некоторую 

двухстороннюю окрестность $ (xX), 6) точки жЕ Ja, bl непрерывно 
в этой окрестности и Jf (x) У хЕ$ (%, 6) Л x 4%, а также 
ЭИт р (x) = Ё (конечный или бесконечный), то функция f имеет 
хх 

производную в точке х, причем f (xX) = L. 
Заметим, что из существования производной [в точке ху вовсе не 

следует, что существует lim f’ (x). Мы убедились в этом на примере 

функции № 

. | 
x? sin — ‚ если x0, 

f (x) = * хЕЮ. 
0, если x =0, 

Основная цель этого параграфа — установить характер возмож- 
ных точек разрыва производной f/f дифференцируемой функции f. 

Теорема 3. Если функция f : J — Р дифференцируема на интер- 
вале J, то ее производная [ не может иметь Had устранимых 
разрывов, разрывов типа полюса и разрывов первого рода. 
® Пусть функция { дифференцируема на интервале J, а ее производ- 
ная [разрывна в точке xX, Е J. Предположим, что х является точкой 
устранимого разрыва функции [. Тогда, согласно определению точки 
устранимого разрыва, существует lim f’ (x) = L, ЕР, причем Ё == 

х->хо 

5= | (хо). В силу теоремы 2 имеем | (x,) = L, что противоречит пред- 
положению, сделанному выше. 
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Предположим, что производная | имеет в точке Xp) разрыв типа по- 
люса: 3 lim | f’ (x) | = +oo. Тогда, согласно теореме 2, [[ (хо) | = 

X->Xo 

= -Н со, a это противоречит условию дифференцируемости функции } 
в точке Xp. 

Предположим, что производная [имеет в точке Xp существенный 
разрыв. Если предположить, что это разрыв первого рода, то это озна- 
чает, что существуют конечные предельные значения f (x) + 0) и 
Г (х — 0), причем[’ (%> + 0) 5=Р (x9 — 0). Согласно теореме 2, f’ (x) + 

+ 0) = fa (%), F (%— 0) =|- (%), поэтому fy (%) = |- (%), т. е. 
функция [ не дифференцируема, в точке х, вопреки предположению о ее 
дифференцируемости в каждой точке интервала Я. > 

Таким образом, если функция f дифференцируема на интервале J, 
то ее производная f’ может иметь на J лишь разрывы второго рода. 

$ 5. ОБОБЩЕНИЕ СЛЕДСТВИЯ 1 

ИЗ ТЕОРЕМЫ ЛАГРАНЖА 

Согласно следствию | из теоремы Лагранжа, из оценки для [ 

на интервале ]а, 6 [, т < [ (x) < М, следуют неравенства т < 

<= < xy. 

 бобщим этот результат, значительно ослабив условия, налагае- 
мые на функцию f. 

Теорема. Пусть |: [а, 6] — Р — непрерывная на сегменте [а, В] 
функция и производная |. (конечная, или бесконечная) существует 
в0 всех точках полуинтервала [а, bl, за исключением некоторой его счет- 

ной части Х. Если fx (x) >0 УхЕ[а, Ш \Х, mo [ (5) > 

= [ (а). 
{ Зафиксируем произвольное # > 0 и обозначим через {x,,} последо- 
вательность, полученную в результате некоторого упорядочения 
точек счетного множества Х. Пусть У = {y}, Ус la, b],— множество 
таких точек, что для всякого х, удовлетворяющего неравенствам а < 
< х < у, выполняется неравенство 

f (x) —f (a)>—el(x—ay—e У — 
KAS 

= (1) 

где сумма в правой части распространена Ha множество тех индексов 
п, для которых x, > x. Множество У не пусто, так как а Е У. Пока- 
жем, что множество У содержит числа, большие а. 

Еслн fy. (а) существует и fy (а) >0, то Jy>a:VxEla, и > 
=> f (x) —f (а) > 0. Следовательно, f (x) — f(a) > —e (x — a) — 

р при всех а х< у. Если If, (a) =0, To f (x) — f(a) = 

= a (x) (x—a), где a> 0 при x>a+0. Так kak a — бесконечно 
малая при x—>a-+ 0 функция, то для заданного e>0 Jy>a: Vxe 

252



Е[а, у] >|a(x)|<e, следовательно, для всех x из сегмента [а, и] 
выполнено неравенство, | (x) — f (а) > — :(х —а), а значит и не- 

равенство }(х) —f (а) > — : (x — a) —ев № —_ 
nl 

AS 2 

Если wea € X, то в силу непрерывности f в точке a справа Jy > 
>а: М хЕе[а, yl имеем 

f (x) —F(a)>— + >—e(x—ay—e У, 

Итак, множеству У принадлежат внутренние точки сегмента [а, 6]. 
Поскольку множество У ограничено сверху числом х = 6, то существует 
sup У = c < в. Покажем сначала, что с < У. В силу свойства точ- 
ной верхней грани имеем Ух < с `ЗиЕУ: х<у<с, т. е. 
для каждого x < с в множестве У найдется число больше, чем x. 
А тогда для каждого такого х неравенство (1) выполнено по опреде- 
лению множества У. Если при этом в правой части неравенства (1) вме- 
сто х взять с, то неравенство лишь увилитсяг 

f(x) — (а) > —ев( (—а)—е У or х< с. (2) 

ae 

Используя ‚непрерывность f и переходя в левой части неравенства (2) 
к пределу при х-— с, получим неравенство 

fic) — (а) > —-=(-а) -е У, п 

XS 2 

] 
(3) 

из которого следует, что СЕ У. Покажем, что с = Ь. Допустим проти- 

воположное, что с < bu пусть с $ X; тогда существует |. (с) > Ou 
по заданному = > 0 найдется такое у, что с < у<Зьи дляс < х<у 
выполняется неравенство 

f (x) — 1 (с) 2 — в (х— 0). (4) 
Сложив неравенства (3) и (4), получим неравенство 

f(x) —f(a)>—e(x—ay—e У - | 
я eT EH —a)—e У ся ' 

х„<с х„ <х 

(5) 
из которого следует, что существует уЕУ, у>с, а это противоре- 
чит тому, что с = зир У 

Пусть с = x, при некотором АЕ №. Так как функция f непрерыв- 
на в точке X,, то существует такое у, что с < у< ри дляс<х<—<у 
выполняется неравенство 

& f (x) — Fc) > — к. (6) 
Сложив неравенства (3) и (6), приходим к неравенству 

| 
[(х) — а) > -ве-ч-: У S-e(r—ay—e Х > 

XS xXAS* ,



из которого также следует, что существует у Е У, причем у > с, а это 
противоречит тому, что с = sup У. 

Таким образом, с = b, У = la, 6] следовательно, 

(6) — f (a) > —e (b —a) —~ У >—e(b—a)—e. (7) 
x, <6 

В силу произвольности выбора = > 0, из неравенства (7) следует, что 
f (5) > fF (a). > 

Следствие 1 . Пусть функция f непрерывна на сегменте la, Ь] и npo- 

изводная |. (конечная или бесконечная) существует в0 всех точках 
полуинтервала la, bl, за исключением некоторой его счетной части X. 
Тогда справедливы неравенства 

b—a 

ede m= inf {fi (x)}, М = sup (f4 (x)}. 
x€[a,b] х@[а,6] 

 Образуем функции ф : х +» Mx —f (x) иф: xref (x) — mx, если 
me€lR, МЕР. Эти функции удовлетворяют всем условиям теоре- 
мы, в силу чего 

ф (5) >$(а), pb) Dy(a). (9) 

Из неравенств (9) следуют неравенства (8). Если М = -Н оо, то пра- 
вая часть неравенства (8) очевидна, а если т = — со, то очевидна его 
левая часть. №» 

Следствие 2. Если функция f непрерывна на la, В] и существует 

Е: = 0 во всех точках полуинтервала la, bl, за исключением некоторой 
его счетной части X, то f (x) = f (а) = | (6) при всех а < х= ob. 

Пусть задано произвольное = >> 0. Тогда функция @ (x) = > х — 

—f (x) а <х=—< у, у< В, непрерывна на [а, у] и имеет производную 
’ & » 

ф+ (x) = > >0O в каждой точке x€[a, y[, за исключением некото- 

рой его счетной части X,C Х. Поскольку Фф+ (x) > 0 в точках суще- 

ствования, то, согласно теореме, ф (у) 2 ф (а), т. е. OS и < 

<> <=. В силу произвольности в >> 0 получаем, что f(y) = [(а) 

МуЕ]а, 6]. № 
Следствие 3. Если функции Ки g непрерывны на la, 6] и существуют 

конечные производные |+, B+ в0 всех точках полуинтервала [а, OI, 
за исключением некоторой его счетной части X, и в точках существо- 
вания |+ = в., то функции [и в отличаются на сегменте [а, 6! на 
постоянное число. 
{ Применив следствие 2 к разности } — g, получим, что 

f(x) — & (х) = с, aS XK), с=[(а) — в (а). № 
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Следствие 4. Если при выполнении всех условий теоремы хотя бы 

в одной точке x Е la, bl выполняется неравенство f,. (x) > 0, то f (6) > 
> f (а). 
4@ Если х = а, то утверждение очевидно. Пусть fy (x) >0, хе 
Е Ja, bf. Рассмотрим сегмент la, x]. Сужение функции } на этот сегмент 
также удовлетворяет всем условиям теоремы, поэтому f (x) > f (а). 

Кроме того, из условия [+ (x) > 0 следует, что существует x Cy <b 
такое, что | (у) — f (x) > 0, т. е. f (у) > fF (x). Применив теорему для 
сужения функции f на сегмент [y, 5], _ получим неравенство f (5) > 
= f(y). В итоге получаем, что f(b) >f (y) > f(x) SF (a), f(b) > 
> | (a). ь 

Следствие 5. /Густь функция f непрерывна на сегменте J = la, bl, 
имеет правую производную f4.60 всех точках полуинтервала [а, Ы, за 
исключением некоторой его счетной части X. Для того чтобы функ- 

ция | не убывала на 9, необходимо и достаточно, чтобы неравенство 

f+ (x) 2 0 выполнялось в каждой точке полуинтервала la, bl, не при- 

надлежащей множеству Х; для того чтобы f возрастала на J, не- 
обходимо и достаточно, чтобы выполнялось предыдущее условие и что- 

бы множество тех точек х, в которых im (x) > 0, было всюду плотным 

на 9. _ 
Необходимость. Пусть { не убывает на сегменте Jux ¢ X — про- 

извольная точка из интервала la, Ц. Из существования f, (x) следует, 
что 

Е, (x) = lim f(y) — 1 (х) >0, ‘так как f(y) — f(x) >0. 

yor у—х у—х 
Y>X 

Если предположить, чго [ возрастает Ha сегменте J и множество тех 

точек xX, в которых {+ (x) > 0 не является всюду плотным на J, то 
найдется пара точек x, € la, bj, x, Ela, bl, xy< x2, такая, что во всех 

точках х интервала |x,, x,[, не принадлежащих множеству X, fa. (x) = 
= 0. А это означает, что f (х.) = f (x,) и противоречит предположению 
о возрастании функции f. 

Достаточность. Пусть [+ (х) >0 Wx GX и множество тех 

точек х, в которых Е. (*) > 0, >, плотно на 9. Тогда между 

любой парой точек X,, х, из сегмента 9, Хх: < х., найдется такая 

точка x, что f,(x)>>0. Применив следствие 4 к сегменту [Xx,, х.|, 
получим неравенство Е (X_) > f (x,). Если же во всех точках х суще- 

ствования {; на любом сегменте [x,, хе 9 выполняется неравен- 

ство [+ (х)>0, то f(x.) > f(x,), т. е. функция f не убывает на 
[а, 6]. > 

В качестве примера, иллюстрирующего следствие 5, исследуем на 
монотонность функцию ff: хных - | зтх|, х@ ЮР. Функция } диффе- 
ренцируема всюду в за исключением счетного множества точек 

= {х, = Ал; RE Z}:f' (x) =1- sgn(sinx)cosx, х@Х. Tak как 
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в точках существования }’ выполнено условие |” (x) > 0, причем MHO- 
жество тех точек х, в которых |’ (х) >0 всюду плотно на Г, TO 
функция } возрастает на Г. 

Отметим, что в условиях теоремы вместо полуинтервала [а, bf мож- 
но взять полуинтервал Ja, bl, а вместо правой производной fy. — ле. 

вую производную f_. 

§ 6. РАСКРЫТИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ 

(ПРАВИЛА ЛОПИТАЛЯ) 

Теоремы, когорые здесь докажем, часто используются при вычисле: 
нии пределов функций. 

Теорема 1 (первое правило Лопиталя). ГЛусть функ- 
ции f:I>R, g:JI>R, Я = (х6ЕР:а<х< bi, непрерывны 
на 9 и удовлетворяют следующим условиям: 

1) 3 lim А) = dim g(x) =0; 2) УхЕЯ Ff’ (x) A Ag’ (x); 
-а--0 х—а-|- 

3) g' 0 vec: Чаи “<1 ИЕР. 
х>а--0 [4 (x) 

Fe Тогда 3 А Е) =. 

Рассмотрим сначала случай L 6 р. Продолжим f и & в точку а, 
обозначив эти продолжения соответственно F и (0: 

F(x) -| f(x), если хЕЯ, хе а, bl; 

0, если х =a, 

G(x) = | g(x), если x€J, хе, bf. 

0, если х =a, 

Функции Ри С непрерывны на полуинтервале [а, В, причем УхЕЯ 

90’ (х) ==0. Из условий lim ay =[, ГЕ, следует, что 
х-—а--0 

У= > 0 36->>0 такое, что 

Г (Хх _ Ce УхЕ, а+ 8. 

Применяя следствие 2 из теоремы Коши о среднем (формула (4), 
$ 3), для произвольного сегмента [a, x] < Ja, a + 6[ получим 

F(x)—F(a) _ | (<) ИЖС 
| G(x) —б@) L| = | g(x) —L}= ran —L]<e, 

так как ЕС ja, x[ < Ja, a+ 6[. Полученное неравенство справедливо 
УхЕ]а, a+ 6[; следовательно, | 

93 lim HW) yp. 
x~a+0 8 (x) 

Если LER, L=+0o, то We>0 35. >0: Vx€la, a+6 f= 
=> т т >—. Тогда, взяв произвольный сегмент [а, x] < |а, a+ 
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+ 6,[ и применив ту же формулу (4) из § 3, получим 

Fig) —F (а I) _ FG) >, 
G (x) — G (a) g (x) 2’ (8) 

Г > УхЕ]а, а-+ 46,[, так как ЁС]а, хм <] а, a+ 5:[. Тогда 
g (x) e 

т. е. 3 im i = + oo. Если L=—oo, то вместо неравенства 
х>а-- 

P(x) JI Г (2) — —. 2" (x) > — возьмем неравенство a(x) < > 

Доказанная теорема носит название правила Лопиталя раскрытия 

. 0 
неопределенностей вида >: 

Следует OTMETHTb, что из существования предела отношения = при 

х — а -- 0 не следует в общем случае существование предела OTHO- 
f’ 

шения ~ прих —> а + 0. 

Пусть, например, [(х) = х? яп —- ‚ в (х) =х, 9<х< 1. Тогда 

7 (х) Г (x) 
g (x) g’ (x) 
предела при х— -+ 0. 

Отметим также, что при необходимости правило Лопиталя приме- 
няют многократно. 

Теорема 2. Пусть кроме условия 1) предыдущей теоремы еще вы- 
полняются следующие условия: 

I’) УхЕЯ af) A 357 (x), |= Г п; 
2’) функции f, g, j=1, n—1, непрерывны на интервале 9, 

причем lim f! (x) = lim Е’ (x) = 0; 
х—а--0 х—>а- 

Г (Л p&™ (x) — 5 3') 8” (х)==0 УхЕЯ, jal, п; 4’) 3 Шш —. L, LER. 
x+a+0 б ) (x) 

. | | 
—0 при х— --0, однако = 2x sin —— — cos — не имеет 

Тогда 3 lim LY =. 
х>а--с g (x) 

Применяя доказанную теорему (первое правило Лопиталя) к функ- 

циям f°") yg") получаем 
(n—1) x 

lim -/ a 
xa+0 & (x) 

На основании той же теоремы имеем 

POTD (x) 
2) (xy 

lim 
x7at0 в 

lim =L, 
xrap0 В" (x) 
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Tk) _ 
Jim eG) g (x) 7 L. > 

Рассмотрим случай, когда функции [и g определены Ha бесконеч- 
ном полуинтервале, и докажем теорему о вычислении предела отно- 

шения -^ при х — co. 

Теорема 3. Пусть: 1) |: [х, + co[>R, g:[%, + © |-> Ю, Хх > 0, 

f, BEC Ix, + cof; 2) lim F(x) = lim g(x) =0; 3) Ух x, + oof 
хо 

af (x) Ag’ (x); 4) g(x) AO УХЕ» + 09; 5)3 lim =, 
LER. | 

Гогда 3 lim (x) L 
х-- со g (x) 

4 Рассмотрим функции F:tref(), G:tree(—), O<tct 

| _ 1 f(x) _ F(t) 
B3ATO {= |: Тогда “g (x) = Gi , t—> + 0 при х-— +- со 

и lim F(t) = jim G (t) = 0. 
t+ +0 

‘(r) | 
По условию, существует lim т —=1[. Если существует 

1---0 g’ —_ 

lim — ‚ то существует и lim rt) —lim {O (согласно тео- 
1-40 @’(0 1-40 Gd) 1-40 C(O) 

’ | —2 ’ | — \; — 
rw _ "(т tt 
G'(t) — l\ 5 | (0 д’ +")! 2 al 

р (=) 
' | 

условия lim Fw) = lim 
x++too §& (x) (+ -L0 с’ (--) 

t 

при (340, то из реме 1). Так как 

—=[ вытекает, что существует 

F’ (6) | . 
и предел отношения G7 при [— +0, равный L, в силу чего имеем 

Е _ Tk) 
t++0 G (И fim g(x) =L > 

Рассмотрим второе правило Лопиталя раскрытне неопределеннос- 

тей вида =) 

Теорема 4 (второе правило Лопиталя). Пусть f: 
9 — Ю, 2:9 -—Ю, 9 = (х6ЕР:а<х< 6} непрерывные на 
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функции, удовлетворяющие следующим условиям: 

1) lim f (x) = 00, lim |g (*) = 00; 2) УхЕЯ Af’ (x) Л 3g’ (x); 
х>а ху-а 

3) в’ (<) 520 УхЕЯ; 4 aim LY =, rep. 
x+a+t0 g (x) 

Тогда 3 lim Le) =| 
x+a-+0 g (x) 

Ё (x) 
8” (x) 

х—а--0 следует, что Уё>0 35>0 такое, что VreEla, a+ & 
выполняется неравенство 

f(x) _ _=_ 
rac L|< 2‘ (1) 

Рассмотрим сначала случай LER. Из условия —[ при 

Фиксируем произвольное х, Е la, а -- 6l и определяем функцию a: 
Ja, x,) > [R из условия 

f(x) Fe) — FY) 
g (x) g (x) — в (x) 

_ _& (*3) 

g (x) 

Е Г (x) 

| (х) 
lim a(x, x,) = 1; поэтому для заданного # > 0 36, >0 (5, <х, — а) 

х-а--0 

такое, что 

у a (Xx, Х1), XE Ja, X,). (2) 

Находим a(x, x,) = . Из условий теоремы следует, что 

УХЕ а, a + 8,1 => [@ (х, x4) — 1 <. (3) 
2+5} 

Из определения функции © следует, согласно теореме Коши о среднем, 
равенство 

Г = бах), а< Ех, (4) 

А так как —€[a, a+ 6[, To для частного г справедлива оценка 

lye |SILI+ 4. (5) 

следующая из оценки (1). 
Вычитая L из левой и правой частей равенслва (4) и ‘переходя к 

оценкам, получим 

Le 1] =| ГО их хп [|< 
g (x) g’ (® g’ (&) 

Г , & 

<|FE leu, жд + < (+ a—U4+y-. © 
Для Vx € а, a -i- би справедливо неравенство (3), поэтому на этом 
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интервале выполняется неравенство 

< (++) а + =e, 
2 

из которого следует соотношение lim - Mo) _ |. 
x+a+0 g (x) 

Если L = +00, то для доказательства теоремы вместо HepaBeH- 
Г (x) 1 a (x) >—. Тогда, оценивая (4), 

| 
= (приняв BO внимание, что в до- 

ства (1) следует взять неравенство 

f (x) 
g (x) 

CTaTOYUHO малой правосторонней окрестности точки а выполнено He- 

получим неравенство 

| 
равенство @ (x, ¥,) > +): Если же [= — oo, то, взяв вместо He- 

Г (x) | Th) — авенства (1) H енство — —, придем к оценке — раве (1) неравенств vay < =» Прид Ц g(x) 

‘) 

<—=.> 
Рассмотрим два примера применения правил Лопиталя. 

Пример 1. Вычислить lim f(x) = lim (УР xt+1—Ve+xe+1x 
Xo +00 х-+ 

> In (e* + x) }. 
Xx 

0 
Приведя данную неопределенность вида со — со к неопределенности вида 0 

и применив правило Лопиталя, получим 

3 j 

lim } (x)= lim (it t+$45-Vi4 += 
Хх --со х- + оо 

i in (lt + xe7*) о З/ i | 
х- +00 

i 1 
2 -~Vi4+++4)- нп CE tA Rt _ 

x x f+ +0 ! 

_2 1 
—= lim (Shee 3 (+ 2t+ 3) —- (I-E+) 2 (+29) = 

{+ +0 

_ | 
===. 

Пример 2. Найти lim $0) ‚ где p(x) = x!" *, p(x) = (In x)*. 
x++oo wp (x) 

Имеем 

тя In® x In inx 

ote) _ sete ыы 
X=» --00 р (x) 
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п? 
со 

Отношение при x > -- CO есть неопределенность вида — ; дважды применив 
со 

правило Лопиталя, находим 

In? x 2Inx 2 
lim - = lim = lim —=0, 

X—>-L00 x х- +00 x хо X 

In? x 
Tak kak InInx - +oco при х - - со, To lim ——- — InInx]=—oo, следо- 

х- оо x 

вательно, 

ф (x) 
lim — = 

х-- со ap (x) 

Отметим, что на практике часто встречаются неопределенности 

0 со 
не только вида -р- или —, но и вида 0. 290, 00 — сю, 0°, 1%, соб. Рас- 

смотрим каждую из них в отдельности. При этом считаем, что функции 
Ги g определены в некоторой окрестности точки хо, кроме самой точ- 
KH Xo. Пусть: 

1) f(x) +0, g(x)—>oo при x—>x,; представляя произведение 

функций Ги g в виде fg ‚ приводим неопределенность 0. oo 
т 

Е 
0 

к неопределенности вида ->-. 

2) [ (x) — оо, в (х) — со при х- ху; представляя разность функций 

Г 
g | 0 

Гисбввиде { — в = т ‚ получаем неопределенность вида -_-. 

Г. 
3) Рассмотрим неопределенности вида 0°, |” и оо°. Считая f(x) > 0 

в упомянутой окрестности точки Xp), рассмотрим функцию u = f*; 
представляя ее в виде u(x) = e&) "9 и принимая во внимание со- 

lim g(x) In f(x) 

отношение lim u(x) = e*>* , видим, что эти неопределенности 
X+Xo 

приведены к неопределенности вида 0. со, рассмотренной в 1). 

$ 7. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА 

Формула Тейлора имеет многочисленные применения как в вопро- 
сах теории, так и практики. Она занимает одно из центральных мест 
в математическом анализе. 

7.1. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано и 
Шлемильха — Роша. 

Теорема 1. Пусть функция |: S (Xo, 6) — Ю, где $ (хо, 6) — неко- 
торая окрестность точки Xo, п — | раз непрерывно дифференцируема 
в этой окрестности и имеет конечную производную п-го порядка в точ- 
ке Xp. 
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Тогда справедливо представление функции f при x — Xo в виде 

К = х О еж ох — 44)"), (1) 

где принято 0! =1, f (ж) =F (%). 
q Для доказательства формулы (1) достаточно показать, что 

P(X) 
im pay = 

. . f(x) 
где p(x) =f (x) — > = (X — Xo)" » P(x) = (x — хо)", xES (хо, 0). 

Выражение, стоящее под знаком предела, при х —> ху имеет неопре- 

деленность вида 9” такую же неопределенность имеют и отношения 

всех производных до (п — 1)-го порядка включительно числителя и 
знаменателя этого выражения. Таким образом, если отношение про- 
изводных (п — 1)-го порядка числителя и знаменателя имеет предел, 
то законно (п — 1)-кратное применение правила Лопиталя, и полу- 
ченный предел будет равен пределу исходного выражения. Рассмот- 
рим отношение 

ge) ( po?) = a) (у ) 
(aH ~ Al х—х 0} } « ф (х) 0 

(n—1) _ ПП 

Из условия существования f” (x,) следует, что | и (о) > 

(п) pit!) (x) —| (%х) при x— xX); следовательно, lim =0, а вместе 
xox, wp?) (x) 

с ним и lim -®® — 9, > 
X> Xo p (x) 

Слагаемое R,,4, (x) = 0 ((x — х)") формулы (1) называют ее ocma- 
точным членом, а сама формула (1) носит название формулы Тейлора 
с остаточным членом в форме Пеано, причем ее правая часть называ- 
ется разложением функции | по степеням х — Xo при х — №. Формула 
Тейлора с остаточным членом в форме Пеано носит локальный харак- 
тер и поэтому ее правую часть называют асимптотическим представ- 
лением функции f в окрестности точки ху. Эту формулу можно исполь- 
30BaTb для приближенных вычислений значений функции | в точках, 
близлежащих к точке ху, поскольку известен порядок погрешности 
Riazi (x). 

Отметим также, что формула (1) весьма эффективна при отыскании 
пределов функций. 

Если ху = 0, то формулу (1) называют формулой Маклорена, явля- 
ющейся асимптотическим представлением функции | в окрестности 
нуля. При этом имеем 

f(x) = ya г FOO x + 0(x"), (2) 
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Весьма желательно было бы использовать многочлены при вычис- 
лении значений функций сложной природы не только в близлежащих 
к Хо точках х, но и при всех значениях х из некоторого промежутка, 
содержащего точку Xp, поскольку значения многочленов по целым сте- 
пеням X — Xy вычисляются просто. Но если точка x не принадлежит 
достаточно малой окрестности точки Xo, или точки 0, то формулами (1) 
и (2) пользоваться нельзя, так как ничего определенного нельзя ска- 
зать о погрешности, допускаемой при замене значений функции в фик- 
сированной точке значениями многочлена 

f (x9) 
k! 

k=0 , 
P,, (x) = (x — Xo)", 

называемого многочленом Тейлора функции f. 
Если на функцию / наложить более жесткие, чем в теореме |, ог- 

раничения, то полученная после этого нелокальная теорема Тейлора 
становится мощным инструментом, используемым в вычислительной 
практике. 

Теорема 2. Пусть функция | : а, bl — R непрерывно дифференци- 
руема п раз на интервале ja, bl и имеет в каждой точке этого интерва- 
ла, за исключением, может быть, лишь точки Xp Ela, bl, производ- 
ную (п + 1)-го порядка. Тогда между точкой ху и любой точкой хЕ 
€ Ja, bl найдется такая точка Е, что 

п Ко 
Hix) = У и (x — хо)" + Кач (x), (3) 

k==() 

где 

Res ®) = ap (FSP)! B®, PER, р>0. @ 

Формулу (3) называют формулой Тейлора для функции | с ocma- 
точным членом Кии (x) в форме Шлемильха — Роша. 
® Для определенности считаем, что х >> ху. Введем в рассмотрение 
функцию 

п 

= — SAP (x—H"— 
k=0 

где ре Ю, p > 0, A — числовой параметр. 
Функция A непрерывна на сегменте [х,, x], причем h (x) = 0, а 

производная A’ (К) существует при каждом ЁЕ Ix, x. 
Выберем значение параметра A таким, чтобы выполнялось равен- 

CTBO 

(x — 07 
nip A, < 

п (А 

lx) =f) — У к 0. (5) k! п!р 
k=) 

При таком выборе A функция A удовлетворяет на сегменте [хо, x] всем 
условиям теоремы Ролля, в силу чего существует такая точка ЕЕ |хь, 
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xl, что 

(n+l) n — #7! = Рив" Ао = 6) 
Из равенства (6) находим A = ft" (=) (х — ©"?! и, подставив ero 
в (5), получим 

т № Uy 
f(x) = SEPP (x — + Ras (9), 

(n-+1) _ p п 

Выбирая вполне определенные значения р >> 0, получим частные 
случаи остаточного члена Ю„-+; (x). Рассмотрим наиболее важные из 
них, когда p=n+1up=l. 

Полагая в формуле (4) р =п -{- 1, получим остаточный член фор- 
мулы Тейлора в форме Лагранжа: 

(n-+-1) (Е) 

Ra+i (x) — | + ‘i 

Взяв в формуле (4) р = 1 и представив точку & в ней в виде § = х + 

+ 0 (x — x), где0 < 0 < 1, получим остаточный член формулы Тей- 
лора в форме Коши: 

(x—x,)""', E=x,+O0(x—x), 0<0<1. (7) 

Reo (X) = prt) (x, +o — Xp)) (x — x,t (1 — 6)", (8) 

Если в формуле (3) положить х, = 0, то получим формулу Маклорена: 
п (Rk) 0 

к) = POO Вы (9. 9) 
k=0 

Остаточные члены в форме Лагранжа и Коши в формуле Маклоре- 
на (9) соответственно имеют вид 

+1 
Rn+i (x) = ary xl, 0<0<1, (10) 

(n-+1) 

Raw (x) = ^^ (| aye, 00 <1. (11) 

Если обозначить х — х =, то формулы (1) и (2) можно записать со- 
ответственно в виде линейной комбинации дифференциалов и остаточ- 
ного члена: 

Af (хо) = df (хо) (В) + 5-4 (Хо) (A) + e+ + = d"f (Xo) (A) + о (h"), 

(12) 

AF (0) = df (0) (x) + raf (O)(x) + -- + НО) +0. 3) 
7.2. Пять основных разложений по формуле Маклорена с остаточ- 

ным членом в форме Лагранжа. Применим формулу Маклорена (9) 
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с остаточным членом в форме Лагранжа (10) в пяти случаях и полу- 
ченные при этом разложения будем называть основными. 

1) Пусть f(x) = е*, x€lR. Дифференцируя & раз, получаем V REN: 
f° (x) =e", a (0) = 1. Согласно формулам (9) и (10), имеем 

n xh 

= Sa + Rot (4), (1) 
k=0 

где Rass (x) = xt 0<0<1, е 

(n + 1)! 

2) Пусть f(x) =In(1 + x), x>>—1. Дифференцируя А раз, нахо- 

дим УВЕ РС, 10 =0, MO) = 
= (— 1)*"(e—1)!. Согласно формулам (9) и (10), справедливо пред- 
ставление 

п k 

In (1 + x) = J (— Wt Ри (0), (2) 
k=] 

vit 

(n+ I(L+6x"t! ’ 

3) Пусть f(x) ==sinx, x€(R. Так kak f (x) = sin (x +k 7) 

0<9<1. где Аида (х) =(— 1)" 

VREN, причем f (0) =0, f°" (0) =0, К” (0) = sin + (2т — 1) = 
— (—1)""' WmeEN, то, согласно формулам (9) и (10), справедливо 
представление 

. ‹ k—| kel 
sinx = > (— 1) И + Кии (Х), (3) 

ге Ronis (x) = (— 1)" BOE хи, 0<0<1. (2n + 1)! 

4) Пусть f(x) = cosx, хЕЮ. Тогда f (x) = cos (х + =) VREN, 

причем f(0) = 1, f°" (0) =(—1)”, f°"? (0) =0 Wme€N. Согласно 
формулам (9) и (10), имеем 

п 2k 

COS XxX = > (— 1) -+- Ron 4-2 (x), (4) 

k=0 

где Rony (x) = (—1)"™ oi "т, 0<0<1. 

5) Пусть f(x) = (1-х), х>—1, “ЕР. Поскольку VREN 
имеем f (x) =a(a—1)...(@—k+ 1) (1 + >)”, fF? (0) = a (a — 1)... 
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(@—k+ 1) и f(0) =1, то применив формулы (9) и (10), получим 

(1+ x)° — | 4 У @ (& — 1) aE |) ж + Rai (2), (5) 

k=! 

a(a—l)...(a—n) 1 0 a—(n+1) n+l 
xX . Х . 

Пусть 9 — конечный или бесконечный промежуток, содержащий 
точку Xp, который, в частности, может совпадать с пространством КЮ; 

f: 9—Р — функция класса С”. Тогда при каждом п 6 № остаточный 
член АЮ„+: (x) формулы Тейлора для функции] имеет вид Ry) (xX) = 

п (К) 
x k 

= f(x) —P, (x), где P, (x)= > / | о) (x —х,) —ее многочлен 

k=0 

Тейлора. Если при каждом x из некоторого множества Хо Я, co- 
держащего точку X, выполняется соотношение lim R,4) (х) = 0, то 

loo 

У=>0 Эл, Е№: Van, справедлива оценка | R,+41(x)|<e. Тогда 
в каждой точке хЕХ значение функции | можно вычислять с любой 
наперед заданной точностью, полагая f (x) = P, (x). 

где Rn+1 (x) = 

Из сотношения f(x) —Р, (х) —0 при п- сю следует, что на 
множестве Х функцию { можно представить в виде функционального 

(Е | 
ряда, членами которого являются функции хны Гы (x — X,)", 

(4 

REN: 

FAD 

f (x) = > / to) (x ~~ Xo)", 

k=0 

сходящегося У x € X (поточечно сходящегося) и называемого рядом 
Тейлора функции | 

Оценим остаточные члены пяти основных разложений. 
Остаточный член формулы (1) легко оценить У хЕ КЮ: 

- Ped n+l el*l n-l 

Ra lS Gog tO <page Г 
Применив признак д’Аламбера к ряду с общим членом a, (xX) = 

[x] a (x) е n-+l . n+l 
x получим, что Ух 3 lim @ иг |*| °› полу К ЗИ о) 

следует, что ряд с членами а„(х) сходится, в силу чего a, (x) —.0 
при п —+ со. Следовательно, АЮ„-- (х) —=0 при п — со. Таким образом, 
справедливо представление 

c= Va хе Г. 

k=() 

То же самое можно сказать об остаточных членах формул (3) и 
(4). Для них оценки остаточных членов такие: 

|x pret | x pte 

| Ron (x) | => (2n + 1)! ’ | Ron+o (x) | => (2n + 9)! УхЕКЮ, 

— 0, откуда 
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а разложения функций х +» sin x и хны> cos х в ряд Тейлора имеют 
ВИД 

о yer! , 

sin x = > (— 1) (2Е — 1)! ’ COS X = У (— 1)’ т ’ ХЕ К. 

k=0 

Используя периодичность синуса и косинуса, вычисление HX значе- 
НИЙ УХЕК можно свести к вычислению в некоторой точке 

x€|0, |. Таким образом, Ron+; (x) и Ron+e (x) с возрастанием п бы- 

стро стремятся к нулю. 
Если 0 < x < 1, то оценку остаточного члена формулы (2) получим 

сразу: . 

Rngi (x) < т ‚ Ки-ы (x) —0 при noo УхЕ[О, 1]. 

При —1 < x < 0 воспользуемся формулой остаточного члена в форме 
Коши: 

R = (—1)"( ey vn, 0<0<1 n+\ (x) = (— ) 1 + 0х 1 + 0х ’ < < . 

1—0 1—0 
Tak как в; < в = 1, 1 0х >1—1|х| УхЕ] —1, Of, то 

п-1 

Ал (x) < и —0 при п— с УхЕ] — 1, 0|. Таким образом, 
— | x | 

справедливо разложение 

со 

n(1 +x) = = Qt! ye! =, xe} —1, 1 I]. 

Оценим Ha интервале 1 || остаточный член в формуле (5), взяв 
его в форме Коши: 

Ra (x) = ( пе... @— м) x) ( 1—9 | ax (1 + Ox)", nl 1 + Ox 

QO<0<l. 

Так как х> —1, тт 0< j= <1, в силу чего УпЕ№ выпол- 

1—0 
Г 0х. 

следует, что Ух] —1, П выполняются неравенства 

Jax |(1 —|x[)°! <Jax| (1 + Ox)" < [ах | (1+ fx), 
если a—1>0, 

Jax | (1 + |x) *" | ах | (1 0х)°—" < [ах | (1 — | x), 
если a — | <0, 

няются неравенства 0 < - | <1. Из неравенства 0<0<1 

а — 1)... “— п) 
не зависящие от л. Ряд с общим членом а, (x) = 1 - Ix 

x |x|" сходится по призпаку д’Аламбера, поэтому для его членов 
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выполнено необходимое условие сходимости a, (x) — 0 при п -— oo. 
Таким образом, Юн! (x) > 0 при n— oo для всех хЕ]|—1, Il, по- 
этому справедливо разложение 

со 

a(a—l) ... (@a—k-+ 1 (1+ x)%= 1p HSER aE хе] Ib 
k=} 

Отметим, что известная формула бинома Ньютона — частный слу- 
чай формулы (5) при & = п (в этом случае Ю„-! (x) = 0). 

Приведем формулы асимптотического представления в окрестности 
точки x = 0 функций, рассмотренных в 1) — 5): 

n n x! 

: — | x" 
1) “У + 0(х"); 2) Ind += уси = Ноя"); 

ye! yk | 

3) sinx= Yi) И + 0 (x*"); 

4) cos = У pr + 0 (x24); 

"1 ee мои, «С 
k=| 

В качестве примера найдем асимптотическое представление при 
х — 0 функции /: хнь tg x, включив в это представление степени x 
до х’ включительно. При этом воспользуемся возможностью выражать 
значения производных этой функции через ее значепия. 

Последовательно дифференцируя, получаем: 

f’ (x) = 1+ (5), 
Р' (x) = 2f (x) (1 + Р (5), 
г (x) = 2(1 + 4Р (x) + ЗВ (x), 
К? (x) = 8 (21 (x) + 5В (x) + ЗВ (x)), 

fi (x) = 8 (2 + ИР (х) + 30f4 (x) + 15 f° (x)), 
fi (x) = 8 (341 (x) + 154 (x) + 210Р (x) + 90Р (x)), 
fo? (x) = 8 (1 + f(x) (34 +3. 154Р (x) +5 + Q10f4 (x) +7 + 90/* (x). 

Подставив в полученные формулы значение х == 0, находим 

f (0) =f’ (0) =? (0) = ® (0) =0, РО=Ь, fF”) =2, 
f (0) = 16, № (0=8. 34. 

Следовательно, согласно формуле (2), п. 7.1, искомое представле- 
ние имеет вид 

tgx =x+— + = Ех + 0(x'), x—> 0. 
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Пять основных разложений по формуле Маклорена рассмотрены 
для функций класса С” на соответствующих множествах. Остаточный 
член каждой из полученных формул содержит (п + 1)-ю производ- 
ную функции ] в некоторой точке и при оценке остаточного члена BO3- 
никает необходимость оценки этой производной на определенном про- 
межутке. Рассмотрим случай, когда вопрос об оценке остаточного 
члена формулы Тейлора решается просто. 

Предположим, что функция {и все ее производные равномерно 
ограничены на интервале |, BI, содержащем точку Xo, т. е. существует 
такая постоянная М >> 0, что выполнены неравенства 

sup |f (|< М, {k} = {0} UN. (7) 
acx<p 

Тогда для остаточного члена Ю„+! (x) формулы Тейлора, взятого в 
форме Лагранжа, справедлива оценка 

(n+1) п __ n+l 

| Вазы (x) | = Pe |x —x|"" <M Е 
хе] а, Bl, Е], Bf, (8) 

из которой следует, что Rai, (x) —0 при п- oo. 
Действительно, Vx€la, Bl, х==х,, ряд с общим членом a, (x) = 

[x — Xx, ЕН 

— М 
(n+ 1)! 

членов ряда выполнено необходимое условие сходимости a, —>O0 при 
п >> ©. 

В трех из рассмотренных пяти случаев были получены оценки 
вида (8) для остаточных членов формул Маклорена. 

Из оценок, полученных для всех пяти случаев, следует, что на 
каждом из множеств Х < №, где Rasy, (x) ~ 0 с возрастанием п, 
при любом фиксированном хЕ Х значение функции / в этой точке 
можно приближенно вычислить с наперед заданной точностью, по- 
лагая 

сходится по признаку д’Аламбера, в силу чего для 

(0 
КУ РЖ Р, (2). (9) 

k=0 

Рассмотрим примеры Ha применение формулы Тейлора. 

. . 3 -—— 
oo. sin (sinx) —x f | — x? 

Пример 1. Найти lim 5 
Хх 

При представлении числителя формулой Маклорена в окрестности точки х = 0, 

будем учитывать степени переменной х до пятой включительно, а все степени М> 
> 6) отнесем, как обычно, к о (х5). Имеем: 

sin? x sin? x x3 x? 
sin (sin x) = sin x ~ ———— + 59 — +r 0 (sim? x) = 4 — Sh a 

| x3 a) x? 5) x3 x6 +0 (x5): 
5 (#5 +269) + 190 Th 0 (2°) = ¥ — = ; 

| 
—< и ‘2 4 

УТ Вх (1 — 20) =*(1- = —= +009) = 
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x3 x 
= — —— —— —. 5\. x 5 д о (х°); 

р К 19 
sin(sinx) — хи 1— = 50 x5 Ро (x5), 

19 
ки x 

sin (sin x) —x yy 1 — x? 90 19 
lim = lim — —_. , 
x+0 хз х-0 x5 90 

x3 
Пример 2. Оценить абсолютную погрешность формулы tg x = x - при | х| < 

< 0, 1. 
Согласно формуле остаточного члена в форме Лагранжа, имеем 

3 x | (5) 
tgx—x— = (x) = = Ke (2) №, E=O, 0<09<1. 

Принимая BO гнимание, что (tg x)) = 8 (2+ 17 tg? x + 30 tg4 x + 15156 x), |х| < 
< 0,1, получаем оценку 

5 1o-° 
| К. (l= te () | x18 — = 2+ И tg? 0,1 + 30 tg* 0,1 + 15 tg*0,1) < 

10-5 17 30 15 1o-° > nb 
<—5—(2+ “99, Г ~99F° +r) < в 2 LO 

Пример 3. С помощью формулы Тейлора приближенно вычислить arctg 0,8. 
Взяв в формуле Тейлора ху= 1, получим 

arctg 0,8 = arctg (x) — 0,2) = arctg хо — (arctg x)’ 5х - 0,2 + 

| | 
+ > (arctg x)" \x—=x, - 0,04 — 5 (arctg x)” - 0,008 = 

|r=x, 

~ — — 0,1 —0,01 —0,00066 = 0,67474. 

0 to x) = 9 | — 10x* + 5x! 
xox, == 9» (Аг x)" = 24. de <12 при 

0,8 < x < 1, то, согласно формуле остаточного члена в форме Лагранжа, получим 
оценку погрешности 

Так как (arctg x) | 

12 о 5 
Ry 91 < — (0,2) < 3,2 . 10~. 

7.3. Обобщенная теорема о среднем. Докажем теорему, обобщающую 
теоремы Лагранжа, Коши и Тейлора, и назовем ее обобщенной теоре- 
мой о среднем. 

Теорема. Пусть: 1) f, ЕСА, Bi, «Е]А, Bl; 2) УхЕПА, В 

afl (xy A get? UX) 3) gi) (x) 60 УхЕА, BI. 
Тогда WV x € JA, В между точками а и x найдется по меньшей 

мере одна такая точка &, что 
п (А а 

(iw > ce "4 ве (© = 
k=0 

| ь (№ (а (п -( (x) — У, oo «alt ©. (1) 
k== 
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q O6pa3syem функцию 

mn sk) 
ф: к (о -> Lo ии! 

k==0 

— (ets -¥ ey eo") A<t<B, 

где ^ — числовой параметр, выбранный так, чтобы ф (a) = 0. Тогда, 
принимая во внимание равенство ф (x) == 0, к функции ф на сегменте 
[a, x] (если x > а) или на сегменте [х, al (если x < а) можно применить 
теорему Ролля. Считая А выбранным, получим равенство ¢p’ (&) = 0. 
где & — точка, находящаяся между а и х. Так как 

(n+1) р (n+1) h 

ре =, 2—_® (x _yt_L (950, 
per) & TO A= , 
git (&) 

откуда, принимая во внимание, что ф (а) =0, 

получим равенство 

| о-в a girth) = 

= ( У we oy) pe (9. > 

Если п =0, x =b, БЕ ЙА, В, g (x) =х— а, f — произвольная 
функция то, согласно формуле (1), получим формулу Лагранжа 

f (6) — Г (а) =f (©) (6 —a). 
Если [, 6 — произвольные функции, удовлетворяющие условиям 

теоремы при n = 0, то, полагая в формуле (1) x = 5, получим форму- 
лу Коши 

(f (6) —1(а)) g’ (&) = (g (6) — g (a) F (8). 
Если в условии теоремы положить g (xX) = (x — a)"t!, то форму- 

ла (1) примет вид 

‘ () : n n | () = Ye a (n+ I= PP (eal, 
k=0 

т. е. это формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа. 

$ 8 ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 

С ПОМОЩЬЮ ПРОИЗВОДНЫХ 

8.1. Возрастание (убывание) функции в точке. В следствии 5 из 
теоремы $ 5 сформулирован критерий строгой монотонности непрерыв- 
ной на сегменте la, 6] функции }{, имеющей на всем сегменте, за исклю- 
чением некоторого счетного множества его точек, одностороннюю про- 
изводную. 
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Рассмотрим определение возрастания (убывания) функции в точке. 
Определение. Функция |: 9 > В возрастает (убыва- 

ет) в точке хо интервала J, если существует такая окрестность 
$ (ж, 6) = |х— 65, xy+ 6[ этой точки, что 

Г(х) < | (хо) (1 (x) > [(%)) VWxe lx, — 5, ха, 

f(x) > F(x) (< НК) УХЕ, х + 4. 

Таким образом, согласно определению, функция [ возрастает в 
точке Xp), если в некоторой левосторонней окрестности этой точки ее 
значения меньше f (х,), а в некоторой правосторонней окрестности 
они больше } (хо). | 

Теорема. Для того чтобы функция |: J > В, имеющая производ- 
ную в точке х, Е, возрастала (убывала) в этой точке, достаточно, 
чтобы |’ (Xo) > 0 (f’ (x) < 0). 
4 Пусть, например, /’ (x)) > 0. Тогда 36 > 0 такое, что 

Г (x) — f (хо) 
>0 Vx ]х — 4, Xol и 

1—1 0 ухе, x + Ol, 

т. е. f(x) <[(х) УхЕ]х — 6, xf uf (x) >) УХЕ] xX, хо + 5. > 
Отметим, что условие возрастания (убывания) функции 1, | (xy) 52 

= 0, не является необходимым: функция ff: xr x8, —1 <х<1, 
возрастает в точке x =0, хотя f’ (0) =0. 

Следствие. Если функция f имеет в точке x»€ Я отличную om ну- 
ля непрерывную производную, то | строго монотонна в некоторой ок- 
рестности этой точки. 

Непрерывная в точке х функция [сохраняет знак числа f’ (XxX) 
в некоторой окрестности этой точки. p> 

Следует отметить, что понятие возрастания (убывания) функции 
в точке носит локальный характер: из того, что } возрастает (убывает) 
в фиксированной точке, не следует в общем случае, что / возрастает 
(убывает) в некоторой достаточно малой окрестности этой точки. На- 
пример, функция 

x » . | 
> + sin, если x 0, 

f(x) = —1<х<1, 

0, если х =0, 

имеет в точке x = 0 производную [ (0) = + >0, поэтому } возрас- 

о | . 1 1 
тает в этой точке. Ее производная [’ (x) = > + 2x sin — — cos — 

при х ==0 в любой &-oKpecTHOCTH точки x =0 принимает как поло- 
жительные, так и отрицательные значения: 

УЕ > О J ky EN: VkR>k>x,€]—8&, el, х, Е] — в, Е[, 

| „ | 
— 

Xk = Opn *e = n+ 2л и } 
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Справедливо, однако, следующее утверждение, доказать которое 
предлагаем самостоятельно: если функция f возрастает в каждой точке 
некоторого (конечного или бесконечного) интервала 9, то она возрас- 
тает на этом интервале. 

8.2. Дифференциальные неравенства. При исследовании функций 
с помощью производных, часто используется следующее утверждение. 

Теорема. Если функции $: la, И — В, p: ja, Ц > R идовле- 
творяют следующим условиям: 

П Ух>х 3$” (x) Л 34” (x), же, Of; 

2) dg) (Xo) = pe (Xo), R — 0, n— 1; 

3) p™ (x) > p™ (x) Ух> д, то P(x) > p(x) Vx > Xp. 

Возьмем произвольное x€ JX, и к сужению функции ul?—) = 
= ф"-Ю — р" на сегмент [X), x] применим теорему Лагранжа 
о конечных приращениях. Имеем u—) (x) — u@—) (x5) = и") (&) (x — 
— Хо), откуда в силу условий 2), 3) получим неравенство и("— 1 (x) > 
>0. Аналогично доказываем, что и“"—2 (x) >0, ..., и(х) > 0, т. е. 

P(x) > p(x) Ух>л. PD 
Установим с помощью доказанной теоремы неравенства: 

а) е* > 1-х при x0; 6) х— < (1 +x)<x при х> 0; 

в) х — = <sinx <x при х> 0; г) хх при 0<х<-- . 

а) Обозначив Фф(х) =е*, h(x) =1--х и замечая, что ф (0) = 
= (0), Ф’(х) > $’ (x) при х>0, на основании утверждения теоремы 
заключаем, что M(x) > p(x) Ух >0. Полагая x= —{ при х<0, 
получим Ф( =е\", wp(t)=1—t, >20. Так как $Ф(0) = (0), 
yg’ (И >’ (t) Vi>O0, то 

g(t) > (ПИ УЕ> 0, т. е. ek >lt+x Vx<0. 

6) Обозначим фФ(х) = x — x , v(x) = In(1 + x), n(x) =x, x>0. 

Очевидно, (0) =p(0) =n) =0, $’ (х) <$'() < т Vx>0, 
поэтому, применив теорему, получим неравенства ф (x) < p(x) < 1 (x) 
Ух > 0. 

x3 

в) Вводя в рассмотрение функции ф, фи \, где P(x) =х— =, 

p(x) = sinx, n(x) =x, x0, имеем ф (0) = (0) = 4 (0) =0, g(x) < 
<p’ (х)< т’ (x) Vx > 0, х == Qka, REN. Используя доказанную теорему, 
получим неравенства ф(х) <ф (х) <1(х) Ух>0, x-~2kn, REN. 

При x =: 26л справедливы неравенства 2#л (1 — мт )<0<2ka, 

т. е. ф(2Ёл) <p (2Ел) << (Ел). Таким образом, @ (x) <p (x) << т (х) 
Ух > 0. 

г) Обозначим ф (x) = tg (x), p(x) = x + = ‚О<х— > . Очевидно, 

Ф (0) = 1 (0), p(x) >’ (x) при 0<х< > [так как Ф’(х) =1- 
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л 
+ tg?x, p(x) = 1-5, «хм УХЕ № +) Тогда, используя 

теорему о дифференциальных неравенствах, получим неравенство 

(> Уже} >|. 
8.3. Достаточные условия локального экстремума функции. В $ 3 

даны определения локальных экстремумов функции, а теорема Фер- 
ма устанавливает необходимое условие локального экстремума функ- 
ции f в точке, в которой существует ее производная /’. 

Таким образом, для отыскания точек, в которых функция, возмож- 
но, имеет экстремум, необходимо решить уравнение |’ (x) =0, все 
решения которого называют стационарными точками. К числу возмож- 
ных экстремальных точек следует отнести и те, в которых / He 
существует (например, функция |: x | х|, —1 <x < 1, имеет ло- 
кальный минимум в точке х = 0, в которой она недифференцируема). 
Поскольку не в каждой точке возможного экстремума функция f его 
имеет, то требуется установить достаточные условия локального экс- 
тремума. 

Определение. Функция ф : 9 — В меняет знак при nepe- 
ходе через точку х ЕЯ, если существует такая окрестность S (хо, 

6) < J, что на каждом из интервалов р Ш 51 < $ (ж, 6) и |хь, № + 
= $ (Xo, 6) функция © принимает значения разных знаков. 

Теорема 1 (первое достаточное условие экстре- 
мума). Пусть { : J + В — непрерывная на интервале J функция, 
причем р’ существует в каждой точке x из некоторой окрестности 
$ (х, 6) <Я, за исключением, может быть, лишь самой точки Xp. 
Если при переходе через точку ху, производная [меняет знак, mo в этой 
точке функция | имеет локальный экстремиум. 

Пусть, например, f’ при переходе через точку х, меняет знак 
с «+» на «-», т.е. f(x) >0 УхЕЯ,, Я, = ж— 6, x [, uf (х) < 
<0 \УхЕЯ,, 9, = х,, х, + 6[. По формуле конечных приращений 
(1), $ 3, имеем f (x) — (хо) =f" (% + 81 (х — №) (x — хо) <0 VET, 
и f(x) —[(%) =F (% + 0, (х —хо)) (x — xX) <0 УхЕЯ,, 0< 0, <1, 
1=1, 2; следовательно, [(х) <f(x%)) VxES (x, 6) Л хр и, с0- 
гласно определению, функция | имеет локальный максимум в точке 
Хо. Если же при переходе через точку x, производная /’ меняет знак 
с «—» на «+», то f(x) >f (x) УхЕ$З (хь, 5) A x хо; следователь- 
но, | имеет локальный минимум в точке х. DP 

Теорема г (второе достаточное условие экс- 
тремума). Если функция f: J — В удовлетворяет в точке xy Е 
CJ условиям: 

1) 37%) #0; 2) Г (x) = 0, 

то | имеет локальный экстремум в точке Xo. 
Пусть, для определенности, |” (х,) > 0; гогда функция f’, опре- 

деленная в некоторой окрестности 9 (х., 6), возрастает в точке 
Хо: AS (Xp, 6) GS (X%, 6) такая, что[ (х) < | (x) =0 Wr lx, —&, 
Хо и Г (x) >| (%) =O Wx |x, x) + 8 [, T. е. Р меняет знак с «—», 
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Ha «--» при переходе через точку хо. Согласно теореме 1, функция | 
имеет минимум в точке х,. Если }” (x9) < 0 то { достигает локально- 
го максимума при x= Хх. № 

Теорема 3 (третье достаточное условие экс- 
трем ума). Пусть функция f : J — В удовлетворяет следующим YC- 
ловиям: 

(^) . (п 
Г) df (Xp) == 0, № Е 9, Е=1, п — 1; 2) df ’ (Xo) 52 0. 

Тогда при п четном f имеет экстремум в точке ху (максимум, 
(п если |” (х) < 0; минимум, если № (х) >0), а при п нечетном 

экстремума не имеет (в этом случае | убывает или возрастает 
в точке ху). 
q Предполагая выполненными все урловия теоремы, представим 
приращение функции f в точке х, с помощью формулы Тейлора с oc- 
таточным членом в форме Пеано: 

fim) (хо) 

f (x) — Ff (хо) = (x — Xp)" + 0 ((x — %)"). n! 

Так как lim 2(#= 40) _ 0, 
roxy (X — Xo)" 

о ((x — х,)”) 

(x — хо)” (x — хо)" 
HO малой функцией при х-— хо. Таким образом, АЁ(х,) = f(x) — 

то \У=>0 46>0: VxES (x,,6) > 

о ((x — хо)") => <eé, т. е. A(X, Ху) = является бесконеч- 

(п) 
— f (Xo) = ( fr (0) + a(x, x4) (x — ж)” и при этом можно сказать, 

п] 

po” (Хо) что УхЕ5 (x), 6) выражение т + (xX, X)) имеет тот же знак, 

К" (хо) что и число = >=0 (так как @— бесконечно малая функция 

при х- х,). Принимая во внимание, что в случае четного п имеем 

(x —X,)" >0 VxES(x,, 6), приходим к заключению, что знак при- 

ращения Af (x,) совпадает со знаком числа f"(x,), а значит, функция | 

имеет локальный максимум при x = xy, если | (x,) < 0 и локальный 

минимум в этой точке, если {”) (хо) > 0. 
Если же п нечетное число, то выражение (x — ху)", а вместе с ним 

и приращение функции { в точке х,, меняет знак при переходе через 

нее, т, е. | возрастает в точке x,, если {” (х) >0 и убывает, если 
п 

P(X) <0. № 

Замечание 1. Исходя из определения локальных экстремумов, можно прийти 
к заключению, что если функция f имеет максимум в точке хо, то существует такая 
достаточно малая окрестность $ (хо, 6), что { возрастает на интервале ]ж — 6, хо] и. 
убывает на интервале |х,, ж-- AL. | 

Рассмотрим пример, который показывает ошибочность такого заключения в O6- 
щем случае, Пусть 

| 
2-я (2+ sin—], если х 520, 

f(x) = x —1l<x<l. 

2, если x = 0, 
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Функция f непрерывна на интервале | — 1, |[, а ее приращение Af (0) отрицатель- 

HO, так как f (x) —f (0) =—x?[(2+ sin —] <0 чхЕЁ |—1, IX {0}, следо- 

вательно, 5 fay =/ (0) = 2. Вычислим f’ (x) УХЕ [— 1, LEX {0}: 

f’ (x) = — 2x (2+ sin —} + cos — 

x Xx 

и рассмотрим значения f’ в произвольном интервале |— 6, O[ (1) }]—1, 1[ при 
произвольных достаточно малых 6 >0. Тогда BZREZ: хьЕ]— 9, Of, хь= 

1 
— ’ и (Xz) =—I— 

w+ 2k д-- 2k 
ни в какой левосторонней окрестности точки Xp = 0. Аналогично можно показать, 
что функция { не убывает ни в какой правосторонней окрестности этой точки. 

` Замечание 2. Покажем, что условия теоремы 3 не являются необходимыми, а 
лишь достаточны. 

Рассмотрим на множестве ® функцию 

<0 и функция { не может возрастать 

2 

F(x) de * ‚ если x 0, 

0, если x = 0. 

| 
ож . Ее приращение Af (0) =е >> 0; следовательно, функция f имеет локальный 

минимум в точке x = 0: Г; =} (0) =0. Покажем, что { бесконечно дифференци- 
1. | 
x? #2 

руема при x =0 u [" (0) =0 ¢n€N. Поскольку J НИИ = lim = 
x0 Xx t—» оо of 

| 1 
=— lim —= 0, то f дифференцируема при х = 0 и} (0) =0. При х=0 

(9 
12е 

последовательно дифференцируя f, находим 

| 1 1 
, 2 ——: ” 4 6 "т в) о 
M(x) = зе * ’ | в = (5—5) * y eo ey ji‘ 9 = Qu (—)¢ . ’ 

| | 
где Q3, (—)- многочлен степени 3k относительно —. Рассмотрим предел OTHO- 

х 
1 
x? x? 

е е 
шення ——— wmE€EN при х->0. Обозначив a =f, получим ———— = 

x” x х" 

т. 
2 

= —— (> соо при х->0). Каким бы ни было mE М, Эк СМ такое, что 
е 

т 
при А > Ry выполняется неравенство > — k < 0. Таким образом, применив прави- 

ло „Лопиталя k раз, получим 

. е . 
lim ———— = lim = 0. 
х-+0 хп t+oo e 
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| 
Любой многочлен (;„ (—} представляет собой линейную комбинацию степеней x 

1 | 
вида ——. т =3, 4, ..., 3n; следовательно, по доказанному lim 0 —|х 

x30 x x 
| 

хе * =0. Предположим теперь, что 3 "1 (0) =0. Тогда, согласно опре- 
делению, 

"И (xy — ЕТ (0) 
x 

limQ [5 = 0 
— хо 3—2 x о 

С помощью метода математической индукции показали, что | бесконечно дифферен- 
цируема при x = Ои все ее производные равны нулю. Однако } имеет экстремум при 
х = 0. Таким образом, существуют функции, имеющие экстремум в точках, в кото- 
рых все производные этих функций равны нулю. 

Е”) (0) = lim 
х->0 

8.4. Краевые экстремумы функции. 
Определение. Функция | : la, b) — В имеетв точке а краевой 

максимум (краевой минимум), ебли существует пра- 

восторонняя окрестность S* (a, 6) = |а, a  & точки а такая, что 

F(x) <На) (() >На) — УхЕЗ" аа, 8). 
Аналогично определяются краевые экстремумы в точке 6: функ- 

ция | имеет в точке Ь краевой максимум (краевой минимум), если 

существует левосторонняя окрестность $7 (6,6) = |b — 6, bl точки b 
такая, что 

F(x)< f(b) (>10) — УхЕЗ 6, 5). 

Рассмотрим случай, когда существуют fy (а) и Ё_ (6). 
Теорема. Если финкция [:[а, 6] — Р имеет производные |-. (а) 

и f_(b) u Ё (а) >0 (f(a) <0), mo f достигает в точке а краевого 

минимума (краевого максимума); если f_ (b) >0 (Е. (6) < 0), то | 
имеет в точке b краевой максимум (краевой минимум). 

4 Пусть, например, f, (а) >0. Тогда существует такая правосторон- 
HAH окрестность S* (a, 6) точки а, что УхЕ$' (а, 5) выполнено 

неравенство ite) Г) >0. Так как x—a>0, то [(х) >На) a 

У хЕ$` (а, 5), т. е. функция f достигает в точке а краевого мини- 
мума. Остальные случаи доказываются аналогично. p> 

8.5. Абсолютные экстремумы функции. 
Определение. Абсолютным, или глобальным, мак- 

симумом (глобальным минимумом) функции 
f: la, b) +R, ГЕ Cla, bl, называется ее наибольшее (наименьшее) 
значение на сегменте la, OI. 

Заметим, что для функции g: la, bl -> IR это определение может ока- 
заться некорректным, так как непрерывная на интервале функция 
может не достигать своих точных граней, будучи при этом ограни- 
ченной. 
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Из того, что [ЕС[а, b] следует, согласно теореме Вейерштрасса, 
что на сегменте [а, 6] найдутся по меньшей мере две точки х, и Xo, 
что f(x,) = sup {f(x)}, F(x.) = inf {1 (%)}. Эти точки могут ока- 

axx<b а<х< <x<b 
заться точками локальных, или краевых экстремумов. Поэтому вопрос 
исследования функции на абсолютные экстремумы сводится к иссле- 
дованию ее на локальные и краевые экстремумы и выбору из полу- 
ченного множества экстремумов наибольшего и наименьшего из них. 
Рассмотрим случай, когда } имеет на la, bl локальные экстремумы и 
когда их конечное число. Исследование в рассматриваемом случае 
можно производить по следующей схеме: 

1) определить множество Х = {x} <: la, bl всех стационарных то- 
чек функции | и тех точек, в которых / He существует (критических 
точек); 

2) вычислить значения { в каждой точке множества Х и в точках 
аи В; 

3) из множества {f (x), хЕХ; f (а), [(5)} выбрать наибольший и 
наименьший элементы, которые и будут абсолютными экстремума- 
ми f на la, Ol. 

Пример 1. Найти наибольшее и наименьшее значения функции f :xt> | x2-— 
— 3x + 2| на сегменте [—10, 10]. 

Находим производную 

Е (x) = (2x — 3) sgn (x? — 3x +2), х-=|1, x2. 

Точками возможного экстремума являются х! = (стационарная точка), x, = 1, 
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хз = 2 (критические точки). 

Рассмотрим множество {f (x,), f (хз), f (хз), 1(—10), f (10)) = [+ ‚0,0, 132, 72| 
и выберем в нем наибольший и наименьший элементы 

max f(x) = 132, min f(x) = 0. 
—10<х<10 —l0<*<10 

Пример 2. Доказать неравенство |asinx + bcos x| < Va?+ 53, O< x < 24. 
Рассмотрим функцию f:x-lasinx-+b6cosx|, 0 <х <2n. Ee производная 

Г (x) = (acos x — В sin x) sgn (а Чт х - bcos x) не существует в тех точках, где 

6х = — —, т.е. bcosx -+asinx = 0, и обращается в нуль в точках, где tg x = 
а 

, т.е. bsinx =acos x. Подставляя в выражение f(x) = | азшх + В созх | = 
а 

b 

= Va sin?x + 2ab sinx cosx + 6? cos?x значение 2ab sinx cosx = а? cos?x + b* sin? x, 

найденное из уравнения b sin x =acos x, получим | (x) < V a + 6%. 
Замечание 1. Обращаем еще раз внимание Ha TO, что BO всех рассуждениях, про- 

водившихся в этом пункте, существенную роль играло условие задания функции | 
на конечном сегменте [а, 6]. В случае, когда область определения функции — ин- 
тервал (конечный или бесконечный), эти рассуждения в общем случае теряют силу, 
так как на интервале функция может не достигать абсолютных экстремумов. Напри- 

мер, функция f : хн> (1 +xet... += | г” на интервале |0, + col не достигает 
n 

своих точных граней 

inf {f(x)} = lim f(x) =0, sup {f(x)} = lim f(x) =1. 
U<xK<-4-co x со 0<x<K+00 x+-+0 
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Замечание 2. При исследовании функции на локальные экстремумы можно ис- 
пользовать часть приведенной выше схемы для отыскания абсолютных экстремумов: 
выполнить указанное в |), а затем рассмотреть все попарно соседние интервалы хр, 

х[и Ix, Xe yl, концы которых есть стационарные точки или точки, в которых про- 

нзводная /’ не существует, и найти значения [в произвольной точке каждого интер- 
вала: по теореме Дарбу на каждом таком интервале }’ сохраняет определенный знак, 
поэтому найденное значение [в произвольной точке такого интервала имеет знак 
производной на всем интервале. Если {имеет разные знаки на интервалах Ix, 

хи |х., Хх то точка х.— экстремальная, если же знаки одинаковые, то в точке 

X; экстремума нет. 

Рассмотрим некоторые задачи, которые успешно решаются с по- 
мощью теории максимумов и минимумов. 

1. Определение количества действительных корней уравнения 
f (x) =0, хЕХ, [ЕС (X) и их границ. 

Допустим, что удалось записать уравнение, эквивалентное исход- 
ному, в виде ф (xX) =a, хЕХ, где а — вполне определенное число, 
а СВ. Исследуя функцию ф на экстремумы, можно судить о коли- 
честве точек пересечения графика функции ф и прямой фр (x) =a, а 
также определить границы абсцисс точек пересечения. Например, 
пусть требуется определить количество действительных корней урав- 
нения In x = kx и указать интервалы, которым эти корни принад- 
лежат. 

Запишем исходное уравнение в виде и, (х) = y,(x), где и, (х) = 
In x 

= Y>(x) = k, х>0. Поскольку lim y,(x)=0, lim и, (x) = 
x>++0 

’ 
x X—++oo 

= — oo, y’ (е) = 0, то y, (x) в интервале ]0, + oof принимает наиболь- 

шее значение в точке х =e, равное —. Кроме того, и(1) = 0. Если 

| o 

k>—, то графики функций у; и у», не пересекаются, и уравнение 

о в | 
действительных корней не имеет. Если O<k<—, то уравнение 

имеет два действительных корня ©, &, (|< <е, е< а. < + 00). 
Если < 0, то уравнение имеет один действительный корень В, 
(0 < В, < 1). 

2. Решение задач с условием. Пусть, например, требуется узнать, 
какой сектор следует вырезать из круга радиуса г, чтобы из оставшей- 
ся части можно было свернуть воронку наибольшей вместимости? 

Если под & понимать центральный угол оставшегося сектора, TO 
rq" 

объем конуса У = — 7 V 4n* — a. 
Исследование Ha экстремум функции @+r>V (a) показывает, что 

2 
она достигает максимума при @ = 2л >: 

8.6. Выпуклые функции. 
Определение 1. Функция f:J > Р называется выпуклой на 

интервале J, если x' CI функция ф:хь гих ‚ xed, I, = 

= \ (х'’}, неубывающая: Ф(хь, х') > p(X, x’) WX ХС 1, Хх! < Хо. 

279



Из данного определения следует, что условие выпуклости функ- 
ции f на J можно записать в виде неравенства 

f (Ax, + (1 — A) х,) SAF (x1) + Аа — A) fF (Xe) (1) 

V x1, х. 69, УЛЕ [0, 1]. 

@ Для доказательства рассмотрим три возможных случая: 
1х, >х A xy x's) 2) №>х AX <x 38) < Ах, <х. 

В случае 1) обозначим A = о . Тогда OA <1, м = Ах, + 
2 

+ (1 — Л) х’и условие ф(х», x’) 2Ф(хи, x’) принимает вид 

f (x2) — f(x’) > f (Ax, + (1 — A) x’) — F(x’) 
X,— x’ => А, (хо — x’) ’ 

откуда получим неравенство 

РА жь + (1 — A) x’) < М (+ (1 — A) F(x’). (2) 
4 x’ — xX; 

. Тогда OA<C]1, x’ = Ax, + В случае 2) обозначим A = . 
27 “4 x 

+ x,(1—A) и условие ф (хо, x’) > Ф(хи, х’) записывается в виде >. 

f (хо) — f (Ax, + (1 — A) x) > Ё (х1) — f (Ax, + (1 — А) x) 

(I — A) (x, — %) = А. (x1 — х») 

откуда следует неравенство 

f (Ax + (1 — A) 4) < М) +(-—Ю№И&®) (3) 

(здесь принято BO внимание, что х,— х. < 0). 

В случае 3) обозначим А, = x = . Тогда OS A<1, x, = Ax, + 

+ (1 — Л)х’ и условие @ (x2, x’) > (x,, x’) принимает вид 

f (Ax, + (1 — A) x’)— fF (x’) f(x) — f(x’) | 
= A(x, — x’) N(x, — x’) 

Принимая во внимание, что x, — х'’< 0, получаем неравенство 

f (Ax, + (1 —A) x’) SAF (x1) + (1 —A) Ех). (4) 
В каждом из рассмотренных случаев в доказанных неравенствах 

(1), (2), (3) участвует пара произвольных точек xX их’ (х, > xX’), хил! 
(X_ > X41), мих (x; <x’). Все эти неравенства справедливы и для слу- 
чаев х, < Xx", х, < м, X’'< Xj, поскольку число A, = 1 — А удовлетво- 
ряет условию A, Е [0, 1], а неравенства (2), (3), (4) могут быть записаны 
соответственно в виде 

(МХ Е (1 — Aq) х,) < af (x") + (1 — a4) Е(х.), (2°) 

(ха + (1 — Aq) х,) < AGF (41) + (1 — a4) F (XQ), (3°) 

f (Aye ++ (1 Aq) 41) SAG (x’) + (1 —A,) F(x), (4°) 

поэтому они справедливы для любой пары точек из интервала 9. p> 
Если ^ = 1, то неравенство (1) превращается в равенство. Из при- 

веденного выше доказательства также следует, что всякая функция /, 
удовлетворяющая неравенству (1), выпукла на интервале 7 Следо- 
вательно, определение | и неравенство (1) эквивалентны. 
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Рассмотрим для примера функцию xr» x2, x € В. Ona выпукла 
на В, так как Уж, хо Е Ви УЛЕ[0, 1] имеем 

Аж + (1 — A) xp — (Ax, + (1—^) x2)? = Л (1 — A) (x, — x)? > 0. 
х* — (x’)? 

Вместе с тем ф(х, x’) = — хх, хх, | 

ф (хо, х) >ф (X,, x’) Ух. 2X. 

Определение 2. Еслив определении 1 функция ф возрастает на ин- 
тервале J, то функция | называется строго выпуклойна 9. 

Из этого определения и рассмотренного выше примера следует, 
что функция х += х?, x EIR строго выпукла на К. Условие строгой 
выпуклости f на J можно определить в виде неравенства 

f (Ax, + (1 — A) х,) < Af (x1) + (1 — A) fF (x2) (5) 
Ух, ЕЯ, WAE]O, Ц. 

Неравенство Иенсена. Пусть функция |: 9 — Ю выпукла (стро- 
го выпукла) на интервале J с- ЮР. Тогда для любой совокупности x,, 

[=], п, n>2, различных точек из J и любой совокупности i, 
n 

e 7, iA Ал 

[= 1, п, таких п действительных чисел, что 0 < м\<1иУ м =1. 
(=!] 

выполняется неравенство 

КУ я) < y Nf (xi) (6) 
(=> 

(соответственно Ц hts) < У (д). 
i=] р i=] 

Для доказательства применим метод математической индукции. 
При n =2 неравенства следуют из определения выпуклой (строго 
выпуклой) функции. Пусть функция f выпукла на интервале J и при 
этом 

i= 

п} п] 

КУ эх] < У ма Ух СЯ, 1=1 1—1, 0<y,<], 
= 

1 

2 Vi = l. 

n 
. В 

Тогда для произвольных O<A,<1, i=1, п, таких, что У, A; =! 
=—=| 

п | | n—| 
у № имеем: и = YW) A,>0, а точка х = 7» A,X, принадлежит интерва- 

(=] 

лу 9. В силу предположения индукции имеем 

pf (У a „< У №4 (Хх). 
=] (=! 
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Кроме того, поскольку функция / выпукла, TO 

КУ ни) = (их + (1 — и) х,) < pf (x) + (1 — в) | (х,) < 

<, ^(х,) (так как 1—p=A,). № 
1—1 

Определение 3. Функция {| вогнута (строго вогнута) 
на интервале J, если функция —f выпукла (строго выпукла) на J, 
или, что сводится к тому же, если У хи, хСЯи WA El0, 1] вы- 
полняется неравенство 

(Аж, + (1 — A) х,) > AP (x) + а — М Их) (7) 
(соответственно f (Ax, + (1—^)х.) > Af (x1) + (1—A) f(x.) VAE 1, |). 

Рассмотрим теперь множества выпуклых функций. 

Теорема 1. Пусть функции f;:I — Ю, i= 1, п, выпуклы на ин- 
тервале JCP, а c; #=1, п, — произвольные положительные 

числа. Тогда функция {= У, cif, выпукла на J. Если при этом 
i=] 

хотя бы одна функция р строго выпукла на J, mo { строго выпукла 
на 

<q Согласно неравенству (1), для каждой функции |, i = 1, n, и 
Мхи, х, 69, УМА Е 10, 1] выполнено неравенство 

Cif, (AX, + (1 — A) хо) < СЕ (AF; (41) + 1 — ADF, (%2)). 

Суммируя эти неравенства по всем i oT | до п, получим неравенство 

f (Ax, + (1 — A) x2) < AF (x1) + (1 — A) f (x2), 

из которого следует выпуклость функции f/f. 
Если хотя бы одна из функций строго выпукла, то в результате 

суммирования по всем Г получим строгое неравенство 

f (Ax, + (1 —A) х,) < М (x41) + (LA) P(X). 

Теорема 2. Пусть {f,:7 > В, n€N} — последовательность 
выпуклых на интервале Я функций, сходящаяся к функции f: J > R. 
Тогда функция f выпукла на интервале J. 
< Из условия lim f, (x) =f (x), x€ 9, и неравенств 

fn (AX + (1 — A) хо) SAP, (41) + — A>) fa (% 2), 

справедливых Wx,, хх ЕЯ и VAEL0, 1], получим 

f (Ax, + (1 — A) x2) = lim f, (Ax, + (1 — A) x.) SA lim f, (x1) + - 
tooo tl» og 

+ (1 —A) lim fr (Хэ) — Af (ха) + (1 — A) f (x2). 

Итак, функция { выпукла на интервале J. pP 
Следующие две теоремы устанавливают два важных свойства вы» 

пуклых функций. 
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Теорема 3. Огран иченная на интервале J выпуклая функция | не- 
прерывна в каждой точке х ЕЯ и имеет конечную правую и конечную 
левую производные, причем | (х) < fy (x). 
4 Пусть х, — произвольная точка интервала J. Тогда при x> Xp 

функция X > / w= ! Yo He убывает (определение 1) и ограничена 
0 

снизу, так как Уу< Xo, справедливо неравенство 

f(y) — (хо) 7 (х) — I (%о) 
у— № < хх ° (8) 

Поэтому существует конечный предел 

РЕ р, (ж) (9) 
X+X_+0 4 — № . 

Переходя к пределу при x — х,- 0 в правой части неравенства (8), 
получим неравенство 

HT) < Fi, (x9), (10) 
У — Xo 

справедливое также Vy < x, yEd. 
Из неравенства (10) следует, что существует конечный предел при 

у — х»х —0 его левой части, т. е. 3! (xo), причем /— (xX) < f+ (хо). 
Существование конечных производных fy (Xo) и f_ (%) означает, 

что функция { непрерывна в любой внутренней точке х› ЕЯ. > 
Теорема 14. Если функция f: J — В дважды дифференцируема 

на интервале J, причем f" (x) >0 (f" (x} <0) УхЕЯ, то Е вы- 
пукла (вогнута) на J. 

Пусть некоторая функция g выпукла Ha J. Тогда, по определе- 

ЕЕ ‚ xECIN (х'], неубывающая. 

Пусть ж, Хо, хз — произвольные точки из интервала J. Тогда разность 
ф (X%1, Хз) — 1 (Xq, хз) либо обращается в нуль, либо имеет тот же 
знак, что и разность xX, — хо, т. е. справедливо неравенство 

нию, функция pix 

ф (Х1, Хз) — (Хо, x; 1 3 ф 2 3) = 0. (1 1) 

1 — Xp 

Если в неравенство (11) вместо wp (x1, хз) и ф (хо, Хз) подставить их 
выражения через значения функции © и привести дроби к общему 3Ha- 
менателю, то получим неравенство 

X1 (8 (хз) — в (хз) | Xp (8 (хз) — в (х1)) -F хз (6 (41) — 8 2) SQ (12) 
(хр — Xp) (Xp — Ху) (Хз — Xy) >’ 

которое также можно принять в качестве определения выпуклой на 
интервале J функции. 

Пусть / — произвольная, дважды дифференцируемая Had функ- 
ция, алх,, хо, хз — три различных фиксированных точки из J. Рассмот- 
рим для / левую часть неравенства (12), которая будет некоторым по- 
стоянным числом С: 

Ха (f (х2) — | (хз)) Е хо (fF (хз) — | (1) + хз (1) — [(2)) — С. (13) 
(X1 — 2) (Хо — №3) (X%3 — Хх) 
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Рассмотрим на интервале J функцию 

F sx re x ([(х2) — [ (%3)) 4 Xe (1 (хз) — F(X) -Е хз (F (x) — fF (%2)) — 
— €(X — Xp) (Xz — Хз) (%3 —Х), 

где с — постоянное число из (13). Так Kak F (x,) = F (%2) = F (x3) = 
— 0, то, согласно теореме Ролля, по меньшей мере в двух точках & 
и &, лежащих между точками хи, х›, Хз, производная Е’ обращается 
в нуль, а так как функция F дважды дифференцируема на J, то в силу 
той же теоремы Ролля, по меньшей мере в одной точке 6, лежащей 
между Ё и E>, Е” обращается в нуль: 

Е" (E) = (x3 — %2) f° (§) + 2c (х, — хз) = 0. (14) 

Из равенства (14) находим 

=) (15) 
Если |" (x) > 0 Ух ЕЯ, то |" (& > 0и из равенства (15) следует, 
что функция { выпукла на интервале J. p> 

Доказанная теорема имеет следующее геометрическое истолкова- 
ние: если f: J > В — дважды дифференцируемая на интервале 
функция, причем f" (x) >20 УхЕЯ, то график С функции f 
в пределах интервала J лежит не ниже касательной к нему в точке 

Mo = (хо, f (%)) Ух Е 9. 
Действительно, при выполнении условий теоремы уравнение каса- 

тельной к графику С в точке М, имеет вид 

у =f (хо) - Г (Xo) (х — Xp). (16) 

По формуле Тейлора WxeE S (хо, 6), где S (%, 6) — некоторая 
окрестность точки х, имеем 

f(x) = Род Ро) а — 9) + -Г В (х— жд), EES (xo, 5). (17) 
Вычитая левые и правые части равенств (16) и (17) и принимая во вни- 
мание неравенство |” (х)> 0 Ух 69, получим неравенство 

i(x)—y =F О (xx)? D0, 
из которого следует, что график С функции [в пределах интервала J 
лежит не ниже касательной к нему в точке Mp. 

Теорема 4 устанавливает достаточное условие выпуклости дважды 
дифференцируемой на интервале J функции {. 

Докажем теперь, что неравенство }” (x) > 0 УхЕЯ являет- 
ся также необходимым условием выпуклости любой дважды диффе- 
ренцируемой на интервале J функции. 

Теорема 5. Для того чтобы дважды дифференцируемая на интер- 
вале J функция | была выпукла на нем, необходимо, чтобы f” (x) > 0 
Ух СЯ. 
$ Пусть функция f: 9 — К выпукла на интервале J и дважды 
дифференцируема на нем; xX, X,— произвольные точки из интервала 9, 
причем х, < Xp. 
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Так как функция f выпукла Ha интервале J, то, согласно опре- 
делению 1, имеем 

f(x) — fF (х!) < | (Xe) — f (х1) 
— 

Переходя в этом неравенстве к пределу при x — x, имеем 

УхЕ ]x,, Хх. 

р (x,)< | (х›) — f (x) (18) 

ха —Х! 

Если x >> хо, то из определения | получим неравенство 

| (1) — 1 (х.)  [(%2) — 1) < f (x) — | (хо) 
— S ? 

переходя к пределу в котором при х —> Ko, получим неравенство 

Od TO) <P (x2), (19) 
2 1 

Сопоставляя неравенства (18) н (19), получим неравенство 

Ё (x2) 2[ (x1) Vx, ЕЯ, xX <х,, (20) 

из которого следует, что производная |’ выпуклой дважды диффе- 
ренцируемой на интервале J функции f не убывает на J. Так Kak /’— 
непрерывная на J функция, имеющая производную УхЕЯ, то 
для неубывания |’ необходимо, чтобы | (x) > 0 УхЕЯ. 

Сформулируем критерий выпуклости функции f: 9 -— В. 
Теорема 6. Для того чтобы дважды дифференцируемая на интерва- 

ned функция f была выпуклой Had, необходимо и достаточно, чтобы 
ее производная [не убывала на 9, т. е. чтобы |" (x) > 0 УхЕЯ. 

Теорема является следствием теорем 4 и 5. 
Определение 4. Если график С функции f:J — В имеет каса- 

тельную в точке С = (с, f (c)), cE J, а при переходе через точку с 
функция | меняет выпуклость на вогнутость (или вогнутость на вы- 
пуклость), то точка С называется точкой перегиба графика (. 
Теорема 7 (необходимое условие точки пере- 

гиба). Пусть функция f дифференцируема на интервале J и 
af" (с), c€ J. Для того чтобы точка С = (с, f (c)) была точкой пе- 
региба графика С фучкции |, необходимо, чтобы |’ (с) = 0. 

Если С — точка перегиба графика G, то согласно определе- 
нию 4 и теореме 5 существует такое 6 > 0, что на интервалах 
Ic — 6, cl u Jc, с + 6[ производная f’ монотонна, причем характер мо- 
нотонности различный. Поэтому производная |’ имеет экстремум в 
точке си |" (с) =0. № 

Итак, для отыскания возможных точек перегиба графика функции 
f следует на J решить уравнение f” (x) = 0. 

Заметим, что к числу возможных точек перегиба следует OTHECTH 
и те точки (с, f (с)), в которых касательная к графику С параллельна 
оси Oy (для каждого такого с не существует /” (с) В и такую точку 
назовем критической точкой производной Г). 
Теорема 8 (первое достаточное условие точки 

перегиба). Лиусть {: 9 — В имеет вторую производную [в 
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$ (с, 6) < J, за исключением, быть может, лишь самой точки с, а 
график С функции | имеет касательную в точке С = (с, | (с)). Если 
при переходе через точку с вторая производная |” меняет знак, то точ- 
ка С является точкой перегиба графика G. 
4 Из условия теоремы следует, что в некоторых пределах окрест- 
ности S (с, 6) слева от точки C и справа от нее /” имеет разные знаки, 
в силу чего, согласно теореме 2, при переходе через точку с функция } 
меняет выпуклость на вогнутость (или наоборот), а тогда, согласно 
определению 4, точка С является точкой перегиба графика С. №» 
Теорема 9 (второе достаточное условие точки 

перегиба). Если |” в точке сЕ Я существует, причем |” (с) = 
+0, | (с) =0, то точка С = (с, f (c)) является точкой перегиба 
графика G. 
<q Пусть, для определенности, [” (с) >> 0. Тогда f” возрастает в точ- 
ке с: 95 (с, 6), причем [ (х) <р[ (с) =0 УхЕ]е— 6, си ГР (х) > 
> р (с) =0 Vx lc, с--6[ поэтому, согласно теореме 8, точка С 
есть точкой перегиба графика G. } 
Теорема 10 (третье достаточное условие точки 

перегиба). Лусть для функции [: 9 — В в точке сЕЯ выпол- 

нены условия: f” (©) =f'" (с) =... =f" (6) =0, К (6) KO. Тогда 
при нечетном п точка С = (с, | (с)) — точка перегиба графика G функ- 
ции |, а при четном п точка С не является точкой перегиба графика 
функции. 
Ч Разлагая /" в окрестности точки с по формуле Тейлора с остаточным 
членом в форме Пеано, имеем 

(п) 

f(y а yay, a(x) +0 при хе. (16) 
Возьмем такую окрестность $ (с, 6) точки с, в пределах которой выра- 

жение f” (с) + a (x) по знаку совпадает со знаком числа fp” (с) ==0 
(такой выбор окрестности $ (с, 6) возможен, поскольку © — беско- 
нечно малая функция при x - с). Фиксируя такую окрестность видим, 

что в случае нечетного п при переходе через точку с бином (x — с)" * 
меняет знак, а вместе с ним Hf. (x) меняет знак; по теореме 8 точка 
С = (с, } (c)) — точка перегиба графика G. Если п четное, то |” при 
переходе через точку с не меняет знак, а значит, /" в пределах S (с, 8) 
сохраняет вполне определенный знак, т. е. / имеет выпуклость или 
вогнутость. > 

Отметим, что исследование графика С функции /[ на точки переги- 
ба эквивалентно исследованию функции /’на локальные экстремумы. 

Исследование функции f: J > К на точки перегиба ее графика 
С можно проводить по следующей схеме: | 

1) определить множество Х = {x}, Х =, всех тех точек, в ко- 
торых |” (x) =0, либо не существует; 

2) рассмотреть все попарно соседние интервалы Ix), хи Ix,, 
Xstil, концы которых принадлежат множеству Х, и вычислить зна- 
чения /” в произвольной точке каждого интервала; по теореме Дарбу 
на каждом таком интервале {” сохраняет вполне определенный знак, 
поэтому вычисленное частное значение |” (x) в произвольной точке 
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такого интервала имеет знак [” на всем интервале. Если f” имеет раз- 
ные знаки на интервалах Ix), xl и |х,, ха, то точка (х., | (х.)) 
является точкой перегиба графика G; если же знаки [” одинаковые, 
то эта точка не является точкой перегиба графика функции. 

В качестве примера рассмотрим функцию f/f: хных + зшх, xCR. 
Ее вторая производная f (x) = — мох обращается в нуль в точках 
х, = kn, REZ, а Г (х) ==0, если х=ёх,. Следовательно, согласно 
теореме 9, точки С, = (kn, Вл) являются точками перегиба графика G 
функции f. 

$ 9. АСИМПТОТЫ ГРАФИКА ФУНКЦИИ 

9.1. Асимптоты графика функции, заданной параметрически. Пусть 

@ = ((х, УЕ В: х=Ф(0, y= p(t), 1ЕТ, Та Ю)} — график парамет- 
рически заданной функции; Ax + By + С = 0 — уравнение прямой, 
лежащей в плоскости xOy; (g(t), ф(1)) —точка графика С. Тогда 
расстоянием этой точки от указанной прямой называют величину 

[Ag+ ВО -С| d(t) = — 
) У A + В? 

Определение. Прямая, заданная уравнением Ах + Ву +C =0, 
называется асимптотой графика Ц при t— ty односторонне 
(причем t, ‘может быть одним из символов + со или —со), если выпол- 
нены соотнощен ия 

4—0 и @i(t)+yp(th>+ © при t> Ц. 

9.2. Необходимые условия существования асимптот. Предположим, 
что график G имеет асимптоту при { > fy. Тогда из условия d (1) > 0 
при { — К получаем, что должно выполняться соотношение 

lim (Ap (0 + ВФ + C) = 0, (1) 
так Kak У A? + B? = const. 

Соотношение (1) запишем в виде 

lim (Ag (1) + By (1)) = — С. (2) 

Допустим, что асимптота вертикальная, т. е. что В =0. Тогда 

из соотношения (2) получаем lim®@ (Ё) = -—-1 =a, т.е. прямая х = 
1-0 

= а — вертикальная асимптота графика G. 
Если график С имеет горизонтальную асимптоту при {-> fo, TO 
= 0 и соотношение (2) принимает вид 

С 

1-1 | 

Следовательно, прямая у = b — горизонтальная асимптота графика G. 

Пусть график С имеет наклонную асимптоту при t—> &. Тогда 
запишем соотношение (2) в виде 

A, №0 \_ 3 lim Be (0 (3 + ray) = С. (3) 
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Покажем, что ф (1)- со при ¢— fy. Действительно, если бы lim @ (2) = 
tl 

=, L€[R, то из соотношения (3) получили бы, что lim w(t) = 
tl, 

; Ao (t) = lim —$ 4" = const, а это противоречит соотношению 

Ф А+ со при {— 4. 
Из соотношения (3), учитывая, что ф (1) > со при [-— fy, следует 

соотношение 

А pd) \ _ lin (+ gar) -0 ® 
из которого находим р 

‚ША _ 
и в -* (5) 

Записав соотношение (3) в виде 

. С 
lim (p(t) — kp (1)) = — =, (6) 

получаем, что прямая у = kx + b — наклонная асимптота графи- 
ка G. 

В каждом из рассмотренных случаев предполагали, что асимптоты 
графика С существуют и, таким образом, нашли необходимые условия 
существования вертикальных, горизонтальных и наклонных асимптот. 

Полученные условия являются не только необходимыми, но и до- 
статочными. 

Пусть, например, Пт g(t) = — = , lim p(t) = со. Тогда из со- 
tty tort 

отношения lim By (В = — lim (Ag (t) + С) =Q следует, что В =0 
tt 

и уравнение асимптоты принимает вид Ах С =0 (при этом непре- 
менное условие 4 (1) > 0 при ¢t > 1 выполнено). 

Достаточность остальных условий докажите самостоятельно. 
9.3. Случай явного задания функции. Этот случай является част- 

ным для рассмотренного в предыдущем пункте, когда х = l, Y == 
= f (x), где { — заданная на промежутке J функция, причем этот 
промежуток может быть бесконечным. Тогда: 

1) если lim /[(х) = оо, то прямая x = x, является вертикальной 
х-хо-0 

асимптотой графика G; 
2) если lim /(х) =и, ЕЮ, то прямая у = Yo является горн- 

хо 

зонтальной асимптотой графика G; 
. (x . 

3) если lim I) — k, КСК, lim (f(x) — kx) = b, OER, то пря: 
X40 x X00 

мая у = kx + Ь является наклонной асимптотой графика С при х— 
— + oO. 

Аналогично определяются асимптоты графика при x > X%— 0 u 
х > — oo. 

Заметим, что для случаев горизонтальной и наклонной асимптот 
промежуток J должен быть бесконечным. 
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Вполне очевидно, что и в случае явного задания функции, соот- 
ношения 1)—3) являются не только необходимыми, но и достаточ- 
ными для существования асимптот. В частности, из соотношений 3) 
следует, что прямая у = kx + 6 является наклонной асимптотой гра- 
фика С функции f тогда и только тогда, когда функция x +e f (x) — 
— kx — b, x€ J, является бесконечно малой при x -> + ою. 

Пример. Найти асимптоты графика функции, заданной неявно уравненисм 

хз + y® — Заху=0, а>0. 

График этой функции называют листом Декарта. Введем параметр +, полагая 
у = tx. При этом получим параметрическое представление функции в виде 

За За? . 
x= ——, y= ——, (ERX (1. 

1+ #8 1 + 8 

Tak Kak x (1) > cony (1 > сопри t > —1, апри всех остальных значениях # функ- 
ции х и у принимают конечные значения, то лист Декарта не имеет вертикальных 

И горизонтальных асимптот. 

{ За? За! За (1 + ¢ 
Поскольку lim gy =— 1, li + )= j (О _ 

f[+—|] Х (2) 1—1 ] + [3 ] + [3 1—1 l + {3 

salt 
= lim —= — а, то лист Декарта имеет наклонную асимптоту у = 

1—1] [2 —/ + | 

9.4. Асимптотические многочлены. 
Определение. Многочлен P,, (x) = ах” + ах + +... + ах + 

+a, при x— +oo называется асимптотой графика 
функции f: 9 — В, определенной на бесконечном интервале J, 
если 

f(x) = P, (х) + @ (x), 

где a (x) — 0 при x > +00. 
Теорема. Для того чтобы многочлен P,, (x) был асимптотой графи- 

ка функции f при x — +00, необходимо и достаточно, чтобы сущест- 
вовали следующие предельные значения: 

P(x) — (ах ах"... ао) 
lim x = Qn—1, 

х+ {+ со 

lim (f (x) — (ах” + ayx"—! + +++ + ag_\Xx)) = Ay. 

q Необходимость. Если P,, (x) — асимптота графика функции 
f: Я +R при х-— +00, то } (x) = P, (x) + а (x), где а (x) > 0 при 
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х — +oo. Тогда 

f(x) — (ах ах... + An 9X") 
3 lim = Чи, 
X++co x 

J lim (f (x) — (а + ayx"—! + +++ + Gn_)x)) =а,. 
х—-|-со 

Достаточность. Если существуют указанные п -+ | предельные 
значения, то многочлен P,, (x) существует и 

f (x) — (ах + ах” Potts ах) = ay, + a(x), 

где a(x)—> 0 при х— +00, т. e. f(x) = P, (x) + a(x). DP 
Приведем в качестве примера уравнение х?у? = х3 — и3, определяю- 

щее две ветви кривой, имеющие асимптоты y27=— x и у = —х?. Де- 
тальное исследование приводится ниже (пример 2, $ 10). 

$ 10. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ 

С помощью методов дифференциального исчисления можно строить 
графики функций в области их определения. Исследование функции 
Ё: Я > ВК и построение ее графика С целесообразно проводить по 
следующей схеме: 

1) выяснить вопросы о периодичности, четности или нечетности 
функции, если она задана на симметричном интервале, найти точки 
пересечения графика С с осями координат, установить интервалы зна- 
копостоянства функции, найти ее точки разрыва и интервалы, в ко- 
торых функция непрерывна; 

2) выяснить вопрос о существовании асимптот; 
3) найти интервалы монотонности функции и точки экстремума; 
4) указать интервалы сохранения выпуклости (вогнутости) и точки 

перегиба графика функции; 
5) построить график функции. 
Рассмотрим несколько примеров. 

Пример 1. Построить график функции 

f(y) = , —ocxr<c+oo. 

1) Функция непрерывна при всех x € К, положительна W x > 2 и отрицатель- 
на Ух < 2; | (2) = 0. 

2) Поскольку = lim [}(х) = —1, lim f(x)=1, то y= — | — горизонтальная 
х>—со х-- со 

асимитота графика функции при xX > — со, a y=! — при x = +00. 
2х -+ 1 l 

3) Поскольку производная [ (x) = т 3 Меньше О при х<-— > 

(x? + 1)? 
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yh 

График функции наглядно | / РИ 
иллюстрирует ее основные > 

свойства: тарактер 0 ря x 
изменения, инте рвалы -} 

выпуклости, экстремум. -f WA 

L 

Puc. 14 

| . | 
и больше 0 при x > — >, то | убывает при х< — = и возрастает при x > 

1 | . = 
> — > ‚а при х = — > имеет минимум, равный — V5 as — 2,24. 

4) Судя по знакам второй производной 

a(x+ УИ J(x- 8) 

P(x) = Е x 

(x? +1)? 
>0 прих<— Уи ‚ 

x) <0 при — 
3 41 41 — -у4 exe V41—3 

8 8 

V41—3 
8 И 

Wt — 

== - <%< РИ график функции вогнут, а при 

>0 прих> 

заключаем, что при — 

выпуклый; точки перегиба М, = (ху, и1), х! = х < -— 

= — 1,18, и; = — 2,06; М, = (хо, Ye), хо = 0,42, у. = — 1,46. 
5) График функции изображен на рис. 14. 
Пример 2. Построить график функции, заданной неявно уравнением х?у?== x3 — 

— x, 

` Полагая у = tx, получим параметрические уравнения кривой 

| 
—— ft y=——?f, 140, 
=? i 7 

Г 41 — SI 41 <> yal 3 

Если параметр ¢ изменяется в интервалах J—, со0[ и ]0, + ool, то переменная x при- 
нимает все значения от — со до -+ со, поэтому функция х +> и (x) определена при всех 
значениях х. | 

Из параметрического представления кривой получаем равенства 

у +, ИЕЯ-ИА, 

из которых непосредственно вытекают асимптотические соотношения: у*- xX при ft > 

—> + 0 (при этом x -> +00, у > +00); у ~ х? при Ё- = со (при этом х > + ©, 

У > — сэ). Полагая в исходном уравнении x — и == и, x + у = ч, получим уравне- 
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Puc. 16 

ние (U*— и2)? = 12u2u + 4и3, которое указывает на симметрию графика кривой от- 
носительно оси 9 = 0, т. е. относительно прямой х ry=0 

Вычисляя производные 

ау _ 101-28) 

Ч ЭВ ' 

у _ 28 (18 +. 7/3 + 1) 

axe — (2 + В} » $60, 
= 3 3-— У 

находим. что при {% = — У 2 = — 1,26 (x)= zh 2= 1,89, из = — Sy 4 = 

= — 2,38 | обе прозводные не существуют, а р = 0 при & = -и- = —0,79 

3 3— 33 
Хо = У 4 = 2,38; => 2 = — 1,89), 

зи = 
dy 74+3Y5 | 

Далее, Te = 0 при i, = -— и 5 = — 1,9 (х: = 2,18; y, =- 4,14) 

3/ 7—ЗУ5 
и при &, = — a — 0,53 5 (хз = 4,14; уз = — 2,18). 

Пользуясь этими данными и таблицей 

t Jmoct dt, | << | i<t<t,| в<<ь 5 <1<0 0<t<+o 

x XOX Зо | a CK Cx, | ey CX eg] XXX, [XQ KKK tf ol—wocxC+oo 

у |0 <у<и| и Зу<у | Зу<и| и <у<и, |—e<y<ys|—~<y<t+o 

у’ (x) y’ (x) <0 у (x) <0 | ¥ (> 0 y’ (x) <0 у (x) <0 y’ (x) > 0 

у’ (x) у’ (x) <0 им > 0 у (x) 0 y’ (x) <0 и (x) > 6 у’ (x) <0 

строим график функции хн> и (x) (рис. 

координат: 

15). 
Пример 3. Построить график функции фн>р ($), заданной в полярной системе 

292 

р=а 
ф — 

th ф 
| ’ где ф> 1, а>0. 



Функция р непрерывна как элементарная; lim р(ф) = {+ со, т.е. имеется 
ф-—1--0 

асимптота ф = 1; lim о (ф) =0, т.е. кривая асимптотически входит в полюс по 
ya +oo 

спирали. 
th @ 

(P—Nch?q@ (p— 1 /’ "К Kak ф—1< 

| 
< > sh2q@ при ф>> 1, то р’ (ф) <0, следовательно, функция р убывает (рис. 16). 

Возьмем производную о’ (ф) = a( 

$ 11. НЕКОТОРЫЕ ВАЖНЫЕ НЕРАВЕНСТВА 

11.1. Неравенство Юнга. Рассмотрим функцию ф(х) = ax — ~~ 
в . 

->®, x>0, a>l, а>0, ++ + = 1, и исследуем ее Ha экс- 

тремум. 
Производная этой функции Ф’(х) = a — x*—! обращается в нуль 

| 

при x = a%—!, а вторая производная ф” в этой точке отрицательна; 
следовательно, имеем 

m or 
_t 1 — a—I| 6 a—I В 

Флот рр 0, 
a 

так как >—- = 

a В 
Таким образом, ф(х) <0 Ух>О0, т. е. ax< + Ух > 0, 

| | 
а > |, = з = 1. Полученное неравенство выполняется и при а = 0. 

Взяв произвольные А >20, В>0, p>1, g>1, причем р и д такие, 

что — + <-= |, найденное неравенство запишем в виде 

АР Ba 
В. 

Его называют неравенством Юнга. 

11.2. Неравенство Гельдера. Покажем, что Va;>0, В, >0, {= 
—- | 

= |, пи таких р> 1, 9 > 1, что > + — = |, справедливо неравен- 

ство Гельдера 

п 

Покажем сначала, что Уя, 20, В 20 таких, что у г < 1, 
=] 

» В! = 1, где р>1, 9> |, + = 1, выполняется неравенство 
=al 

У ap; < 1. (1) 
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Действительно, суммируя левые и правые части неравенств Юнга 

И 
о В; => + ’ t= |, п, р 9 

получим неравенство 

\ р | у 1 | 
у о В; < » о -. PhS а = 
{==] t=] (=!) 

Полагая в неравенстве a 

Qt b; 

a, = 1? В: — - 

п р. п q 
& р YT q 

|У a) » Ht) 
i=! i=] 

получим неравенство Гельдера. » 
Если в неравенстве Гельдера положить р =g =2, то получим 

уже известное неравенство Коши — Буняковского. 
11.3. Неравенство Минковского. Покажем, что Va, > 0, В, 20, 

Е = 1, пи Ур >> 1 справедливо неравенство М инковского 
1 i 1 

» (a, +b) < < a?) +(¥ и) 
i=] i=! 

| | 
 Выберем такое д > 1, чтобы выполнялось равенство > + 7 = I, 

и применим неравенство Гельдера к каждой из сумм, находящихся 
в правой части тождества 

п п 

У (a, + 6,)? = Ха + 6°! + Yb: (a; + 6)". 

При этом получим неравенство 

1 i 

> (a; + 5)’ <(¥ af) [У a, + yom)" 4 

1 as 

+ (У it)” » (a; + oe)" : (1) 
i=] 

| 
Поскольку — = | > (р — 1)g = р, то неравенство (1) имеет вид 

| ; \-+ ; 1 1 

Ханы (У ca, + 09") "(Sar)" + (Хм). © 
Из неравенства (2) следует неравенство Минковского. д» 

Неравенства Гельдера, Коши — Буняковского, Минковского иг- 
рают важную роль при оценках различных выражений, имеющих вид 
сумм. 
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$ 12. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ВЕКТОР-ФУНКЦИИ 

12.1. Дифференцируемые вектор-функции. 

Определение 1. Вектор-функция ff: 9 — В", Э=< В, называет- 
ся дифференцируемой в точке ху интервала 9, если 
существует такой постоянный вектор & СВ”, что 

lim 1 (x) — f (хо) — L(x — хо) —0 1 
L>Xq X— хо ~~ (1) 

Здесь предел вычисляется в смысле сходимости по одной из трех 
введенных в главе 2 норм пространства К”. 

Из определения | следует, что приращение дифференцируемой в 
точке xX) € J вектор-функции f можно представить в виде 

f (x) — f (Xo) = E(x — xX) + a(x, Xo) (xX — Xp), (2) 
где @ (x, №) — 0 при x > Xp. 

Равенство (2) эквивалентно т скалярным равенствам 

fy (x) — Fy (хо) = Ly (% — хо) +O; (х, Хо) (х — хо), j=l, т, (3) 

где @, (х, №) — O при x — хо, из которых следует, что каждая компо- 
нента дифференцируемой в точке х, вектор-функции f является диф- 

ференцируемой числовой функцией, причем L, =f, (%), j =1, м. 
Таким образом, постоянный вектор Ё имеет вид 

L = (fi (Xo), f2(X%o), «+ > [т (%)). (4) 

Ero обозначают Ё = f' (хо) и называют производной вектор-функции f 
в точке Xp. 

Справедливо утверждение: пусть вектор-функция }(х) = (1 (x), 
fo (х), ..., fn (x), хЕЯ, Я CR, имеет дифференцируемые в точке 
x, Е 9 компоненты |, j =1, т. Тогда вектор-функция f дифференци- 
руема в этой точке, причем 

lim fi) — fo) — Г" (Xo) = (fi (Xo), Р (%о), «+ ~ 5 Fm (Xp)). х— № 

Поскольку значение вектор-функции } принадлежит векторному 

пространству В” над полем В, то в В" определено сложение (следо- 

вательно, и разность f (x) — f (ж)). Кроме того, в В” определено ум- 

Pa (x =2 x)) — элемент поля В. Поэтому имеем ножение на x— 

f(x) — Ff %o) _ | hy (*) — 1 (Xo) fe (x) — fe (Xo) [т (Х) — Tm (Xo) ). 
X— Xp X — № , x — X, yee x — Xo 

Сходимость в [R” эквивалентна покоординатной сходимости, а так как 
. —} , . > . Хх) — x ’ lim А a =f;(x,), j=1, т, то jlim Г = 0) — Г’ (хо). № 

х->хо CX, 

Таким образом, вектор-функция f: J -> В” дифференцируема в 
точке х, © J тогда и только тогда, когда каждая ее компонента диф- 
ференцируема в этой точке. 
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Определение 2. Пусть f — вектор-функция, определенная на ин- 
тервале J < В и пусть x) такая точка из J, что полуинтервал J Г 
Й [х, + оо (J П 1-- оо, хуй) не сводится к точке. Вектор-функция] 
дифференцируема в точке х справа (слева), 
если ее сужение на полуинтервал 9 Г (xo, tool (J П |-— оо, ху) дид- 
ференцируемо в точке Xp. 

Значение производной этого сужения в точке ху называется пра- 
вой (левой) производной вектор-функции f в точке хо и обозначается 

fi (%) (1 (№%)). 
Пусть f — вектор-функция, определенная Had, х ЕЯ, и f непре- 

рывна в этой точке. Из определений | и 2 следует, что вектор-функция 
f дифференцируема в точке х, тогда и только тогда, когда она обладает 
в этой точке как правой, так и левой производной, равными друг дру- 
гу; тогда 

Г! (хо) = f+ (%) = Г (о), 

где ]{. (х) = lim Го) = f (0) ‚ f-(%)= lim 
X4+X,+0 X — Xo X4+Xo—0 

Определение 3. Вектор-функция f, определенная Ha интервале J <- 
< В дифференцируема (дифференцируема справа, Oud- 
ференцируема слева), на 9, если она дифференцируема (дифференци- 
руема справа, дифференцируема слева) в каждой точке этого интер- 

вала; функция x нь Г (x) (x fs. (x), Xt» f- (х)), определенная Ha 
J, называется производной (правой производной, левой про- 

изводной) функции f и обозначается f', Df или ей (f+, У). 

12.2. Линейность операции дифференцирования. 
Теорема. Множество вектор-функций, определенных на интервале 

Я < К, принимающих свои значения в пространстве В” и дифферен- 
цируемых в точке х, Е J, образует векторное пространство над по- 

а . 
лем В, и fr ей (хо) есть линейное (однородное) отображение этого 

f (x) — f (хо) 

пространства в В”. 
< В зекторном нормированном пространстве В” определены внут- 
ренняя и внешняя бинарные операции (соответственно сложение и 
умножение на действительные числа), поэтому УхеЕЯ и «СВ 
имеем 

+80) — Ч +) = 
= A 1) + EE — 8 0), 

(Of (8) = абы) = A (F(x) — 1) X— Xo 

Переходя к пределу при x — ху, получим, что f + g ия} дифферении- 
руемы в точке х, и имеют в качестве производных в этой точке соот- 
ветственно f° (хо) + g’ (Xo) и af’ (ху). > 

Следствие. Множество вектор-функций, определенных на интер- 
вале Я < В, принимающих свои значения в одном и том же простран- 

296



стве IR" и дифференцируемых на 9, образует векторное пространетво 
а 4 над полем В, a fr» —чх Является линейным (однородным) отображе- 

нием этого пространства в векторное пространство отображений 
интервала J в В”. 

12.3. Основные теоремы. 

Теорема Т (0 производной сложной вектор- 
функции). Пусть |: 9-8, в:9, >В”, IDF (J). Если 
функция f дифференцируема в точке х Е J, а вектор-функция в дид- 
ференцируема в точке } (хо) Е J,, то композиция gef имеет в точке 

хо производную, равную 8” (f (х)) (хо). 
<q Образуем на интервале J вектор-функцию 

8 (f(x) — &([(хо)) 
u(x) <2 | Не SO FOV AT (0) 

f° (7 (Xo)), если /(х) = | (хо) 

и повторим все рассуждения, проводившиеся при доказательстве тео- 
ремы 3, п. 1.5. > 

Теорема 2 (о конечных приращениях). Пусть 

f : la, 6] — В” непрерывная на la, 6] вектор-функция, дифференцируе- 
мая на интервале ja, bl. Тогда существует такая точка ЕС Ja, Ol, 
что 

[Я (6) — (а) 7 ®1%6 — а). (2) 
Здесь символом | - | обозначена евклидова норма вектора простран- 

ства В”. 
Если f (a) =f (6), то неравенство (2) выполнено WE € Ja, bl. Рас- 

смотрим при f (5) = ] (а) числовую функцию 

p:t-» (f(b) — f(a), f(t), axt<b, 

где символом (. , -) обозначено скалярное произведение векторов. 

Поскольку функция ф удовлетворяет на сегменте [а, 6] всем ус- 
ловиям теоремы Лагранжа о конечных приращениях, то JE Ela, Ol 
такое, что 

ф (5) —Ф(а) =Ф' (5) (6 — a). (3) 
Принимая во внимание, что 

ф(5) — 9 (a) = (7 (5) — f(a), f (6)) — (f (6) — f(a), f(a) = 
= (f (6) — f(a), f(6)—f (a) =|f()—f@|’, 

ф’ (Е) = (f (6) —f(@, f (8), 

формулу (3) запишем в виде. 

|1 (6) — f (a)? = (1 (6) — f(a), Г ©) (6 —а). (4) 
Применив к правой части равенства (4) неравенство Коши — Буня- 
ковского, получим неравенство 

If (6) — Г (а) < |1 (6) — f(a) - If (81 — а). (5) 
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Сократив обе части неравенства (5) на |} (5) — f (a) | == 0, получим 
неравенство (2). > 

Так как точка & в неравенстве (2) неизвестна, то обычно формулу 
конечных приращений для вектор-функции записывают в виде 

| f (6) — f (а) 1 sup | fi (%) (6 — а). (6) 
а<х<Ь 

12.4. Производные вектор-функции высшего порядка. Пусть век- 

тор-функция f: 9 -> ВК” дифференцируема на интервале J. Если 
производная f. является дифференцируемой функцией в точке ху Е J, 
то ее производная в этой точке называется второй производной функции 
{ при x = № и обозначается ]” (хо) или 277 (xo). Если эта вторая про- 
изводная существует в любой точке интервала J (что предполагает 
существование и непрерывность f’ на J), TO x +» f” (x) есть вектор- 
функция, которую обозначают f° или Df. 

Совершенно аналогично по индукции определяют п-ю производ- 
ную (или производную fN-ro порядка) вектор-функции f, которая обо- 

значается /" или D"f; по определению ее значение в точке x, J 
—1 

есть производная функции /"_'’в точке хо. Это определение предпо- 
k 

лагает существование всех производных f® порядка k < п — 1 вне- 

которой окрестности точки х, и дифференцируемость функции ГРЫ 
в точке хо. 

Говорят, что вектор-функция f дифференцируема п раз в точке Xo 
(соответственно на интервале), если она имеет в этой точке (соответ- 
ственно на этом интервале) п-ю производную. Считают, что } бесконеч- 
но дифференцируема на J, если она имеет на интервале J производ- 
ную n-ro порядка Wn С №, и называют { функцией класса С”. 

Индукцией по т получаем формулу 

Hh” (D"f) _ Df, 

которую следует понимать в том смысле, что если определен один из 
двух членов этого равенства, то другой также определен и равен пер- 
BOMY. 

Теорема 1. Множество вектор-функций, определенных на интер- 

вале J <: В, принимающих свои значения в пространстве В" и имею- 
щих на J п-ю производную, образует векторное пространство над 

полем В, а отображение f -> "| является линейным (однородным) 
отображением этого пространства в векторное пространство отобра- 

жений J в В". 
4 С помощью метода математической индукции легко доказываются 
формулы 

5" а) = "1+ H's, (1) 
D (af) =aD"f, а = const, (2) 

в предположении, что f H 8 имеют производные N-ro порядка. Pp 
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Теорема 2. Если вектор-функция f : J + В" имеет в точке ж Е 
СЯ п-ю производную, то 

п 
-я +#(/) 

1 = >, Ге. (х — хо)" + HX, Xp) (х — Xp)", (3) 
k=0 

20e @ (xX, Xo) — 0, когда x —> хо, оставаясь в 9. 
Формула (3) называется локальной формулой Тейлора вектор-функ- 

ции f. 
Ч Докажем формулу (3) с помощью метода математической индук- 
ции. При п = 1 имеем 

lim f (x) —] (хо) — Г (Хо) (x — Хо) — f' (Xo) — f' (Xp) — 0, 

Х — № e х- хо 

т.е. f (х) = f (%) Л (Xo) (х — хо) + & (X, Хо) (X — Xp), где G(X, хо) > 
—0 при х—х,. Предположим теперь, что 

п | 

1% — У 1 = (0) (x — Xo)" 
lim = = 0. (4) 
XX (x — Xo) 

Тогда, всилу предположения (4), для функции f° получим соотношение 

М Pl) 
Г (x) — у Л =“ (x — Жо)" 

lim n=l = 0, (5) —! 
Х- Xo (x — хо)" 

т.е. Уг>0 36>0 такое, что 

о 19 yy ye 
pe) LG и— Xo) 

(x — хо)" 
<e УхЕ S (Хо, 5). (6) 

Фиксируем окрестность $ (хо, 6) и рассмотрим вектор-функцию 

lh) 
g(x) =F (1) — УР (x — nyt, ES (ro, 8). (7) 

k=0 

Замечая, что g (xX,) = 0, применим теорему 2 Лагранжа, п. 12.3, (He- 
равенство (2)) к вектор-функции g на сегменте [х, xl Ух Е $ (хо, 
5), х> . Тогда, принимая во внимание неравенство (2), п. 12.3, 
получим следующее неравенство: 

| B(x) | = [а (x) — & (Xo) |<] 8" | (% — ж) = 

, у f (хо) — 
= f(®)— 2 gape | (% — Xo) < 

< Е (x — №)", ЕЕ ] Xo) x | < S (хо, 5). (8) 
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Таким образом, из предположения индукции получаем, что 

В) 
1 (Хх) — у Г (x — xy)" 

lim = = 0, (9) 
X+> Xp (x — хо)" 

ple) 
а поэтому f(x) = Sy Loo (x — x) + а (и, жа) (х — ж)", где 

k=:0 

и (х, Х,) > 0 при x> XxX. № 
Большая часть определений этого параграфа и доказанные теоремы 

справедливы не только в пространстве IR”, но и в произвольном дей- 
ствительном банаховом пространстве, в котором определена функция [, 
отображающая это пространство в другое банаховое пространство. 

12.5. Производная функциональной матрицы A: J — 9%. Пусть 
задана функциональная матрица 

а11 (Х) а1›(Х)... аш (X) 

Atay = [OEY Oe) бе | ан, i= тт, i= Tm 
От (х) т? (x) ... Amn (x) 

где аи : J — В — дифференцируемые в точке x,€ I функции. По- 
скольку % — векторное нормированное пространство, то составляя 
в Mt разность 

Аа11 (Xp) Ady (№) eae Аа! (Хо) 

AA (x) = A(x) — А(ж) = Аа»! (Xo) Да» (%) ... Adon (Хо) , 

где Aaj (Xo) = ар (Xx) — ах; (Xo), а затем умножая эту разность Ha 

‚ где Ax =х — ху, и переходя к пределу при Ax > 0) 
Ах 

lim S810) fi A120) im Bein (№) | 
Ax+o Ax Ах-0 х Ax+o АХ 

lim Ads, (хо) lim Дал (хо) lim Ado, (хо) 

im AW 4 Ho) — {| Ах-0 Ах Ах-0 Ах Ах-+9 Ах 

Ax+0 a , 

Na, (ху) Aa,» (хо) . Aa, (x 
| lim —— i ee tim — Ч 
Ax—+0 x Ax!) AX Ax +0 Ax 

получаем 
A, (Хо) ао (Хо)... Ay, (XQ) | 

а, (Хо) Agy (Хо)... а (Xp) 

А" (хо) = еее. 

| Any (Xu) Ч» (хо)... Any (Хо) 
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12.6. Производная скалярного произведения вектор-функций. Пусть 
1:9 — В”, в: J + В” — дифференцируемые в точке х ЕЯ вск- 
тор-функции. Тогда справедлива формула 

(f, 8) (%o) = (fF (%), & (%o)) + (хо), в’ (х)). 
< Исходя из тождества (f(x), &(х)) — (1 (хо), #(%)) = (Ff (x) — 
—f (Xo), &(х)) + (1 (xo), 8(х) —g(Xo)) и непрерывности скалярного 
произведения дифференцируемых (а значит, и непрерывных) в точке 
хо Вектор-функций f и &, получим 

Пт (f (x), 8 У о, 8 (хо)) — (lim! ea Tim g (x)) + 

+ (Го, Him RECO) — OF (xe), вор) + (Fo в). 
12.7. Производная векторного произведения вектор-функций. Пусть 

f: 9 — В”, в: 9 - В” — дифференцируемые в точке жЕЯ век- 
тор-функции. Тогда справедлива формула 

[f, 8) (%) = [1 (%), & (хо) + [fF (хо), 8" (хо). (1) 

q Как и в случае скалярного произведения, имеем 

(f (x), & (х)] — IF (хо), & (хо) — 

— | (x) — f (Xp) а (2) 4 | (Xp), g&(*)— g “2. (2) 
x — Xy x-- Xo 

Используя непрерывность векторного произведения дифференцируе- 
мых вектор-функций и переходя к пределу в тождестве (2) при X — Xp, 
получим формулу (1). p> 

12.8. Производная произведения числовой функции и вектор-функ- 

ции. Пусть f: Я +R", g: J > В — дифференцируемые в точке 
х ЕЯ функции. Тогда произведение gf является дифференцируемой 
в точке ж функцией, причем 

(Sf) (Xo) = 58° (Xo) f (Xo) + & (Xo) Г (хо). (1) 

q Переходя к пределу при х -> х, в тождестве 

g (x) f (x) — в (Xo) f (хо) _ & (x) — g (хо) f (x) +g (Xp) f Fy 

Хх —№ xX — № 
Xo 

и используя при этом дифференцируемость функций g и }, a также 
непрерывность функции ] в точке х,, получим формулу (1). p> 

12.9. Производная произведения функциональной матрицы на 

вектор-функцию. Пусть A (x) = (a; (x)), i = 1, т, j = 1, п — диффе- 

ренцируемая в точке х, Е 9 ‘матрица; }: J > В" — дифференцируе- 
мая в этой точке вектор-функция. Тогда вектор-функция А} дифферен- 
цируема в точке хо, а ее производная в этой точке вычисляется по фор- 
муле 

(Af)’ (xo) = A’ (Xo) f (Хо) + А (Xo) Г (Xo). (1) 
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q Переходя к пределу при х — XxX» в тождестве 

A (x) f (x) А (|) _ Al) — Axo) + | (x) ++ A (x,) LW= f (Xo) 
х — № X— № X — Xp 

получим формулу (1). p> 
12.10. Производная произведения ae матриц. Пусть 

A(x) = (ак (х)), = Г, т, | = п, B(x) = (6, (%)), [= 1, п, s=1, p, 

— дифференцируемые в точке хь € J функциональные матрицы. Тог- 
да матрица С (x) = А (x) В (x) дифференцируема в точке х и ее про- 
изводную можно вычислить по формуле 

С’ (Xo) = A’ (хо) В (Xo) + А (хо) BY (хо). (1) 

$ Перейдя к пределу при x > ху в тождестве 

А (x) B(x) —А (хо) B(x) _ A(x) — A (Xp) В (x) — В (хо) 
хо — = хх ~ B(x) + А (х,) 5х ° 

и принимая во внимание дифференцируемость матриц A и В, а также 
непрерывность матрицы В в точке Xp, получим формулу (1), являющую- 
ся самой общей из всех, полученных выше, поскольку из нее можно 
получить все предыдущие формулы, за исключением формулы произ- 
водной векторного произведения. д» 

Если ввести в рассмотрение производные высших порядков функ- 
Г циональных матриц A™ (x) = (al? (x)), i =1, т, j = Г, п, то можно 

получить обобщение формулы Лейбница производной 5-го порядка 
произведения двух функций на случай произведения матриц A: J > 
— %, В: 9 - 9%, $ раз дифференцируемых в точке x ЕЯ 

(A (x) В (x)) -> CSAS (x) B® (x), 

A(x) =(a,;(x)), i=l, т |=1, п, 

B (x) = (Dj, (X)), | И, М, r= 1, р. 

Если матрица A(x), [=], m, j= 1, m, не вырождена в точке 

x€J, то она имеет в этой точке обратную матрицу А", причем 

АА = АА = [ (2) 
—1 

Считая матрицы А и А’ дифференцируемыми в точке хЕЯ до- 
статочное число раз, можем последовательно вычислять производные 

матрицы А". При этом будем исходить из тождеств (2). 

Дифференцируя тождество АД" = [, получаем А’А! + А(А”")' = 

= 0, откуда находим (Aq!) == — АТА’ АР". 

Если дифференцировать тождество А'А = |, то получим, что 

(Aq) A + АА = 0, откуда следует полученная формула (A )’ = 
=—A A'A’., 
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Дифференцируя правую часть равенства (AW')’ = -- А'А’А”" 
как произведение, находим 

(A~')" = ЗА" А' АТА’ АТ" — АА" А и т. д. 
Анализ формул дифференцирования, полученных вп. 12.6—12.10, 

позволяет сделать вывод, что оператор дифференцирования — =D 

действует на каждое из рассмотренных произведений (числовой функ- 
ции на вектор-функцию, скалярное, векторное, матрицы на вектор, 
двух матриц) согласно известному правилу дифференцирования про- 
изведения двух числовых функций. 

$ 13. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ ЧИСЛОВЫЕ ФУНКЦИИ 

ВЕКТОРНОГО АРГУМЕНТА 

13.1. Дифференцируемые числовые функции т переменных. Диф- 
ференциал и производная. [Пусть f — числовая функция, определен- 

ная на множестве Х < В” и a, € Х — предельная точка этого мно- 
жества. 

Определение 1. Функция f называется дифференциру-е- 

мой в точке 3, если существует такая линейная форма L : В” > 
— К, что выполняется соотношение 

L>L,y 12 — xp 

где | т — %, | — любая из трех введенных в рассмотрение в главе 2 

норм вектора (x — Xo) ЕВ”. 
Из соотношения (1) следует; что приращение дифференцируемой 

в точке х, функции | имеет вид 

f (x) — f (a) = L (x — 1) + a(x, 2) |1 — 1 |, (2) 

где & — 0 при | х — 1. | — 0 (T. е. при х - a). 
В дальнейшем предполагаем, что Х =D, где D — область про- 

странства В”. 
Определение 2. Если функция {дифференцируема в точке x, € D, 

то линейная форма L:h+e Lh, ВЕК”, называется полным 
дифференциалом функции | в точке 2 и обозначается 

df (хо): 

df (a,) (в) = Lh, ВЕБ”. (3) 
Пусть {€,, е,, ..., ет} — стандартный базис пространства В” 

(множество векторов е‚, Е В”,./ =1, т, у которых ]|-я компонента 
равна единице, а все остальные компоненты нули). 

Линейной форме Г: В” — В при фиксированном базисе {е;; | = 
=1, m} соответствует матрица-строка А = (аа, ... ам), а, ЕВ, а 
произвольный вектор hk = (h,, hy, ..., Am) можно разложить по 
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базисным векторам пространства В”, представив его в виде 

h = У h je;. 

i=l 

Из линейности формы L следует, что 

[№ = И У hye = У Ве, = Хай, (4) 
|= i=] j=] 

так как Le;= 4Q,. 
Следовательно, полный дифференциал дифференцируемой в точке 

x,€D функции f имеет вид 
т 

df (хо) (в) = Хай, (5) 

а ее приращение в точке Ly записывается следующим образом: 

т 

Ч 

f (x) — F(a) = Зах, — x) + (a, 1.) | — oI. (6) 
{= 

Первое слагаемое в правой части равенства (6) есть значение диф- 
ференциала dj ($) при h =x — Xo, а второе слагаемое при х - т, 
является бесконечно малой функцией более высокого порядка, чем 
[х — 4 |. 

Определение 3. Пусть функция f: D> R, Вс В”, дифференци- 
pyema в точке 2,€D. Матрица-строка А = (QQ... Am) линейной 
формы L называется полной производной функции | в 
точке ху и обозначается [ (xp). 

Согласно этому определению имеем 

df (&o) (№) = [ (a) h, ВЕК”. (7) 
Заметим, что из дифференцируемости функции / в точке Lp следует 

ее непрерывность в этой точке: 

lim f (2) = f (5%). 
LL 

Определение 4. Функция | называется дифференцириуе- 

мой в области DCR", если она дифференцируема Ух ЕР. 
Если функция / дифференцируема в области D, то при каждом 

фиксированном ФЕД [Г есть линейная форма, действующая из 

В” в В, т. е. функция, определенная при всех № Е В” и принимаю- 
щая значения LAER. 

С другой стороны, каждой точке x € D соответствует производ- 
ная /’ (x), поскольку { дифференцируема в области О. 

Таким образом, дифференцируемая в области О функция f порож- 
дает в этой области функцию [со значениями в пространстве 9%. 

13.2. Частные производные. Пусть {: р — В, Dc К”. {e,, е., ... 

..) @m} — стандартный базис пространства К” {множество векторов €; Е 

СВ”, | =1, т, у которых |-я компонента равна 1, а все остальные 
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компоненты нули). Определим в области D функции 0} с помощью 
соотношений 

если при каждом | =1, т этот предел существует. 
В числителе правой части соотношения (1) приращение получает 

только j-A компонента вектора х, следовательно, Df является произ- 
водной функции { по переменной x, при фиксированных значениях ос- 
тальных переменных. Поэтому используют обозначения 

Dif = yey или Фр = bap (2) 
а значение функции Df в точке x Е Р`°’называют частной производ- 
ной функции {| в этой точке. 

Из определения дифференцируемой в точке 2,€ D функции {и 
формулы (6), п. 13.1, следует, что она имеет в этой точке конечные 
частные производные по всем переменным, причем 

of 
“Ox; (Lo) — Qj, j — 1, т. (3) 

q Если /-я компонента вектора 2 получает приращение { при фикси- 
рованных остальных компонентах, то формула (3), п. 13.1, принимает 
ВИД 

f (Lp + te;)— f (#9) = at + а (4) 
где & — 0 при { — 0. Разделив обе части равенства (4) Ha ft = 0, по- 
лучим 

lim Ро fe) = f(a) а. — 2 j= 1, т. p> (5) = 4) = Be (Lo), | 

Из соотношения (5) следует, что для дифференцируемой в точ- 
ке х, функции / существует единственная линейная форма из опреде- 
ления |. Отметим также очевидную связь между полной производ- 
ной дифференцируемой функции {| и ее частными производными: 

$e (Xo) = f' (a) e;, | = 1, т, e; — векторы стандартного базиса про- 

странства IR”. 
При изучении дифференцируемых функций одной переменной было 

установлено, что из существования конечной производной [в точке 
x,€IJ следует дифференцируемость функции f в этой точке. Для 

функций f: DR, DCR”, при т>| из существования всех ко- 
нечных частных производных в точке 2 не следует, вообще говоря, 
ее дифференцируемость в этой точке. Например, функция f(x) = 

г 

= |x,x,|, 2€IR*, имеет конечные частные производные в точке 

= (0, 0): 

of 
Ox, ara t F © = tim КОИ 0, 

OX» 1-0 l 
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однако она He дифференцируема в этой точке: если бы / была дифферен- 
цируема, то, согласно формуле (3), п. 13.1, имели бы 

Af (0) = f (xz) —f (0) = И | x,x,| =e] 2], 
где © — вектор с компонентами xX, и х,, а а—>0 при |x|—>0. Взяв 

2 2 евклидову норму |2| = Их +X) и полагая x, = x, = 150, полу- 

чим &@ = ——, что противоречит определению функции &. 
V2 

Пусть функция f дифференцируема в точке 2, Е D. Тогда, принимая 
во внимание формулу (5), приращение функции | в точке 2 имеет вид 

f (x) — f (хо) = Р (50) (2 — 2) а (<, 2) |Z — ж| = 

- Уж в, — 4H) + le, ele — a), (6) 
где a(x, 1.) 0 при х-> 4. Полная производная } (5,) функции } 
принимает вид 

f' (0) = (Fe (oe) Seo) «Geer (в). 
Так Kak @(2%, 1). |х—1|=0(|%— |), то формулу (6) записы- 
вают в виде 

f (a) — f (a) = yz (20) (x; — x9) + 0(|a—ay|), 2—4. (7) 

Приращение дифференцируемой в точке Ly функции | можно также 
представить в виде 

[(2) — f (5) = (Г (%.) + B(x, 10)) (5 — 15), (8) 

где В — матрица-строка (B,, Bs, ..., Вш), элементы которой удовле- 

творяют соотношениям т В; (x, x) =0, |=1, m. 
L> Lo 

<q Для доказательства предположим, что норма вектора х — Ly ев- 
клидова |x — |= |x2—a,|,. Исходя из неравенства 

т 

|2 — <Уш- = У, (x; — x9) sgn (x; — x9) 

|x — м. |1 и обозначая = 0(z, х,), получим равенство 

|x — 2 | — у, 9 (x, Ly) (x; — х9) sgn (x; — x4), 0< 6 (a, Lo) < | 
j=! 

с помощью которого формула (6) принимает вид 

| (x) — | (Lo) = P (Lo) (x — Lo) + B (т, Lo) (x ~~ Lo), 
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где В — матрица-строка (В, (x, Lo) В, (x, Lo)... Bm (#, Lo)), В; (XZ, Zo) = 
= (1, т.) 0 (х, т.) sgn (x; — №), В; —=0О при 1—4, так как 
& (т, №) —0 при r> 2X. № 

Из неравенств | £& —4, |; <|х—4, |, <|< —х,|,, которые выпол- 

нены в В”, следует, что форма записи сохраняется для третьей 
и второй норм, причем в последнем случае 0 (х, 2) = 1. Формулу (8) 
часто записывают в виде 

т 

fw) — (ae) = SY SE (we) (x; ров (x, %) (x; — x), (9) 
где B;(z, т) —0 при r>a2, j=1, т. 

13.3 Производная функции по направлению. Пусть D — область 

пространства Ю”, f: D > Ю, 2, € D, е — единичный вектор с компо- 
нентами от, Og, ..., Xm, ВЫХОДЯЩИЙ ИЗ ТОЧКИ Lo, Ё > 0 — скаляр и le € 
ЕД. Рассмотрим приращение функции { в точке х, в направлении 
вектора e: } (х,- te) — f (x). 

Определение. Если существует конечный предел 

о fe) — bao) 
t+0 [ , 

то назовем его производной финкции f в точке м, в направлении e 
д St (ay). 

Теорема. Если функция | дифференцируема в точке Xo, то она име- 
ет производную по любому направлению e, выходящему из этой точки, 
причем 

и обозначим 

д I (ay) = (VF (xy), е), (1) 
где V/ (xo) = grad } (x,) — вектор с компонентами ae (£4), ot i —— (5%) ,. 

., я (%,), который называют градиентом функции | в точ- 

ке Zo, (.. .) — скалярное произведение. 
Из дифференцируемости функции f в точке 2 следует равенство 

f (&y + te) ) — flay =1 - (9) &; + [В 
j=] 

где В (1 > 0 при Ё > 0. Разделив обе части этого равенства Ha f > 0 
и выполнив предельный переход при { — 0, получим 

af 
Ge (о) = lim 

[Mot fe) О — NY (ayy) on; = (VF (to), ©). № 

Анализ формулы (1) позво ляет сделать следующие выводы. 

a eT функция f возрастает 

быстрее, чем в любом другом направлении, выходящем из точки хх, 

1) В направлении вектора e = 
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д 
а скорость этого возрастания = (%.) равна | V/ (z)|. Это направле- 

ние быстрейшего возрастания функции. 
Vi (Xo) 

f (zo) 
принимает наименьшее значение, равное — | Vf (x,)|. Это направление 
быстрейшего спуска функции [. 

д 
2) В направлении вектора е = —1 | производная Г (жо) 

3) В направлении е, ортогональном к вектору V7} (2%), ot (Xo) = 

= 0; в этом направлении приращение Af (ax,) имеет более высокий 
порядок малости при 4 - ху, чем | — 2B, |. 

4) Для всех остальных направлений, выходящих из точки Lp, 

имеем 

— | Vf (2) |< L(y) < | Vi (xp) |. 

Отметим, что вектор V/ (55) не зависит от направления е и что OH 
может существовать независимо от дифференцируемости функции f/f. 
В то же время, как уже установили, из дифференцируемости функ- 
ции / в точке 2 следует существование ее градиента в этой точке. 

Итак, вектор-градиент указывает направление быстрейшего воз- 
растания функции |], а его евклидова норма равна производной функ- 
ции [ в точке 5, в этом направлении. 

13.4. Формула конечных приращений. Достаточные условия диф- 
ференцируемости функции. 

Теорема 1. Пусть {:р-—В — непрерывная в области DCR" 

функция, частные производные которой a , f=, т, существуют 

в некоторой окрестности $ (zx, 6). Тогда для каждого LES (x, д) 
справедлива формула 

f(x) —| гу [0 (1) 
[=] 

где hy = x; — x", By == Ly + O,hye, + у Пе, § =X) + O,h,e, + 

+ У йе’, ...у Ы = Xo + 0, Ape, ++ ay йе’, ...у т — Xo + OnAmems 
j= j=3 

0<6,<1, e; — векторы стандартного базиса пространства В" 
Формулу (1) будем называть формулой Лагранжа конечных прира- 

шений для числовой функции векторного аргумента. 
Представим приращение функции { в точке Lp в виде: 

f(t +в) —} (20) = (в, + Y her)—i (eo + У ‚+ 

+ |= + у he.) mie + x he) +... + 

+ (re + у, не) — f (24+ hem) ) + (f(t + hint) — F(t) 
j=m—| 
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Каждая скобка этой суммы содержит приращение функции р, соответ- 
ствующее приращению лишь одной координаты. Применив формулу 
Лагранжа конечных приращений для числовой функции одной пере- 
менной к разностям 

т 

Ка + У ine,) — F(x + У nei), = т — Ти f(a + Вет) — 

— | (Lo), 

получим 

f (& + h) — f (5) = 5, of rele Ome + Shey) += ae - (2 + 

+ Oh, + x he,} h, + eee +- а 

т—1 

(Ly + On—1Am—1em—| + 

m 

+ Вел) ni + Garr (0 + nlm) Hm = У, 5 (ВО Aye № 
j=! 

Используя формулу (1), докажем теорему о достаточном условии 
дифференцируемости функции нескольких переменных в точке. 

Теорема 2. Для того чтобя функция f:D—-+R, ede О —об- 

ласть пространства В”, была дифференцируемой в точке ЕО, 

достаточно, чтобы частные производные ~—, | = 1, т, существо- 
Ox; ’ 

вали в некоторой окрестности S (a, 6), а в самой точке ту были 
непрерывны. 

4 Из существования частных производных 5, j =1, m, в окрест: 

ности 5 (5, 6) =) и их непрерывности в точке х, следует, что 

У —>0 1768 6: УмжЕЗ (x, b> | a <2 (2) — Gu (wo) |< Фикси- 

руем окрестность $ (%., 61) и пусть (5 + #)Е5 (Xo, 6,). Применив 
формулу (1), получим 

f (x, + h) —f (2) = Ye (ate) fy + 
j=l 

+ (se) — Fy led) hie HES le, 80 

~
.
 

п 

Оценим выражение @ = У(5 &) — SE (ay) hy, Так как &,6 
=] 

— 3h ce - (=) <*, |=Гм. Тогда 
lat 

lJal<m—|h|=e|h|, lh | 

при х-— 2. Таким образом, / (2, +h) —f (a) = | (=) + 0(й]), 
т. е. функция f дифференцируема в точке Zp. № 

Е$ (2, 61), | =1, т, то (2p) 

«в, а это означает, что a=0(|h|) 
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Обращаем внимание на TO, что условие непрерывности частных Mpo- 
изводных функции | в точке 2 Е О не является необходимым для диф- 
ференцируемости функции в этой точке. Приводимый ниже пример по- 
казывает, что дифференцируемая в точке функция может иметь раз- 
рывные частные производные в этой точке. Функция 

(x2 + x?) sin ——, если 2-40, 

fay=) Иа x ER’, 
0, если = 0, 

в любой точке x =& 0 имеет частные производные 

OF (1) = 2x, sin Pe ogg — | _ Я Яя Я, 
_ Of LO | 
Oxy (x) = 2x, sin =——- Pie яя cos eae 

В точке x = 0 частные производные вычислим, исходя из их опре- 

деления: 

2 sin 
— x 

ot (0) = lim ^^ 9 10 т — = 0, 
Ox х,-0 1 ¢,+0 *y 

2 sin 
—_ x 

0} (0) — lim f (0, Xo) f (9, 0) — lim 2 —0. 

OX, X_->0 Xo Xo 0 Xo 

д of 
Покажем, что частные производные Я (a) И ox, (7) разрывны 

1 2 

в точке 0 и не ограничены в любой ее окрестности. Возьмем после- 
| 

довательность точек x, = —, — |, М » сходящуюся 

| " (; Van Va) EN} у 
д — 

к точке 0 при п- сю. При этом at (х) = —2Vnn— со. Следо- 
1 

д 
вательно, производная at разрывна в точке 0 и He ограничена 

1 

в любой ее окрестности. То же самое можно сказать и о частной 
. O 

производной 91. 
OX» 

Вместе с тем из того, что Я (0) = 1" (0) —=0, а приращение 
Xy OX5 

Af (0) имеет вид Af (0) = (x? + x2) sin —— — a|h|, где |№|= 
q+ x5 

=V 4x2, ‚и =| h| -sin——> 

ференцируема в точке 0. 

13.5. Дифференцирование сложных функций. 
Теорема (о дифференцируемости сложной функ- 

ции). Пусть D — область пространства ЮР", f — отображение об- 

т. —0 при |k|—0, следует, что } диф- 
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ласти D в пространство ©”, каждая компонента которого y, = |», 

Е =1, п, дифференцируема в точке x,€D, в — числовая функция, 

определенная в области пространства [”, содержащей множество 
f(D), дифференцируемая в точке у, =f (Xo). Тогда композиция Е = 
= gof дифференцируема в точке Xo, а частные производные функ- 
ции F в этой точке вычисляются по формуле 

п 

OF Yo д и акт (29 = У Gy Wo) Fup (oy = Tm. (1) 
q Так как функции /, дифференцируемы в точке ху, TO HX прираще- 
ния B этой точке имеют вид 

т ar ° 

р, (2) — Fa tq) = У, 5 (ay) (x) — 9) + Oe (а, 0) (2) 
i=] 

где |P_(X, ®)| =0(|%— 43|), T> XH, R= |, n. 

Из дифференцируемости функции g в точке у, = f (Xo) следует, что 

8 (У) — 8 (Yo) = & (Yo (у — Yo) + (у, Yo); (3) 

где |ф(у, Yo)| =о([у— |), У-> Yo- 
Подставляя в формулу (3) ] (x) вместо у и принимая во внимание 

формулу (2), получим 

F (x) — F (a) = g (7 (1)) — g (1 (55)) = 8' (Yo) (Ff (<) -- 1 (Lo) + 

+ P(f(x), 7(%,)) = у se (Yo) (te (©) — fe (Xo) + OF (1), f (Lo) = 
k=! 

n де i at, 

=> Sa (Yo) У дн (о) (x; — x9) + 

+ ¥ 2 (и) 9, (a, 2) + (f(x), Ff (5). (4) 

Поскольку |Фь (2, 20) | =0(12— ay), TO 
п 

>) де 

a ays (Yo) Px (2, Lo) 

Оценим 1р (1 (5), f (х.)), приняв во внимание, что |p (f (x), f (%)) |= 

J 

=0(|f(x)—f(a)|). Из неравенств |f (2) —f (2%) |< У, [+ (2) — 
k= 

=0(|х— 4 |). (5) 

п т мт | 
ыы < У (У Se (we)| = Lx) — 29) +1 04 (@, 5 |<С12— = 
С = сопз{, следует, что |p(f (x), 1 (5) | =0(|< — 2). 

Изменяя в формуле (4) порядок суммирования и принимая во вни- 
мание полученные оценки, можем записать приращение функции F 
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в виде 

т 

F (a) — Р(то) = М сни — Х) + 0(|@ — ol), (6) 
n 

sit где с, = Vi 28 т 1 = Зи (у о) Ox, ( о). 

Следовательно, syncs Г дифференцируема в точке 2 и 
OF 
Ox, (Lo) =c;. № 

Отметим важный частный случай теоремы, когда fp = хь: [=> 
-ых, (1, Е <1<Ь. В этом случае формула (1) принимает вид 

п 

aa 

a (to) = У Lo) —— (to), (7) 

где Lo = (% (1), Xe (to), ...-, Xn ()). 
Приведем пример применения формулы (7). Дадим определение, 

играющее важную роль в теории дифференциальных уравнений. 
Определение. Функция f : D — [R, где D — область пространства 

©”, называется однородной функцией степени a в области О, 
если УхЕО иУЕЕРЮ таких, что (аж ЕО, выполняется равенство 

f (ta) = °F (2). (8) 
Теорема Эйлера (об однородных функциях). Если 

i: р — Р — дифференцируемая в области D однородная функция 
степени &, то 

у, 

j= 

{ Запишем формулу (8) в виде ф (1 = ff (x), где x € D — фикси- 
рованная точка. Тогда 

(7 (2), = а (а) = 9" (2). (10) 
Дифференцируя функцию ф по формуле (7), получаем 

x; am (x) = а] (1) VxED, x = (м, Xq, ..., Xm). (9) 

v= NE 0, где & =a, /=1, т. (И) 
Из формул (10) и (11) имеем 

У их а » aE) (1%) x, =at™ f(x). (12) 

Полагая в (12) ¢ = 1, получаем формулу (9). p> 
Может оказаться, что функция f однородна в области D не по 

всем переменным, а лишь по некоторым из них, например, 

Py, tz) = (x1, Xe) ..., Xp, Мень...) Km) = РЕ), х = (у, 2). 
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Тогда, при выполнении условий теоремы Эйлера, справедлива фор- 
мула 

У я ®=а@), wep. 
j=R+1 

13.6. Полный дифференциал функции. Приближенные вычисления. 
В пункте 13.1 определили полный дифференциал дифференцируемой 
в точке 2, ЕО функции f: D> Ю, D CR", как линейную форму L 
из [Р” в КЮ, принимающую на произвольном векторе h Е [” зна- 
чение 

af (2) (h) = Lh =f’ (ah = У Я (a) hy, a Ox, 

Если @ (x) = x,, хЕК", To st =0 при k= | "op ah сле- 

довательно, Ф’(5) = (00...010... 0) и dx, (8) =ф (2) В =h,, 
в силу чего  нфреренциая функции f, дифференцируемой В точке 
т. ЕО, принимает вид 

df (a) (h) = У SE (ay) ах, (в), ах, ®) ЕВ. (1) 

Дифференциалы dx;, ] = 1, т, называют дифференциалами независи- 
мых переменных. 

Дифференциал функции { в точке х, ЕР можно также записать 
в виде 

df (то) (№) = [ (хо) ах (h), ах (В) ЕВ", 
где dx (h) — вектор, компоненты которого — дифференциалы независи- 
мых переменных. 

Если hk =т — %%, то вектор № называют вектором смещения из 
точки 2, в точку т. В формуле (6), п. 13.1, значение линейной формы 
[. = 4{ (x )) рассматривается на векторе смещения kh = х — By, HED. 

Если ©” — евклидово пространство, то дифференциал df (х,)(й) 

дифференцируемой в точке 2 € D функции | равен скалярному про- 
изведению градиента этой функции в точке Zp и произвольного векто- 

т 

ра РЕГ: 

df (Xo) (№) = (Vf (хо), й). (2) 
Полагая Af (a) = df (х%5)(№) в достаточно малой окрестности $ (2, 6), 

можем приближенно вычислять значения }|(х) УтЕ$ (1, 5) 
по формуле 

f (x) = f (xo) + df (a) (®), kh =x —2y. 

13.7. Инвариантность формы дифференциала. Пусть выполнены 
все условия теоремы о дифференцировании сложной функции из пунк- 
та 13.5. Тогда дифференциал сложной функции F = в > f имеет вид 

п 

dg (yo) (№) = У, SE (yu) а» (в), аук (BV ER, (1) 
k=| 
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т. е. форма дифференциала сложной функции такая же, как и в фор- 
муле (1), п. 13.6. 
$ При выполнении всех условий упомянутой теоремы, функции Ff = 

= во] и и, =Ь, Ё = 1, п, имеют каждая полный дифференциал в 
точке x ЕР: 

т 

4 (Е © f) (ato) (lt) = AF (aq) (в) = У 5, (ао) dx, (h), ах, (В) ER, (2) 
= 

df, (aa) (h) = У (wp) dx (в), ах (ВЕВ, в=Т,п. = (9) 

Подставив в правую часть формулы (2) значения частных произ- 

ВОДНЫХ (z,), вычисленных по формуле (1), п. 13.5, получаем 
Ox; 

ча и д 

dg (Yo) (2) = d(g¢ f) (хо) (h) = ¥/ ie (Yo) 5х, a (a) dr (hk). (4) 
=! \k=I 

Изменив в правой части формулы (4) порядок суммирования и прини- 
мая во внимание формулу (3), получим формулу (1): 

dg (Yo) (h) = у = 5,7 (Yo) y 4 si (1) dx; (h) = 
k= YR 

= > SE (Yo) dye В), dyp В) ЕВ, аук (le) = df (ay) В). 

Таким образом, полный дифференциал сложной функции сохра- 
няет форму. Однако следует иметь в виду, что сомножители dy, в фор- 

муле (1) являются дифференциалами функций у, =—f,, Е =1, n, в 

точке х,, а не приращениями координат точки у, С КЮ”. 
Исходя из доказанного свойства инвариантности формы диффе- 

ренциала, можно утверждать, что справедливы следующие формулы 
для любых дифференцируемых функций, независимо от того, являются 
ли они сложными, или нет: 

К NEL Gee Odo det de (5) 

4 (ид) = = (uv) аи + = > (uv) dv = vdu + иду, (6) 

и д и Ul vdu — udv 

[7 | и vdu — udv 
Например, d (arctg +) = on = пар 

ur 

I> = 

13.8. Частные производные высших порядков. Пусть функция 

f:D—R, где Ор — область в В", имеет частные производные в не- 
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которой окрестности $ (4%, 6). Если функции ot , j= 1, т, имеют 
| 

каждая частные производные в точке 2, ЕО, то будем называть их 
частными производными второго порядка функции { или вторыми 

2 

частными производными и обозначать дя: (%.) или Г, tp (1,), К = 

=], т, | = |, т. Если К = |, то частные производные называются сме- 
шанными. Из определения частных производных второго порядка следу- 
ет, что у функции т переменных их может существовать т?. Если 
частные производные второго порядка определены в © (ху, 6) и име- 
ют каждая частные производные в точке 2 €D, то в этой точке 
можно определить тз частных производных третьего порядка: 

5 all (z,), Бр R= 1, т. Если it RV ij VV kj, то частную 
XOX pOX) 

производную третьего порядка называют смешанной. 
Совершенно аналогично по индукции определяют п-е частные 

производные (или частные производные л-го порядка) функции } и 
п ] . 

обозначают дк... дя (x), 1, ..., Е, | =1, т. По определению, 

их значения в точке т) есть частные производные функций 
anf oo . 

дя, . дкдх › г...., Е |=1, т, в этой точке. Таким образом, 

функция / может иметь в точке х,ЕД (или в каждой точке хЕО) 

т” частных производных n-ro порядка. Но при выполнении некото- 
рых условий смешанные частные производные высших порядков не 
зависят от того, в каком порядке производится дифференцирование 
по переменным x), ..., Xp, Х,. Это означает, что такие смешанные произ- 
водные равны между собой, откуда следует, что общее количество 
частных производных 7-го порядка равно не т”, а значительно мень- 

2 2 

ше. Например, если 1), 152, то общее коли- 
OXxjOXp (Xo) — OXpOX; ( 4 1) 

тит 

9 ’ чество частных производных функции | в точке ж, равно 

а не м?. Сформулируем и докажем теорему о равенстве смешанных 
производных второго порядка, называемую теоремой Шварца. 

д? ary 
дхьдх; и Ox jOXp функ- 

ции f:D—>R, DCR", существуют в окрестности точки x, из об- 
ласти D и непрерывны в самой точке Xy, то 

a») 9 
x,0%, "0 = Geax, (о). (1) 

Теорема 1. Если cmewanuole производные 

< Рассмотрим выражение 

ш = (f (a + hye, + hje;) — f (Xo + Вье,)) — (1 (5 + hje;) — 1 (10), 

где е,, е, — векторы стандартного базиса пространства К” и k<j. 
Выражение ш можно рассматривать как приращение функции Ф: 

хь > f (ty + (х, — x9) ey + hje;) — f (ay + (х, — x2) e,) в точке x, По 

формуле Лагранжа конечных прирашений для функции одной 
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переменной имеем 

w= Ф (xp + h,) —@® (Xp) = пФ», (Xp + 0,h,) = 

д 
— Ик (ser (2 + Oih,e, + hje;) — = (Lo + В,нен) ‚ VOSA]. (2) 

Повторно применяя к разности в скобках формулу конечных прираще- 
HHH, получим 

2 

WwW = hh, iS (Xp + 0,h,e, + 0,h,e;), 0— 0, <l. (3) 

Рассматривая выражение W как приращение функции ф:х, => f(x + 
+ hye, + (x; — x?) e;) — f (ay + (x, —№)е;) в точке хи дважды при- 

менив формулу конечных приращений, находим 

w=h ‚(эх oh (Ly + Ayey + Oghje;) — $e (Ly т бей — 

=h,h, дх, a (%, + O,h,e, + 8,h;e;), 0<0,<1, i= 3, 4. (4) 

‚ риравнивая правые части равенств (3) и (4), сокращая затем на 
hh, AO и переходя к пределу при й,—>0, И, 0, получим, приняв 

01 01 
во внимание непрерывность смешанных производных Ox Oxp И дхьдх; 

в точке Lp, , 

0°] _ 91 
дхьдх; (2о) — OX jOXp (0). > 

Доказанная теорема предполагает существование смешанных про- 
изводных в некоторой окрестности точки хо, их непрерывность в этой 
точке и относится к двум фиксированным смешанным производным, 
без предположения существования остальных. 

Выделим класс функций, имеющих все частные производные вто- 
рого порядка в фиксированной точке x ЕД и при этом 

2 02 —_ ; 

Sey (9 = ак (a), kR,j=l,m, КУ], 

Определение. Функция |: О > Ю, гдер — область пространства 

К”, называется п раз дифферен цируемой в точке x, Е О), если она име- 
ет в этой точке и в некоторой ее окрестности S (xo, 6) все частные 
производные (п — 1)-го порядка, каждая из которых является диффе- 
ренцируемой функцией в точке Io. 

Теорема 2. Если функция | : D > Ю дважды дифференцируема в 
точке x,€ D, mo в этой точке выполняются равенства 

д? 02 . ——— : ol (ay) = <2 (a), by i= im, в) 5) 
< Из определения дважды дифференцируемой в точке х, функции 

следует, что частные производные Oude (a), i, = 1, т, существу- 
t 

ют. Вводя в рассмотрение выражение w и функции Ф, WV из теоре- 
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мы 1, равенство (2) запишем в виде 

д 
Ш =, (= (Ly + Oyhpey + № — ot = (a) — 

д 

— (р (0+ ое — зы (a3) 6 
sL — дифференцируемая в точке 2% функция, то спра- 

ведливы an 

Поскольку 

See (ao + Oy hye, + hje;) — oe (1) = 

= a (то) O,h, + дя. в (то) A, + а, 0, А» + а.В,, (7) 

д д 0? 
— (2, + 0,h,e,) — = (Lo) = a (25) Oh, + &g0,h,, 

где a,, $ = 1, 2, 3 — бесконечно малые при < — x функции. 
Подставив (7) в (6), получим 

02 — 

w= Вь (sae (Lo) h, + Oh, + са , (8) 

где a, = (a, — & 3) 90, — бесконечно малая при x — 2 функция. Дей- 
ствуя таким же образом, выражение (4) преобразуем к виду 

w= hy (дет (ae) ha + Bil + Bats), (9) 
где В,, В» — бесконечно малые при 4 —> 25 функции. 

Приравняв правые части равенств (8) и (9), полагая при этом ЙА, = 
= й, = Пи сокращая на h? = 0, получаем равенство 

0 92} 
Seay (в $A= aT ( x) + В, (10) 

где а и В — бесконечно малые при x — 2 функции. 

Равенство 
0) a} 

OX ),0X j (Lo) — Ox jOXp (Lo) = V(X, Xo), 

где y =a — В — бесконечно малая при 2 —> х, функция, означает, 
что 

07} _ 081 
Gxpdx, (№0) = Fez, (0). № 

При доказательстве теоремы использована формула (9), п. 13.2. 
Обобщение теоремы 2 сформулируем в виде следствия. 
Следствие. Если функция f дифференцируема п раз в точке ж € D, 

то любая ее смешанная производная п-го порядка 

д"} 

дбн ... OXips 0х, ... Ox; ’ 

317



взятая в этой точке, не зависит от порядка, в котором производилось 
дифферен цирован ие. 
<q Рассмотрим при | < Е < п — 1 функцию 

Cal 
ф. 2 > Ох, дико +++ OX; (x), ES (Xp, 0), 

которая, по предположению, дважды дифференцируема в точке х. 
Тогда, согласно теореме 2, имеем: 

д7ф r) = д?ф (x) 

OX pOXIp | OXip4 jOXip 

де! 
grt! 

т.е Ox;,0 д р) (2) = 5) дх, д 5 (x), откуда 
XipOXing ;OXip_ ++ OX, Xp 4 jOXipOXtp_y +++ OX, 

д”; 
a”; 

д... дх дж | ... Ox, (Lo) = OX, +++ OXpp 0, +... OX, (Xo). № 

Из этого следствия получаем следующую форму записи любой 
частной производной n-ro порядка п раз дифференцируемой в точке 
x €D функции [: 

д"; (2) = д"} 
OX; „0х... OX) OX, 0 axkiaxte ... Ax km (Lo) ’ 

m 

где О<А<л и MR=n. 
i=] 

13.9. Дифференциалы высших порядков. Предположим, что функ- 

ция f: р — Ю, р < ЮР”, дифференцируема п раз в точке 4, © О. Тог- 
да, согласно определению из пункта 13.8 и следствию из теоремы 2 
того же пункта, функция / имеет в этой точке и в некоторой ее окрест- 
ности © (5, 5) все частные производные до (п — 1)-го порядка вклю- 
чительно, каждая из которых является дифференцируемой функцией 
в точке Xo, асмешанные производные функции [ до п-го порядка вклю- 
чительно в этой точке на зависят от того, в какой последовательности 
производится частное дифференцирование. 

Полный дифференциал df функции } в точке х, определен в пунк- 

те 13.1 как линейная форма Г. : № +» Lh, действующая из Ю” в R. 
Из высказанных в начале этого пункта предположений относитель- 

но функции [ следует, что в окрестности $ (ху, 6) определена функция 

x re | (x)h, гев € К” — фиксированный вектор. 
Числовая функция 4 +e |’ (x) В векторного аргумента x дифферен- 

цируема в каждой точке хС$5 (a, 5), так как ее частные произ- 
водные 

a, alae 3 0? о 
ox, ({ ды; Ее) - У erm, i=l, т, 

непрерывны УхЕ$ (хо, 6). Следовательно, при фиксированном ВСР” 
и при каждом 65 (х,, 6) определен дифференциал функции ree 
re | (x) h. 
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Определение. Полным дифференциалом второго 
порядка (или вторым полным дифференциа- 
лом) 47 (5%) функции f в точке Xy, отвечающим значению №, будем 
называть полный дифференциал функции xref’ (1) В в этой точке. 

Согласно данному определению имеем 
т 9 т д 

ое - 3 a| a в", № = 0 = Ox; = Ox] (2) 2; r=2, 

_> > at (2) A,h;. (1) 

‘=| j=! 

Так как = (Lo) = Sede (x,), 4, j= 1, m A\ isj, то второй 

ПОЛНЫЙ дифференциал функции | в точке Ly является симметричной 

квадратичной формой # => ф (в), ВЕБ” 
Обычно полный второй дифференциал записывают в виде 

d°f (a) (h) = >) 9 i (то) dx; (В) ах, (h), (2) 
i, |—=1 

где dx,, dx; — дифференциалы независимых переменных x,, р = |, т. 
Полный дифференциал функции { п-го порядка (или п-й non- 

ный дифференциал) 4} (a>), соответствующий значению h, определя- 
ется по индукции как полный дифференциал функции 

fl 
gt! 

iam x = я (1), ...№, LES (x, 6), 

в точке 2. Следовательно 

р . д" 2) = УХ x5 С — = - (a) аль (в) dx;,_, (в)... аж, (h). 
Я ИВО и и (3) 

Из предположений относительно функции [и следствия из теоре- 
мы 2, п. 13.8, получаем, что полный дифференциал п-го порядка п раз 
дифференцируемой в точке 2 функции | является п-линейной симмет- 
ричной формой компонент вектора h. 

Кроме полных дифференциалов рассматривают также частные 
дифференциалы, например 

д 0? 93 
oe (Xo) dx, а (Lo) dx dx, ках (Lo) ах, ах: Ах, 

T. е. частные дифференциалы первого, ‘второго, третьего порядков 
и т. д. 

Отметим, что свойство инвариантности формы дифференциала не 
сохраняется в общем случае для дифференциалов высших порядков. 

Пусть D — область пространства [R”: f — отображение области D 

в пространство ©”, каждая компонента которого /,, Ё = 1, п, имеет 
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непрерывные в D все частные производные второго порядка; g — OTO- 
бражение некоторой области G, содержащей множество f (2), в про- 
странство К, причем функция g имеет непрерывные в С все вторые 
частные производные по переменным [,, | = 1, п 

Тогда композиция F = g o f имеет дифференциал второго порядка 
V«xeD. Вычислим dF (x)(h), используя при этом инвариантность 
формы дифференциала dF (x)(h): 

п 

dF (2) (в) = УХ (у (a) аць (a) (№), у(2) = f(a). 
k=] 

Применяя формулу (7), п. 13.7, для вычисления дифференциала произ- 
ведения двух функций, получаем 

PF (a) (h = 342 (y (2) dy (w) ®)} 6 = 

д = 2 (SE (у («))) (hy dy, (a) (hy + 

- 0 + SSE (2) dy, (2) ®). (9) 
k=] 

Теперь воспользуемся инвариантностью формы дифференциала функ- 
08 2 UHH -5)— и выпишем в явном виде дифференциал 4?у, (x) (hk). При 

этом формула (9) приобретает вид 

d*F (x) (№) = 2 a8 (x)) dy, (x) (В) dy, (x) (h) + 

ЗЕ + ay, (2) a идя (x) hjhy. (10) 

Формулы для вычисления дифференциалов высших порядков сложных 
функций значительно усложняются с повышением порядка, а инва- 
риантность их формы не сохраняется уже для дифференциала второго 
порядка, в чем убеждаемся, рассмотрев формулу (10). 

И все же в одном случае отображения f: D > Ю", DCR", от- 
личном от постоянного, инвариантность формы дифференциалов выс- 
ших порядков сохраняется. Это случай линейного отображения 

1: х-> Аж, где А = (а), Е = 1, п, | = 1, m,— матрица с постоянны- 
ми коэффициентами а»;. В этом случае имеем 

Г, (a =~ YS ays, k=I1,n; а, (4) =0 Vir! 
j=] 

и, таким образом, инвариантность формы сохраняется для дифферен- 
циалов высших порядков. 
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В заключение приведем формулу, которой пользуются при вычис- 
лении дифференциала n-ro порядка функции нескольких независимых 
переменных: 

da" (x) = (de 3 “OX, + dx, -— ох + 7. + Ахт 
д \n =) F(a). (11 

Формулой (11) пользуются следующим образом: возводят формально 
в 1-ю степень выражение в скобках и затем символ f приставляют 

д 
справа рядом со степенью оператора дифференцирования ——; на- 

1 

пример, 
д \* 

АРТ (x, y) = мы + dy a) f(x, у) = 

. 0? eo 0° 

1 (х, у) = = dx SF | (x, и) + 2dxd =. (х ) + dy? 24 

= sh (x, y)dx? + 2 _ (x, у) dxdy + Th (x, y) dy’, 

BDF (x, у) = ct + dy gy) 1 у) = 

= 21 (x, уаз + 3 axe ams (x, y) dxtdy + 

+355 oa (x, у) dxdy* + т E(x, y)dy® 
HT. д. 

13.10. Формула Тейлора. Как н в случае отображений f : J > R. 
Я ={x€R:a<x< 65}, формула Тейлора для функций несколь- 
ких переменных играет важную роль при исследовании их поведения 
в окрестности фиксированной точки, а также может быть использова- 
на для приближенных вычислений. 

Теорема 1. Пусть функция f: D> Юра PR" n+ 1 раз диффе- 
ренцируема в некоторой окрестности 5 (xX, 6) =). Тогда УжЕ 
Е$ (5, 5) справедлива формула Тейлора 

f (x) = f (хо) + af (хо) (№) + “5 d?f (a) (№) + +++ + = 4 (Lo) (hk) + 

1 

(n+ 1)! 

где 0 <0<1, а значения дифференциалов вычисляются при h = 
= LF — 2p. 

4 Обозначим В = x2 — a2 и рассмотрим при фиксированном ЖЕ 
ES (x, 5) функцию ф: tre f (at №), OS t< 1. Тогда Af (xy) = 
= (2) — f (1%) =@ (1) — @ (0). В силу предположений теоремы, 
функция ф имеет при 0 < Ё< 1 дифференциалы до (n + 1)-го включи- 
тельно. Применяя к функции ф формулу Тейлора (12), п. 7.1, записан- 

-- 4"*' (a, + 0№) (В), (1) 
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ную в дифференциалах, с остаточным членом в форме Лагранжа, 
имеем 

Af (о) = dep (0) (1) + 426 (0) (1) + ++: + 149 0) (I) + 

+ ah d’*'p (6)(1), 0<0<1. (2) 

Поскольку компоненты вектора у =ж- линейно зависят от A,, 
| то 4$ (0) (1) = d*f (ay) (В), & = 1, п, Рф (0) (1) = 4" (ао + Oh) (h) 

и, таким образом, получаем формулу (1). № 

Докажем формулу Тейлора с остаточным членом в форме Пеано, 
которую называют локальной формулой Тейлора для числовой функции 
нескольких переменных. Этой формулой воспользуемся при исследо- 
вании числовых функций нескольких переменных на локальные экст- 
ремумы, 

Теорема 2. Пусть |: D> Р, ра КЮ”, п раз дифференцируема 
в точке x ЕО функция. Тогда справедлива формула 

f (x) = f (хо) + af (хо) (®) + => 5 ef (x,) (В) + .. 

+ (ао) (в) +0(\h|"), |в|-0, (3) 

которую называют формулой Тейлора с остаточным членом в форме 
Пеано. 

Дифференциалы в формуле (3) вычисляются при kh = x — Zp. 
® При n =1 формула (3) — это определение дифференцируемой в 
точке х. функции: 

f (x) — f (хо) = 4 (50) + 0 (| ]). 
Воспользуемся индукцией по п. Предположим, что формула (3) спра- 
ведлива для п — | (п > 2), т. е. справедливо равенство 

Ha) = flea + a (ay) (в) + 5-42} (ay) (®) + + 

4" (we) (h) +0 (|). (4) 
Введем в рассмотрение функцию 

pi he f (a +h) — f (ee) — df (то) (в) — 
h Е S (Xo, 5), 

где 6 > 0 — достаточно малое число. 

a” h 

д . 
Вычислим = (hk), 1<j<m. Приняв во внимание, что диффе- 

] 

ренциал 4“ (хо) (в), Е =1, п, является Ё-линейной симметричной 
формой переменных fy, hy, ..., A,,, получаем 

ay (@Р(ву)) = 
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m 

— hj | у бб... д Fo) Mighty) - h.) = 

OF} 

ue or 

+ № дх, дх ох, дх. (2y) hihi,» ... hj, -+- 

И. ом = ЕГО Е 

a ay 
| ый У, 9, ... Ox, Ox; (то) hi Ney me hi, — 

9, ль i= ? 

m ge! ay 

~ к >, em ... OX, (2 )) Nin hi, = 
а, бр ` L=Ly 

= kd "tp; (то), (6) 
| д О 
где |, (x) = = (1), [ = l, 

В результате находим 

д 
а”! ; 

Fhe (He) = hy (eq + В) — $, (20) — Фи) — ++» — RE (7) 
j= i,m. 

В силу предположения индукции (см. формулу (4)) имеем 

9 п . = hy ey = о (|), j=l, м. (8) 

Согласно формуле конечных приращений (формула (1), п. 13.4), 

в окрестности S (5%, 6) найдутся такие точки &,, j = 1, т, что 

_ 9$ д op 
p(k) — @ (0) = Oh, (51) A, + Thy (Go) hg + vs + Mm (т) Mm (9) 

Принимая во внимание соотношение (8) и равенство ф (0) = 0, полу- 

чаем Vj =1, т 

99 вуы, = 0( |") hy = о (В), 
откуда p(k) =0(|h|"|). № 

$ 14. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

т 

14.1. Дифференцируемые отображения }: р — Юр", р < ЮР’. Пусть 
О — область пространства [R”, { — отображение этой области в про- 
странство К”. 
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Определение 1. Отображение ] называется дифференци- 
руемым в точке BED, ебли существует такое линейное сто- 
бражение L: ©” > ©”, что выполняется соотношение 

| f (x) — f (т) — L (< — ть | — 0). (1) 
|2 — т. | 

lim 
L>2, 

При этом L называется полным дифференциалом отображения f в точке 
т. и обозначается L = df (Zp). 

В определении | вектор < — 2, принадлежит пространству [R” и 

поскольку [64 (Р”; р”), то Г (5 —2,) Е", следовательно, нормы 
в числителе и знаменателе дроби в (1) являются соответственно нор- 

мами в [R” Hu КЮ". 

Если отображение f дифференцируемо в точке Lo, то его полный 
т 

дифференциал df (x,) определен на всем пространстве Ки Ha про- 

извольном векторе й СР” принимает значение df (хо) (№) = Lh. 

Под матрицей линейного отображения [1 [Ю” —= ®” относительно 
стандартных базисов в [R” и К” понимается п X п1-матрица А = (a;/), 
]-й столбец которой образован коэффициентами разложение вектора [еу: 

п 

м. 

Le; = У, aije;. 
{=| 

Определение 2. Полной производной | (хо) дифферен- 

цируемого в точке x,€ D отображения }: О — р", D CR", будем 
называть матрицу А линейного отображен ия L. 

Согласно этому определению имеем 

df (хо) (в) = f' (a)h, ВЕК”. (2) 

Определение 3. Если отображение f дифференцируемо в каждой 
точке xE€D, то f называется дифференцируемым в 
области О. 

Пусть отображение f дифференцируемо в области D. Тогда при 
каждом фиксированном ХЕ) полный дифференциал df (x) = L есть 

линейное отображение [R” > Ю”, т. е. функция, ставящая в соответ- 

ствие каждому вектору ВС” вектор Lh, [ВЕ Ю”. А поскольку ото- 
бражение f дифференцируемо УхЕО, то каждому ЕР соответ- 
ствует полная производная }’ (x) этого отображения. Следовательно, 
дифференцируемое в области D отображение f порождает в этой 
области функцию х-» f’ (x), принимающую в каждой точке TED 
значение в пространстве 9 матриц. 

Если отображение } дифференцируемо в точке Ly Е D, то соотноше- 
ние (1) можно записать в виде 

f (x) — f (xo) = fi (1%) (1 — Lo) + a(x, Lo) |X— Lol, (3) 

где < — 0 при © - 4%. При этом а (2, Xo) можно определить произ- 
вольно, HO при Х = Ly отображение @ определяется единственным 
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(согласно теореме | этого пункта) образом по формуле 

f(a) — fe) —f (x) (@ =a) 
|x — Xp | 

a (x, I) = 

Будем для определенности считать, что & (Xp, 2) = O. 
Формула (3) устанавливает запись приращения дифференцируе- 

мого отображения в фиксированной точке. Из этой формулы следует, 
что отображение f непрерывно в каждой точке, в которой оно диффе- 
ренцируемо. 

Докажем теорему о единственности линейного отображения L в 
соотношении (1) для дифференцируемого в точке 5 отображения ]. 

Теорема 1. Пусть}: р — Ю", р CR", иже. Если cywecmey- 
ют такие линейные отображен ия L, и L, пространства [R” в простран- 
ство [R", что 

| f (x) — f (ao) — Lj (x — 2o)| _ —0 j=1 9 
lim 

|z— Z| т—>1т 

то L, = Ly. 

Обозначим x—a2,=—h, L,—L,=L. Тогда, в силу линейности 

(4) 

отображения L, имеем 

Lh = (f (a) +h) — f (a) — Lah) — (f (ey +h) — f(a) —L,h). (5) 

Из оценки |Lh| <| f (a + №) — f (a) — Lyk | + [7 (25 + №) — f (4) — 
uw ® Lh 

—L,h| и соотношений (4) получаем, что lim deel 
#0 а 

дует, что при фиксированном hk == 0 выполнено соотношение 

= 0, откуда сле- 

_ |L (th) | lim LE) 1 
1-0 | th | 

— 0. (6) 

Так как L — линейное отображение, то левая часть в предельном 

соотношении (6) не зависит от /, в силу чего Lh=0 Wh CR’ p> 
Установим критерий дифференцируемости отображения 1) - 

> R', DCR". 
Теорема 2. Пусть D — область пространства ©", f — отображе- 

ние D eR" иж, ЕР — произвольная точка. Отображение f дифферен- 
цируемо в точке ху тогда и только тогда, когда каждая компонента 

fi, i = 1, п, этого отображения является дифференцируемой числовой 
функцией в этой точке. 
4 Необходимость. Пусть отображение f дифференцируемо в точке 
То. Тогда выполняется соотношение (1), а j/-A компонента вектора 
1 (x) — f (a) — (5 — т) имеет следующий вид: 

f(x) — | (2) — [,(&— 20), = 4, 
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где L,: h +» [№ — линейная форма из [R™ в ГР, причем этой форме 
соответствует матрица-строка, состоящая из т элементов, так как 
отображению L соответствует матрица, имеющая т столбцов и п строк. 

Поскольку абсолютная величина каждой компоненты произволь- 
ного вектора пространства ©” не превосходит его нормы, то из соот- 
ношения (1) получим п соотношений 

fy (1) — fi (10) — Lj (2—2) _ Тр lim 
I>Ly 

из которых следует, что каждая числовая функция }, дифференци- 

руема в точке 2z,€D. При этом L,=f, (zo) = + (20) = (2%) ... 

a " ” 
и выполняются равенства 

р Рае Lo) |% — 2 |, j=l, a, (8) 

где a; (2, 2) 0 при r> Bp. 
Достаточность. Пусть каждая компонента [; отображения f диф- 

ференцируема в точке Zp. Тогда выполнены равенства (8), которые мож- 
но записать в виде одного векторного равенства 

f (x) — 7 (1) = L (х — <) + “(х, 2) [2—3 |, (9) 

где a(x, х)—0 при х-—5х., [ — линейное отображение простран- 

ства К” в Р”, которому соответствует матрица (полная производная 
отображения f) 

гад д 
Se (a то) SE (ae) «2+ GEL (ee) 

af, ЧР Е 
Г (a) = Ox, (Xo) ax, (20) ... Ox, (Lo) ; (10) 

д, af, af, 
о (Xp) oh (Lo)... fea (то) 

называемая матрицей Остроградского — Якоби отображения f в точ- 
ке 2). Из равенства (9) следует соотношение (1). > 

В случае, когда т = п, определитель матрицы (10) 

д д д i (x о) = Л. ~ (2о) ... - (Lo) 

В о, ls 

@ (1. for - ++ [м) _ г (2 о) ‚ (2 ). (Xo) 

Bri teeny) OO =| OH м... 90 
SU (a) SIE (ay)... SE (ea) 

называют якобианом отображения f, вычисленным в точке Lo. _ 
Следующая теорема устанавливает правило дифференцирования 

сложного отображения. 
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Теорема 3. Пусть D— область пространства [R”; f — отобра- 
жение множества D в пространство [R", дифференцируемое в точке 
160; & — отображение некоторой области О, < р", содержащей 

множество f(D), в пространство К’, причем отображение g дид- 
ференцируемо в точке } = f(t). Тогда композиция Е = во}: О-— 

— ГР” дифференцируема в точке x, и при этом 

(8° f)' (1) = 8" (fo) Г (то), (12) 

$ Из дифференцируемости отображения f в точке ху имеем 

f (1) — f (x) =} (хо) (х — Lo) + H(#, 2), (13) 

где |ф(х, x)| =0(|х— |) при r-> 4. 
Из дифференцируемости отображения & в точке Yo = f (Lo) сле- 

дует, что 

8 (у) — 8 (Yo) = 8 (Yo) (У — Yo)  ф(У, Yo), (14) 
где | ф(у, и) | =о(|у— %|) при у— Yo ф (у, У) =O при у = Yo. 
Рассмотрим приращение отображения F = gof в точке ж.: 

Е (x) — F (a) = g (f (1)) —8( (хо). 
Согласно формуле (14), имеем 

F (x) — F (x) = g' (fo) (1 (2) — 1 (ao) + ФС (®), 1(х)). 
Подставив вместо a. x) — f (15) правую часть формулы (13), получим 

F (x) — F (a) = &' (fo) Г (10) (© — Lo) + & {)Ф($, Lo) + 

+ ~p(f (x), 7 (xp)). 

Оценим по норме векторы g’ (f,) P(x, 2%) и pif (x), f (х0)). Имеем 

|Z (fo) P(@, L)|< |8’ (fo) | - | P(e, 2)|[=0(]4—ж%|), 

Ip (f(x), 1 (5о)) | = 0(| f (x) — f(x) |) = 0(|% — 41|), 

так как | f (5) —f (хо) [< fF" (xo) |< — 2. | + |1Ф(5, 2%) | < М|] 2 —-2)|, 
М = const. Из полученных оценок следует, что 

F (x) — F (15) = &' (fo) Г (10) (1 — 2) +0(|#—*. |), 

значит, отображение Ё дифференцируемо в точке Zp, а его полная про- 
изводная вычисляется по формуле (11). №» 

Теорема 4 (достаточное условие дифференцируе- 

мости отображения f:D> fk", DCR”). Пусть О — область 

в Ю", 1: р Ю', ЕО. Для того чтобы отображение f было диф- 
ференцируемым в точке хх, достаточно, чтобы все частные произ- 

водные | 
Of, — . 
“OX; ’ Е = |, п, 7 = |, т 

существовали в некоторой окрестности S (Xo, 5), а в самой точке % 

были непрерывными функциями. 
$ Если все частные производные функций №: р — КЮ, Е = 1, п п, Cy- 

ществуют в S (a, 5), а всамой точке Zp непрерывны, то на основании 
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утверждения теоремы 2, п. 13.4, заключаем, что /, — дифференцируе- 
мые в точке Zo функции. Применив теорему 2, приходим к выводу, 
что f — дифференцируемое в точке Lp отображение. > 

Определение 2. Дифференцируемое отображен ие } области) < [R” 

в пространство [R" называется непрерывно дифферен- 
цируемым в области О, если f' — непрерывная в области D функ- 
ция, т.е. УфЕри\У= > 0 36 > 0 макое, что 

If (у) —Х @i<e, если yeDu |у—<| < 6. 
Теорема 5. Пусть }р— отображение области Ро” в npo- 

странство [R". Тогда f непрерывно дифференцируемо в области О 
д 

в том и только том случае, когда все частные производные о , 
Xj 

k=1,n, j=1, т, существуют и непрерывны в О. 
® Необходимость. Пусть отображение } непрерывно дифференци- 
руемо в области О. Тогда имеем 

ey) — (a) фе ен, j=, m, в= Г, 
где e; — вектор стандартного базиса пространства [Ю”, xED, yED. 
Из неравенства 

If (у)е,—Т (же (у) —Т (®) |< 
при условии, что |у — х| < 6, следуют неравенства 

— Ofk (y) — Ор» (2)|<&, kR=Il,n, j=l, m, OX; OX; 

означающие, что все частные производные отображения f непрерывны 
в каждой точке x € D. 

Достаточность. Пусть частные производные Oxy , Е = |, м, | = 

= 1, т, существуют и непрерывны в области О. Тогда, согласно 
теореме 2, п. 13.4, функции f,: DR дифференцируемы в каждой 

точке ED, а матрица-строка [док (2) ... ) непре- 

рывна в области О. 
Следовательно, функция х += }’ (x) также непрерывна в этой об- 

ласти. > 
14.2. Частные производные по векторным аргументам. Напомним, 

что отображение f:D—> [R", Ре”, дифференцируемо в точке 

2, Е), если существует такое линейное отображение L: К — R’, 
что приращение Af (x,) представимо в виде 

Af (x) = Ё (х — 25) +0(|1—4|), > чт. 

Пусть хЕХ, уЕУ, Хар", Ус В", и определено отображение 
f:X x Y—>R’, где Х — область из В”, У — область из В”. 

Определение. Отображение f называется дифференциру- 
емым по BEKMOPHOMY аргументу x в точке (ху, у) Е 
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EX ХУ, если существует такое линейное отображение L,:R”" — 

— В”, что частное приращение А] (xo, yo) =1(х, Yo) —f (to Yo) 
представимо в виде 

Ах? ($, Yo) = Ly (# — Ly) + 0(| 4% —2,}). 

Согласно теореме 2, п. 14.1, отображение f Au фференцируемо no 
переменной 5 тогда и только тогда, когда функции f;, | = 1, р, диффе- 
ренцируемы по х в точке (Xo, Yo), т. е. 

Af; (хо, Yo) = у аи (ao, Yo) (x; — 29) + У Ви (а, wy) (x, — x9) 
i=l (=) 

j=1, р, 
где В, (х%, 2%)—>O при x —> aX. | 

Линейному отображению [., соответствует матрица 

д 
а Yo) Ox, (%, Yo) xn (Zo, Yo) 

9!» he Of» 

fer (Lo, Yo) = | 9% (Lo, Yo) Ox, (Ly, Yo) ax, (т, Yo) | 

9) z re ‘a ее. 

a (Lo, Yo) — Ox, (о Yo) - FP Fz (Pos Yo) 

которую будем называть частной производной  побрыжения f по век- 
торному аргументу х. 

Аналогично вводится понятие дифференцируемости отображения 

по векторному аргументу у. При этом частной производной fy (Lo, Yo) 
называется матрица 

Е (Lo, Yo) ет (Lo, Yo) ... a (Ly, Yo) 

i he Of, 

ty (Lo, Yo) = OY, ( 0» Yo) ду (Lo, Yo) дул (Zo, Yo) 

of of of 
ai, (Lo, Yo) uy, (Lo, Yo) «+. Wye (Lo, Yo) 

Если f — дифференцируемое в точке (2p, Yo) отображение, TO при- 
ращение Af (т, Yo) можно представить в виде 

Af (т, Yo) = = fi, Ly, Yo) (L— Ly) + fy (Lo, Yo) (у — Yo) + 

+0(< — 2, |) Но([у— |), 2—1, Yo 
14.3. Теорема о конечных приращениях. Прежде чем формулиро- 

вать и доказывать эту теорему для отображений f : D> р", Dc К", 
докажем лемму. 

Лемма. Пусть } : la, 6] > R", g: [а, 6] > Р — непрерывные ото- 
бражения, дифференцируемые на интервале J = ]а, bl, причем 

If Mixes)  УхЕЯ. 
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Toeda справедливо неравенство 

| f (6) — f(a)| <8 (6) —g (a). (1) 
q Пусть задано произвольное & > о Покажем, что при выполнении 
условий леммы справедливо неравенство 

|1 (6) — 1 (<) |< #8 (х) —& (а) + =(х— а) += Ухейа, 6]. (2) 
Допустим, что неравенство (2) выполняется не для всех x€[a, 6]. 
Тогда на некотором множестве У < [а, 6] выполнено неравенство 
ф(х) >0, где (x) =|f (x) —f (а) | — (в (x) — в (а) + =(х — а) тв. 
Покажем, что У = ©. Сначала докажем, что множество У откры- 
Toe. Действительно, поскольку PEC [а, b], то множество У < (а, 6], 
на котором ф>0, открыто (см. теорему 3, п. 7.5, гл. 2). Допус- 
тим, что множество У непусто. Тогда ЗШЁУ =с. Поскольку 
ф (а) <0, то 36 >0 такое, что ф(х) <0 УхЕ]а, a+ 6[, поэтому 
с>а. Докажем, что с @ У. Если бы СЕУ, то из непрерывности 
функции ф в точке с и из того, что множество У открытое и 
ф (с) >0, следовало бы, что существует такая окрестность $ (с, 6,) = 
СУ, что УхЕЗ (с, 6,1) \x<c¢> Q(x) > 0, а это противоречит тому, 
что с = ПУ. Таким образом, С@У. Докажем также, что с <. 
Действительно, если бы было с =ф, то это означало бы, что MHO- 
жество У состоит из одной точки х = б и поэтому не являлось бы 
открытым. Так как а<с<36, то в силу предположений имеем 

If ©) <=" (0). (3) 
f (x) — 1 (6) “© = lim B()—8 то для за- 

х—с Х->С x¥—C 

данного # > 0 16, 0: УхЕЗ (с, | ] ИУ имеем 

Так как }’ (с) = lim 

Е ai) Ею 
x—C 

Из этих неравенств, неравенства (3) и из того, что х > с, еслих ES (с, 
5.) (| У, следует, что 

If (*) — 1 (6) |< & (%) — 8 (©) += — 0). (4) 
Поскольку С@У, то должно выполняться неравенство 

|1 (<) — 1 (а) |< & (с) — & (а) + (с —а) + г. (5) 
Из неравенств (4) и (5) получим неравенство 

If) — 1 (а) [< 1) АО -И © —1@ [5 
<8(х) — в (а) + =(х —а) += УхЕЗ (с, 5) ПУ, 

из которого следует, что inf >> С, а это противоречит тому, что с = 
= inf V. Таким образом, У = @, и неравенство (2) выполнено УхЕ 
Е : La, Ь]. Взяв в этом HepaBeHcTBe х =б и перейдя к пределу в пра- 
вой его части при = — --0, получим 

If (6) —1 (а) |< 8 (6) —& (а). № 
Теорема (о конечных приращениях). Если отображение 

1: 2—8”, DCR", непрерывно и дифференцируемо в области О, 
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mo Va, b€D таких, что множество точек [a, 6] = {a + t(b— а); 
O<t< 1} целиком содержится в О, справедливо неравенство 

11 (6) — 1 (а) | < sup |f’ (&)[. 16 — а| = 
ЕЕ]а, bl 

= sup |f’ (a+ 06 —а)) |. [6 —а]|. (6) 
0<0<! 

Неравенство (6) называется формулой Лагранжа конечных прира- 
цений. 

Рассмотрим вектор-функцию ф:2-= {1 (а +16 —а)), 0O<t<l, 
где a, 6 — произвольные точки из D, причем [a, 6] =. Функция ф 
дифференцируема на интервале 0<#<1, a ee производная ф’ 
в произвольной точке #6]0, I[ вычисляется по формуле (11), п. 14.1: 

q(t) =f (a +t (6—.a)) (6 — a). (7) 
Принимая BO внимание оценку 

|p’ (0 | < sup if’ (a +06 — а) |6 —а 

н полагая а=0, В =1, ]( =$(, 50 =М|Ь—а|1, где M= 
= sup ИД (=) | = sup lf’ (a +0(6—a))|, а затем применив лемму, 

56а, Of 0<6<! 
получаем неравенство 

lel) — 9 0) [< & (0 —g (0), 
эквивалентное неравенству (6). > 

$ 15. ПРИНЦИП НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ 

Пусть Х — метрическое пространство. 
Определение 1. Оператор (отображение) A: Х -> Х называется 

сжимающилмл, если 

30610, [Л Ух, уЕХ:р (Ах, Ау) < Bp (x, и). 
Из определения вытекает, что оператор А удовлетворяет условию 

Липшица и, следовательно, равномерно непрерывен (см. п. 7.8, гл. 2). 
Определение 2. Точка x Е Х называется неподвижной точ- 

кой оператора А, если Ах =х, т. е. если она является решением опе- 
раторного уравнения х = Ах. 

Теорема (Каччиополли — Пикара — Банаха). Вся- 
кий сжимающий оператор А, отображающий полное метрическое 
пространство Х в себя, имеет в этом пространстве единственную 
неподвижную точку. 

Пусть x) — произвольная точка метрического пространства X. 
Рассмотрим последовательность х. = Ахо, х. = Али, ..., Xp = Ахи-фь eee 
Поскольку оператор А отображает пространство Х в себя, то м Е 
EX УпЕ №. Покажем, что последовательность {x,}  фунда- 
ментальная. Действительно, используя определение фундаментальной 
последовательности и условие сжатия, получим Уп > | 

О (Xn Xn+1) =0 (Axn—1, Ax) > Qo (Xn—1, Xn) < 

< 070 (Xn—2, Xn—1) < +. KO" (%, хо).



Используя неравенство треугольника и полученное неравенство, для 
произвольных ПЕ № и всех р>0, pEN, получаем неравенство 

О (Xn; Xn+p) => О (Xn Xn+1) + О (Xn+1, Xn+2) + +++ о (Xn+p—1, Xn-+p) < 

n n n+p— 0 < (07+ OP -.. FOP (x1, Xo) SFM №). 
При всех достаточно больших n и всех p>O, рЕ№, правая часть 
полученного неравенства становится меньше любого = > 0, следова- 
тельно, последовательность {x,} фундаментальная. Так как метри- 
ческое пространство Х полное, то последовательность ({х„} сходится 
к некоторому. элементу х этого пространства: 

limx, =x, ХЕХ. 
fl» co 

Покажем, что х — неподвижная точка оператора A. Поскольку 
этот оператор непрерывен, то последовательность (х„--.: = Ах} схо- 
дится к Ах, а так как {Xn4,} также сходится к xX, то х= Ах их 
является неподвижной точкой оператора А. 

Докажем единственность неподвижной точки оператора А. Допус- 
тим, что существуют две неподвижные точки этого оператора: х = 
= Ax, y= Ay, x, yEX их-= у, т. е. р (х, у) >0. Тогда о (Ax, Ау) < 
< Op (x, и). Так как Ax=x, Ay=y, то получили неравенство 
 (х, и) < 0p (x, и), а поскольку р(х, и) >0, то |< 6, что противо- 
речит определению числа 0. Следовательно, оператор А имеет един- 
ственную неподвижную точку. }> 

$ 16. НЕЯВНЫЕ ФУНКЦИИ 

16.1. Определение неявной функции. Пусть задано отображение 

1: Х ХУ -> 2, где Ха КЮ", Y CR’, ар", причем множество 

Z содержит нулевой элемент пространства [”, 
Рассмотрим уравнение 

Предположим, что существуют непустые множества Ес Х и FCY 
такие, что УхЕЕ уравнение (1) имеет единственное решение уЕР. 
Тогда можно определить отображение ф: Е Е, поставив в соответ- 
ствие каждому LCE то значение у = g(x), y€F, которое при этом 
X является решением уравнения (1). В этом случае уравнение (1) 
определяет у как некоторое отображение E—>F:2- ф (1), которое 
называется неявным отображением (при п = 1 — функцией), опреде- 
ляемым уравнением (1). Отображение ф обладает свойством 

f(z, Ф(5)) =0 VereEE, (2) 
или, что то же самое: У (х, у) ЕЕ хЕ тождество (2) эквивалентно 
равенству у =ф (5х). 

Покажем это на примерах. 

Пример |. Уравнение 9 

332



определяет на всем множестве К восемь непрерывных функций и: ® > Е: 

lb y =x*—1; 2) y= 1 —-x*; 3) y=l[xX¥—1]; 4) yo—ll—x?}; 

xe—1, —cocx<c—l, . l—x2,  — —_ 
5) "-| р. 6) y=] > х х<х< |, 

х2— | — |, |1, — 
7) =] COS ES 8) y={ х coma, 

| lox < +00; x*—1, 1х too 

Исследуем некоторые из них. 
Пусть (хо, Yo) — произвольная точка, не совпадающая ни с одной из точек (—1, 

0), (1, 0) и лежащая на одной из непрерывных кривых, определяемых уравнением (3). 
В этом случае уравнение (3) определяет четыре непрерывных кривых, проходящих 
через точку (ху, и), например, если | хо | < 1, Yo > 0, то через точку (Xp, Yo) проходят 
кривые 2), 3), 5), 8). 

Если же рассматривать достаточно малую окрестность указанной точки (ху, Yo), 
то в этой окрестности существует лишь одна непрерывная кривая (при | |< |, 
Yo> 0 это будет кривая у = | — х?), определяемая уравнением (3), которой принад- 
лежит точка (ху, Yo)- 

Размеры окрестности точки (хо, Yo), в которой уравнение (3) определяет единст- 
венную непрерывную кривую, должны быть такими, чтобы в нее не попали другие 
непрерывные кривые, в частности, чтобы в нее не попали точки (—1, 0) и (1, 0), через 
каждую из которых проходит восемь непрерывных кривых. Эти точки называют кри- 
тическими. 

В дальнейшем будем называть точку (ху, Yo) критической для уравнения } (x, у)= 
= 0, если | (хо, Yo) = О и, кроме Toro, не существует окрестности этой точки, в кото- 
рой уравнение f (x, у) = 0 определяло бы единственную непрерывную функцию 
у: хн» и (x), которая при х = ху принимает значение Yo. Здесь единственность сле- 
дует понимать в том смысле, что если уравнение { (x, у) = 0 определяет две непре- 
рывные функции и1 и Yo, соответственно в окрестностях $ (Xo, 61) и $ (хо, 62), прини- 
мающие значения Yo при х = ху, то на пересечении $ (ху, 61) [| $ (хо, 62) эти функции 
совпадают. | 

Отметим, что разрывных функций, удовлетворяющих уравнению (3), существу- 
ет бесконечное множество, например, У лЕ № функция 

Ue а х < п, ЕР 
х) = x | 

an l—x*, xD>n, 

удовлетворяет уравнению (3). 
Гример 2. Показать, что уравнение 

siny— sinx =0 (4) 

определяет на множестве ® бесконечное множество непрерывных функций. 
Действительно, уравнение (4) имеет решения 

y=uxu+tQkn, REZ, 

y=—x+(2n+1)n, nC Z. 

Графики полученных функций образуют Ha плоскости xOy квадратную сетку, из 
звеньев которой строится вся совокупность непрерывных решений. Узлы этой сет- 

| | 
КИ — ТОЧКИ ((x +k-+ z)(n —k +3) x), где п, АЕ Z, являются критическими 

точками уравнения (4). 
Пусть точка My = (хо, Yo) не совпадает с критической и принадлежит одной из 

кривых, определяемых уравнением (4). Тогда существует такая окрестность S (Mo, 5) 
этой точки, что уравнение (4) определяет в ней единственную непрерывную функцию, 
которая при xX = ху принимает значение yo. Число 6 > 0 выбирается так, чтобы в 

окрестность S (Му, 6) не попали узлы сетки и чтобы эта окрестность не содержала 
других непрерывных кривых, определяемых уравнением (4). 
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Рассмотренные примеры показывают, что теоремы, условия KOTO- 
рых должны обеспечить существование единственного непрерывного 
решения уравнения (1), носят локальный характер. 

16.2. Теоремы о неявной функции. Пусть задано уравнение 

f(x, №2, +++ 5 Xmy у) = 0, 

которое запишем в виде f(x, y) =0. 
Здесь © = (хи, х,,..., Xm), LES (т, а), Ly = (XY, ©, ..., Хы), 

YES (Yo, 6), 3 (1, 6) = и — 6, Yo -Ы. Обозначим D =5 (Xo, а) X 
x 5 (Yo, 6). 

Сначала докажем теорему о существовании неявной функции, 
определяемой уравнением (1) в некоторой окрестности точки (Xo, Yo). 

Теорема 1. Пусть функция |: р — В удовлетворяет следующим 
условиям: 1) | непрерывна в D и f(x, Yo) =0; 2) в D существует 
частная производная fs непрерывная в точке (Lo, Yo); 3) Г, (Lor Yo) FY. 

Тогда 3610, af A 3=Е]0, Ы такие, что уравнение (1) опреде- 
ляет единственную функцию 

у: S (Xo, 5) + S (Yo, =), (2) 

непрерывную в шаре $ (xp, 5), и такую, что и (Xo) = Yo. 
Уравнение (1) эквивалентно уравнению 

у = Ay, (3) 

где оператор A определен равенством 

Ary F(a, у) =у— —"®Й_, xES(a,, а), УЕЗ(фь 9). 
Г, (Zo Yo) 

Числовая функция F: S (a, a) X S (и, 6) > Ю, согласно усло- 
виям 1) — 3) теоремы, непрерывна и имеет частную производную 

(=, у) Fy:(@, уе, 
PAC ZY Yo) 

равную нулю в точке (Ly, Yo). А поскольку функция f, непрерывна 
в точке (5%, Yo), то У OE [0, Il существует такое положительное число 

= < min (а, 6}, что V (x, у) ES (1, =) X S (Yo, =) выполняется не- 
равенство 

__ № @, 9) 
р, (% Yo) 

Fy (a, v=] <0<1. (4) 

Далее, поскольку [ (Xo, Yo) = 0, то существует такое положительное 
ЧИСЛО б < в, что 

| — F(z, У) | < (1—6) е V rES (x, 5). (5) 

Через Ms обозначим множество всех непрерывных функций, ото- 

бражающих замкнутый шар S (x, 6) в замкнутый шар (сегмент) 

S (Yo, =). Согласно следствию из теоремы пункта 8.2, гл. 2, это мно- 
жество является полным метрическим пространством, снабженным 
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MeTPH KOH 

р(&, №) = sup [2(1)—1(2)|, №, gE Meo. 
LES (хо, 6) 

Покажем, что оператор А является в Мь оператором сжатия и ото- 
бражает множество Мь в себя. 

Действительно, У у, 2€ S (Yo, =), применив теорему Лагранжа 
о конечных приращениях для функций одной переменной (см. § 3), 
получаем 

Ay — Аг =Р (a, y)—F (a, 2) =y—2z2— 

i, (5, Е) ° 

=[1 ——* — 2), 
( Г, (т, Yo) Ju ) 

где E=z+qg(y—z), 0<q<l, xES(ax, 4). 

/ (a, у) — | (5, г) — 

Г, (Lo, Yo) 

Полагая здесь у: х => g (x), 2: +» A (5) и воспользовавшись не- 
равенством (4), а также определением метрики, получаем оценку 

ВВГ (x, Е (2)) 
| Ag (x) — Ah (х)| = |1 Ра 86 ) — 1 (5) | < 

<6 sup gehen = ee п). 
хЕЗ(то, 6) 

Следовательно, 

зир | Ag (x) — Ah (x)| =p (Ag, Ah) < 8 (g, hy), 
ХЕЗ(хо, 6) 

и сжимаемость оператора A доказана. 
Покажем, что A: Мь- Mg. Пусть АЕ Ms — произвольный элемент 

этого пространства, т. е. №:$ (2, 5)—> 5 (yo, г), а значит 

О (Я, Yo) > 8. (6) 

Следует доказать, что Ah Е Мь, т. е. что р (AA, yo) < в. Используя 
свойства абсолютной величины, сжимаемости оператора А и неравен- 
ства (5), (6), получаем оценку 

|, — Ah (2) |< | Yo — AYo| + | Ау, — AA (2) | | — Е (<, %)| + 

+ sup |Ау— 41 (2) |< ( и, Ай) < 
те5(т,, 6) 

< (1 — 9) = -- др (и, А) < (1 — 0) = + Ve =e. 

Отсюда sup |, — Ah(x)| = E (yy, АА) < в, т. е. АВЕ Me. 
хЕ5(т., 6) 

Таким образом, согласно теореме параграфа 15, операторное 
уравнение (3), а тем самым и уравнение (1) имеет в пространстве Мь 

335



единственное решение и: $ (2,5) > S (Yo, =). Поскольку элементами 
пространства Мь являются непрерывные функции, то функция у непре- 
рывна в замкнутом шаре $ (x, 6). Далее, так как при х = ху уравне- 
ние (1) имеет единственное решение Yo, то Y (Lo) = Yo. № 

Отметим, что неизвестная функция у, существование которой до- 
казано в теореме |, может быть найдена с наперед заданной точностью 
с помощью метода последовательных приближений, рассмотренного 
при доказательстве теоремы Каччиополли — Пикара — Банаха. 

Взяв и в качестве нулевого приближения, строим последователь- 
ность у, — Y MPH п — со следующим образом: 

Y1 = Yo — (fy (2 Yo)) "Ре, Yo), 
Yn = У: — (fy (Lo, Yo) | (х, у1), 

Yn = Ут — (fy (то, уе)" F(a, Yn—1), 

Пусть у — точное решение уравнения / (х, у) = 0. Оценим р (у, 
Y,), используя при этом оценки, полученные при доказательстве тео- 
ремы Каччиополли — Пикара — Банаха. Имеем У = > 0 

0” 

р (у, Yn) = max |у(5) —y,(%)|S 57—p se, 9ЕЮ, И. 
LES(Ly, 6) 

Пример. Исследовать уравнение (x? -+ y*)? — (x*-+ у?) = 0. 
Функция f(x, и) = (x? + y?)? — (x? + у), (x, у 6 R?, непрерывна в R*. Ее 

частная производная Г, (x, у) = 4y (x? + у?) — 2у обращается в нуль в точках М, = 

= (0. 0), М, = (1, 0), М, = (—1, 0). Это критические точки, в силу чего не 
существует таких окрестностей точек М;, i = 0, 1, 2, чтобы уравнение f (x, у) = 0 
определяло в каждой из них единственную непрерывную функцию у, принимающую 

значение и; в точке x = х;. Частная производная |, (x, у) = 4х (x? + у?) — 2х так- 

же обращается в нуль в точке Мо, поэтому уравнение f (x, у) = 0 не определяет ни 
в какой окрестности этой точки единственной непрерывной функции x: yr> x (и), 
которая принимала бы значение x = 0 при y = 0. 

Поскольку i (М) == 0, i= 1, 2, то существуют такие окрестности точек М: 

и М», в каждой из которых уравнение f (x, у) = 0 определяет единственную непрс- 
рывную функцию х : ун>х (у), принимающую значение х; в точке уг. 

Докажем теорему о дифференцируемости неявной функции. 
Теорема 2. Если выполнены все условия теоремы 1 и вобласти S (5%, 

5) x S (yy, &) c PR”! существуют и непрерызвны все частные произ- 

водные функции | и в этой области р, == 0, то неявная функция 

у: $ (Lo, 5) — $ (yo, =) дифференцируема в каждой точке открытого 
шара S (ть, . а ее частные производные вычисляются по формулам 

Yu, (2) = — (fy (т, y (x) Fe, (, у(2)), 1=Т, т. (1) 
« Из существования и непрерывности всех частных производных 
функции { следует, что она дифференцируема в области S (5, 6) X 

336



х $ (Yo, =) (теорема 2, п. 13.4). Пусть координата x; точки © ES (2p, 6) 
получает такое приращение Й,, что точка x -- h,e, также принадле- 
жит открытому шару $ (Xo, 6) (здесь e;, как обычно, вектор стан- 

дартного базиса В”). Тогда неявная функция у получит в точке х 
приращение Ary = y(x + he;) — y (x), а функция f в точке (x, и (x)) 
получит приращение Af(z, y(x))=f(x+hje;, y(x -- Ве,)) — 
—f(x, y(x))=0, так как ХЕЗ (ху, 5), (v7 + Ве) € S (a, 8). 

В силу дифференцируемости функции { имеем 

Af (x, у (2)) = fe (@, y (a)) hy + fy (@, у(2)) Алу (2) ай, + 
+ ВА, y (1) = 0, (2) 

где «—>0 при h;>+0, В—0 при A,y (х) 0. Из непрерывности 
функции у следует, что Avy (x) — О прий, — 0; следовательно, В > 0 при 

й,—0. Из равенства‘ (2) находим 

А, у (x) Е, (By (a) а 
Г = — — . (3) 

lj Г, (т, у (x)) + В 

Поскольку предел правой части равенства (3) при й,—>0 существует 

и равен — (1, (a, y (1))) " Ie, (т, y(z)), то функция у имеет частную 

производную Yx, (1) WxrES(xy, 6), j=1, т. Из непрерывности 

частных производных И», следует дифференцируемость функции 

у WxES (xo, 0). № 
Рассмотрим общий случай существования неявной функции. 
Пусть задана система уравнений 

hi (4, Хо, sees Xm Ут, У...) У) = 0, (= ‚ П, (4) 

которую запишем в виде одного векторного уравнения 

f(x, у) = 0. (5) 
Здесь © = (хи, Х., ..., Xm), LES (Lo, а), Ly = (x), xO, ..., xP), у = 

— (ит, Yo, ee Уп), УЕ (Yo, b), Yo = (y°, у, re у y?). Обозначим 

D = S(x,, a) хэ(иь 5). 

Теорема 3. Пусть отображение f:D—R" удовлетворяет сле- 
дующим условиям: 1) } непрерывное в О) отображение и f (2, Yo) = 
= 0; 2) в D существует частная производная f(z, у) (см. п. 14.2). 

непрерывная в точке (Xo, Yo); 3) матрица 

ел (Lo, Yo) 5 (Zo, и)... 9 (т, Yo) 

Е Ay ey 
ly (Lo, Yo) = Oy, (Xo, у) ду (Lo, Yo) eee OY, %o Yo) 

Ofn Ofn др 

| am (Lo, Yo) Se (в Yo) «+ ohh (Xo, Yo) 

невырождена, т. e. det f, (to. Yo) = Dh fe ++) I) (д, у)-20 
р , . . y 0» Yo — @ (у, Yor sees Yn) 0» 0 . 
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Тогда 36Е]0, а[ Л 3=Е]0, bf такие, что уравнение (5) onpede- 
ляет единственное отображение 

Yy . S (Lo, 5) > S (Yo: =), (6) 

непрерывное в замкнутом шаре S (Xo, 6) и такое, что у (Lo) = Yo. 
® Уравнение (5) эквивалентно уравнению 

у = Ау, (7) 
в котором оператор А определен равенством 

A:y+F(x, у) =у— (fy (to Yo) f(a, у), 

где (fy (to, Yo) °— матрица, обратная матрице fy (ao, Yo)- 
Отображение F:S(a, a) X S(y, 6)> В”, согласно условиям 

1)—3) теоремы, непрерывно и имеет частную производную 

Ру: (x, у) => 1 — (fy (Lo, Yo) fy (x, у), 

где / — тождественная матрица /: О -—> D, причем в точке (Zo, Yo) 

частная производная Fy, обращается в нулевую матрицу. 

Поскольку производная fy непрерывна в точке (7p, Yo), то У 0Е 
Е10, П существует такое положительное число & < min (а, b}, что 
V (x, и) € [$ (a, в) Х $ (Yo, г)} выполняется неравенство 

[Fy (2, у)| = — (Ду (о, Yo) fy (2, yO. (8) 
Далее, поскольку f (5х, Yo) = 0, то существует такое положительное 
ЧИСЛО б< в, что _ 

Обозначим через M5 множество всех непрерывных отображений зам- 

кнутого шара S (£9, 6) в замкнутый шар $ (Yo, =). 
Согласно следствию из теоремы пункта 8.2, гл. 2, это множество 

является полным метрическим пространством, снабженным метрикой 

р (2, h)= sup |8(5)—1(1)|, g, ВЕ Mo. 
те5(т,, 6) 

Покажем, что оператор А является в Ms оператором сжатия и 
отображает множество Мь в себя. 

Действительно, У у, 5 С S (Yo, =) имеем 

Ау— Az =F (x, у) —Р(х, #), 265(х. 5). 
Применяя теорему о конечных приращениях (см. п. 14.3), получаем 
неравенство 

< sup |! — (Фу (eo уд) 1, ЭПУ— 21, 
Е, 21 

где 2, yE€S(Yo, &), xES (x, 6). Полагая здесь у: х-= g(x), 2: х-=> 
> h(x), ES (x, 5), а также пользуясь неравенством (8) и опреде- 
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лением метрики в Mg, получим оценку 

| Ag (x) — АВ (х) |< sup |! — (1, (a,, "f(a, x 8 | и д Ти (Lo. Yo)) fy (x, §) | 

x sup |g (x) —№ (2) | < Op (g, №. 
LES(Zp, 6) 

Следовательно, справедливо неравенство 

sup | Ag (x) — Ah (x)| = p (Ag, Ah) < 9р(а, №), GEN, Ц, 
xES(Zy, 5) 

и сжимаемость оператора A доказана. 
Покажем, что А: Мь— M5. Возьмем произвольное отображение 

hE Mo, bh: S (ao, 5)—> S (x, г). Тогда, очевидно 

р (№, Yo) SE. (10) 

Покажем, что АВ Е Mg, т. е., что о (Ah, yo) < в. Используя сжимае- 
мость оператора А и неравенство (9), имеем 

| У, — Ah (x) |<] Yo — Ayo| + | Ау, — АВ (х) | = | Yo — F (х, Уо) | + 

+ | Ayo — Ah (x)|<| yy — F (#, у) | + sup | Ау, — Ah (x) |< 
xr €S(ax9.6) 

<(1 —O)e+ (Ayo, Ah) < (1 —8)e + Ap (yo, в) < —O)e + Be =e. 
Следовательно, sup |у, —Ahk(x)|=o(y,, Ak)<e, т. е. ARE Mag. 

xrES(x,,6 

Таким образом. ‘orepaTopHoe уравнение (7), а значит и уравнение 

(5), имеет в пространстве My единственное решение у: 5 (a, 8) > 

— $ (yo, г). Поскольку элементы пространства М являются непрерыв- 

ными отображениями, то у — непрерывное в замкнутом шаре $ (5%, 6) 
отображение. Tak как уравнение (5) при х = х, имеет единственное 
решение Yo, то у (Lo) = Yo. № 

Докажем теорему о дифференцируемости отображения, заданного 
неявно уравнением f (x, у) = 0. 

Теорема 4. Если выполнены все условия теоремы 3 и в области 
D существуют и непрерывны частные производные f_, Г, а мат- 

рица fy (x, у) обратима в этой области, то отображение у:5 (to, 

5) —5 (и, &) дифференцируемо в каждой точке хе 5$(х, 6) и при 
этом 

у' (x) = — (7, (a, у (2))) 1 Г, (х, у (2). (11) 

« Возьмем произвольные точки LE S(x, 6), (x + №65 (xo, 0) 
и, соответственно, точки (x, -у (1)) 65 (x, 6) ЖЗ(\ь &), (2 + 2A, 
у (1 + 1)) 63 (ху, 6) Х S(yo, =), где 5 (a, 6) и S(Yo, =) — открытые 
шары из теоремы 3. , 

Из существования и непрерывности частных производных f x H fy 
следует, что отображение f из теоремы 3 дифференцируемо в области 

339



S (2%, 6) Х S (yo, ®). Кроме Toro, справедливы тождества 

[(х-- В, у(т-1)) =0, f(z, у (x) =0, TES (x, 5) Л (а + 
+ h)ES (xo, 5). 

Таким образом, имеем 

1(х + №, y(x+h))—flx, у (5)) =f, (x, у(х)) В + fy (x, у (x) Ay + 

+ ah  ВАу = 0, (12) 

где Ay = y (x + h)— y (2), 

1012... im * ВиВ12... Bin 

— 0.210620 .. « Ом В B21 B22 ... Bon 

AXniAna..- nm BriPne ... Brn 

— матрицы, причем | < | — О при | # | —Ои | В| — 0 при | Ay| > 0. 

Из непрерывности отображения у следует, что |Ау|—0 при 
|# | —0, следовательно, |В|—0 при |#№|—0. Равенство (12) ¢ по- 
мощью матрицы (fy (т, y(x)))—' запишем в виде 

(f(x, у (5))) "Г, (х, у (2) в + Ay = —(f, (a, у (x))y! (ай -- BAY). 

(13) 

Оценивая обе части равенства (13), имеем 

| Ду + (Х, (<, у (2)))" Г, (х, у(2)) | < (Fy (2, у (+) Had Lat + 

+ | Bi - 1Аур. (14) 
Поскольку | @ | > Ои | В | — 0 при | 2 | — 0, To возьмем вектор h та- 
ким, чтобы выполнялось неравенство 

Of, (@, ye Mee [| + UBL Ay) < Ау 1h р. (15) 
Такой выбор й возможен, поскольку непрерывная матрица (f y (т, 

у (x)))—! ограничена по норме в замкнутой области Sia,, 8) x $ (и, 
ey р, а ||. || --|В|. [Ду| =0([№ |) +о(|Ау|). Используя те- 
перь оценку 

| Лу + (fy (2, у (2)))-1 Г, (2, у (2)) в | >| Ay] — КУ, (2, у (2) |+ Ife (a, 
у (5) |. |№| 
и неравенства (14), (15), приходим к оценке 

Аи | И, (ey @) I Ife, уси, (16) 
где с > 0 — некоторая постоянная, не зависящая от hk. При этом не- 
равенство (14) принимает вид 

|Ду + (Ff, ($, у (2) "Г, (2, у (2)) AISI, (®, у ())) [Cell + 

+ 26 [В || =o (|). 
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Из последнего неравенства следует, что приращение отображения 
у УтЕЗ (т, 5) можно представить в виде 

Ay (x) = — (f, (х, у (&)))“' Ff, (x, у (5)) в Но([В|), 
поэтому справедлива формула (11). Из этой формулы получаем пра- 
вило: если выполнены все условия теоремы 4, то для вычисления у’ (zx) 
равенство f (x, у (x)) = 0 можно дифференцировать как сложную функ- 
цию. > 

16.3. Обратное отображение. Пусть задано отображение f: X > 

> У, где Хар", Ус КЮ" — области пространства КЮ”. 
Если для каждого y€ Y уравнение ] (x) = у имеет единственное 

решение ХЕХ, го на множестве У можно определить отображение 
1. ; 

Г :У-Х, поставив в соответствие каждому y€ Y то значение 
x€X, которое при этом у является решением уравнения f (x) = у. 
Так определенное отображение называется обратным по отношению 
к отображению f: X > У. , 

Ясно, что отображение } является обратным отображению Га no- 

этому отображения фи}. ' называются взаимно-обратными. 
Из данного выше определения следует, ЧТО 

7 (1 (<)) =х \УхЕХ, 

f(f-' (y))=y УУЕУ. 

Теорема. Пусть отображение }: Х — У удовлетворяет следующим 
условиям: |) f непрерывно в Х и Yo =] (Lo), % Е Х, % Е У; 2) в области 
Х существует производная f', непрерывная в точке ху, причем матрица 

0 д д (а (а)... GE (ae) 
of of of 

Г (то) = | “xy Fo) Ge, (2%)... 59, (Po) 

n Ofn Of n Gla (ary) SE (ag)... SE (о) 
невырождена, т. e. det (хо) = Al Eee In) (Xo) FO foe 

oe 0 D(X1, Хх... ха) “ ve 

Тогда 1S (a, г) = Х AAS (yo, 8) CY такие, что для сужения 
отображения | на шар S (£5, =) существует единственное непрерывное: 

отображение |—! : 5$ (у., 6) — S (xo, =), принимающее значение ту 

при y= Yo, т. е. f—' (Yo) = Zo. 
Это отображениг дифференцируемо в точке у, и его производ- 

ная в этой точке вычисляется по формиле 

(f—') (yo) = (f' (во) (1) 
4 Для доказательства достаточно применить к уравнению f (5) — 
— у = 0 теорему 3, п. 16.2, заменив при этом 47 на у, ау на х. В резуль- 

тате получим единственное непрерывное отображение х : у => fy) 
где‘: S (yo, 6) > $ (ay в), причем x = f ' (yo). 
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Это отображение, согласно теореме 4, п. 16.2, дифференцируемо 
в точке yy. Применив теорему о дифференцируемости сложного отобра- 
жения к тождеству 

Г (Г (и) = и, (2) 

Г (20) (F-')" (Yo) = Г, (3) 
где / — тождественная матрица. Поскольку матрица Остроградско- 
го — Якоби невырожденная, то формулу (3) можно записать в виде 

(f—')' (Yo) = (fF (20). > 
Для якобианов из формулы (3) получаем равенство 

вн‘, Б',..., fh) | 

DY, Yor» +++ Yn) (Yo) = @ (|1, fer ++ +s Pn) (т) (4) 

D(X, Loy 00+, Xp) 9 

16.4. Теорема о постоянном ранге. 
Теорема. Пусть f : Х — У — такое непрерывно дифференцируе- 

мое отображение области Х < Р” на область У = [R", что в каж- 
дой точке x Е Х его матрица Остроградского— Якоби }' (x) имеет ранг 
г т Л гп. 

Тогда для каждой точки x Е Х существует открытое множество 
Ус X, содержащее x, образ которого } (У) при отображении } являет- 

ся таким множеством точек пространства Р”, что п —- г координат 
точек уЕУ П f (V) являются дифференцируемыми функциями ос- 
тальных г координат, играющих роль свободных параметров. 

Не ограничивая общности можем считать, что базисный ми- 
нор матрицы Остроградского — Якоби ]’ (x) является якобианом 
® (|1, Ь,..., | (fy E fr) (1). 

получим 

@ (х1, Хо... Xr) 

Так как отображение } непрерывно дифференцируемо в области 
х 6 @ (|, №...) Fr) . . 

‚ то якобиан (2) является непрерывной числовой 
@ (х1, Xo, 0-5 Xp) 

функцией на X, и для всякой точки х,ЕХ существует такая ee 

окрестность S (2p, 5), что P (hy fy +--+ Tr) (1) 40 VxrES (2p, 5). Вме- 
D(X, Хо... , Xp) 

сте с тем, в каждой точке множества 5 (5., 5) всякий минор матри- 
цы Остроградского — Якоби, порядка выше чем г, равен нулю. 

Рассматривая пространство В” как произведение В’ х IR”, точ- 
ку хе” будем обозначать через (@,, Lm—r), где т, = (xX), х.,... 

.› %,), Umar = (Хы, Хг,..., Xm). Тогда 2 = (27, x? _). Анало- 

гично, представляя R" = R’ x В” ", положим у = (у,, Yn—r), где 
У: — (ит, У, ...у Yr), Yn—r = (Yr, Yr+2) ...у Yn). 

Пусть Ус = 1 (Xo) — (y?, a) и пусть у, = f, (2,, Lm—r), Yr— = 

= fn—r(£,, Ln—r), определяют отображение у = f(x), LEX, уЕ У. 

Dh №... из 
D(X, Х.,..., Xp) 

теорем 3 и 4, п. 16.2, следует, что существуют открытые 

Из предположения относительно якобиана 
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0 0 r — шары 5 (=, б,) и S(&m—, 6.) в пространствах В’ и R””, такие, 
что 5 (2°, 5) xX 5(10_„ 6,) CS (a, 6) и такая окрестность $ (0, 

r 0 =) <= R, что на множестве $ (уг, &) х S(amn_,, 5.) определено единст- 
венное непрерывно дифференцируемое отображение х, = ф, (у,, хт_,), 
действующее в $ (25, 6,). 

Рассматривая отображение у, = f, (х,, Lm—r) как уравнение в некото- 
рой области пространства IR™*’ и подставив в его правую часть 
т, = Ф, (Yr, х„—), получим тождество у, =f, (ф, (Y-, Lm—r), Lm—r) = 
=, (Yr, Lm—r} относительно (у,, Lm—r) 6$ (0, &) X 5 (10, 6.), эк- 
вивалентное г тождествам 

Gj =f; (Ф; (у„, Тт—,), Lm—r) = ф, (ут, у, ...у Yr, Xrity ...у Xm). (1) 

Дифференцируя эти тождества по x, (р > r), получаем 

apy _ ща д! Офь Of _ 
OXp 7 OXp | дхр + OX p = (Df i, 2$) == 0, (2) 

j=l,r,p=r+l, м, 
_ (OFF; OF; Of; ОН _ { 99: 06. 

где D pf; = (5 ’ Ox, ne; | ? 3) ’ DP = ( OXp ’ OXp yore 

Op, 
``?’ OXp 

Обозначим через У° произведение $ (27, 6.) Х $ (a>,—r, 6,), а через 
Y° = | (У°) — его образ при отображении f. Если у = (у,, Yn—r), YE 
€Y° и если при этом у, ES (yr, =), TO т, = @, (У,, Lm—r), в силу чего 
имеем Yn—r = fn—r (ф, (У,, Ln—r), Lm—r) = @,—, (у,, Lm—r). Покажем, что 
отображение #„_, в действительности OT х„_—, не зависит. Для этого 
достаточно показать, что OT т„_, не зависит каждая его компонента 

1) — векторы пространства ©”. 

gs (и, Yo, eee 9 Yr, Xr+ly ...у Хт) =f, (ф, (y,, Ln—r), Lm—r), s> Г. (3) 

Дифференцируя g, по переменным x, (р > г), имеем 

д Of, д of, 
$= DG GE + GE = (Я, 8,9, (4) 

of, д Of, Of, 
где Df, = (se Se о se, ax | ‚ D,~ — вектор из тождест- 

ва (2). 

Поскольку $ >> г, то, в силу предположения относительно ранга 
матрицы Остроградского — Якоби, каждый вектор Df, при $ >г 
является линейной комбинацией векторов &,/; из тождества (2): 

Df, — у №7 of j, (5) 
j=l 

где A; — числовые параметры. 
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Подставив в скалярное произведение (4) вектор ZD,f, из (5) и при- 
няв во внимание тождество (2), получим 

г г 

3 [У ни, в) = У (Я, в =O. 
Следовательно, множество М точек (у,, Yn—r), принадлежащих 

множеству У°, для когорых и,Е$ (и’, &), определяется уравнением 
Yn—r = Zn—r (и,). Множество М является образом при отображении f 

пересечения множества V° ‘и множества точек {x} =у; ($ (у’, =), 

таких, что у, (5) 65 (и), 5), т. е. образом пересечения двух открытых 
множеств, в силу чего оно является образом огкрытого множества 
У, содержащего точку 1. }№ 

Рассмотрим полный прообраз точки у = (у,, Yn—r) =f (<), yEY®. 
По доказанному, такая точка определяется уравненивм у„_, = Bn—, (у,), 

у, ES (yr, =). 
Следствие. Если заданы Lm—r CS (Lm—r, 6.) и у, СЗ (yr, ё), то на 

множестве S (yr, ё) X S(am—r, 6.) однозначно определено отображение 

x,:S (yr, &) Х $ (хт_,, 6.) > 5 (ar, 81), 

которое при фиксированном у, является функцией от хт— Е 5 (Xm—r, 6.). 
При фиксированном у,, очевидно, Yn—, также будет фиксирован- 

ным, в силу теоремы о ранге, поэтому полный прообраз }_ '(y) точ- 

ки у описывается уравнением х, = Z, (2и_,), Lm—-ES (ти_,, 6.), где 
2, — непрерывно дифференцируемое отображение. 

Расвмотрим в качестве примера систему уравнений x =f (и, 9), 
у =g (и, у), г = А (и, v), (u, v) ECD C R’, где [, в, В — дифференци- 
руемые функции с непрерывными частными производными. 

Пусть f (uo, %) = Xo, & (Ш, Vo) = Yo, В (Ш, №) = 2%, (Ш, M%) ED и 
ранг матрицы Остроградского — Якоби 

‘fa fo 
Ви бо 

hy В, 

равен 2 в точке (1, Up). Если определитель 

fu (Ug, 90) [о (Ug, Up) 
Bu (Uy, Uo) Bu (Uy, Uo) 

является базисным минором матрицы Остроградского — Якоби, то он 
‘отличен от нуля в точке (Uy, Uo). В силу непрерывности частных произ- 
водных функций f и в, этот определитель отличен от нуля в некоторой 
окрестности точки (Uo, Up). Тогда, согласно теореме о ранге, множество 
‘образов отображения этой окрестности в некоторую окрестность точки 
(Xo, Yo: 20) C помощью рассматриваемой системы уравнений можно 
задать одной дифференцируемой функцией вида 2 = ® (х, и). 
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16.5. Зависимые и независимые функции. Пусть f,, j = 1, п, диф- 
ференцируемые в области Х < [Ю” функции. 

Определение 1. Функция |, зависит в области Х от функций |, 
fos seer Prot y Petts +... [ль CCAU У 3 E Х выполняется соотношение 

fh = F(h, hes ...у fri, fev, se eg fn), (1) 

где Е — дифференцируемая в области изменения своих аргументов 
функция. Если хотя бы одна из функций |, зависит в области X om 
остальных, то функции fis | =1, п, называются зависимыми 
в области Х. Если не существует функции Е с указанными свойствами, 
то функции |, называются независимыми в области Х. 

Теорема 1. Пусть |, |= 1, n,—- непрерывно дифференцируемые 

в области Х < К" функции, п т и у, = (| (5%), fe (Lo)s ..., fa (Ho) = 
= f(x), TEX, причем ранг матрицы Остроградского — Якоби 

год д д \ 

Fey a) Fpl (a) = ак oe) 
д д д 
a (£4) a (Lo)... mal о) 

Ofn On On it (Lp) a (Xo)... бк, (Xp) } 

равен п. Тогда функции |, | = 1, п, независимы в некоторой окрест- 
ности точки Xp. 
Ч Согласно теореме о ранге, образ некоторой окрестности точки 
x,€X при отображении f = (1, р, ..., [„) является окрестностью 
точки у, = f (z,). Функции fy, fo, ..., f, В этой окрестности являются 
свободными параметрами и поэтому могут принимать произвольные 

0 значения, достаточно близкие к значениям ff, (5) = Yi, [| (%) = 
0 0 0 0 0 ъ 

=, ..., [1 (2) = У», THE (у, Yo, ..., Yn) = У. Если в указанной 
окрестности точки х, функции /, связаны соотношением вида (1), то 
это означает, что А-я строка матрицы Остроградского — Якоби яв- 
ляется линейной комбинацией остальных ее строк в силу тождеств 

Of, _ Е д cy OF OOF; и 
Ox; — Of, xt У 5 Ox; '’ j=l, т, 

f=! i=k-+] 

получаемых с помощью правила дифференцирования сложных функ- 
ций. Поскольку ранг матрицы Остроградского — Якоби в указанной 
окрестности равен п, то все ее строки линейно-независимы. > 

Теорема 2. При выполнении всех условий теоремы о ранге и предпо- 
ложении, что базисный минор матрицы Остроградского — Якоби 
находится в ее верхнем левом углу, г функций f,, fo, ..., |, независимы в 

окрестности У, а каждая функция {., $ =г- 1, п, зависит в этой 
окрестности от функций f;, | =1, г. 
<q Согласно теореме о ранге, существует окрестность У, содержащая 
точку Zp, образ которой } (У) в пределах некоторой окрестности точки 

У =] (5%) задается уравнением вида yn, = g (у,), или, что то же 
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самое, системой уравнений вида 

у, == 8 (Уз, У», wee y Yr), =, n. (2) 

Тогда Ha множестве У функции [, удовлетворяют нетривиальным COOT- 
ношениям 

[. (2) = в, (fi (2), Р (2), ..., Fr (5)), (3) 
т. е. функции $ =r + 1, п, зависят на этом множестве от функций 

|, j =1, г. Независимость функций f;, j =1, г, следует из теоремы 

Определение 2. Гомеоморфизмом метрического npo- 
странства Е на метрическое пространство F называется любая биек- 
ция Е на F, непрерывная вместе со своей обратной биекцией. 

Определение 3. Множество М < Ю" называется многообра- 
зием размерности р = т, принадлежащим классу С, если 
для каждой точки а = (Qq, ..., а», Aptis ..., ат), AE М, и некото- 
рой окрестности S (а, 0) существуют окрестность 5 (a,, 61) точки 
a, = (а1, ..., Ay) и такой гомеоморфизм ф : 5 (a,, 61) > М [| $ (a, 9), 

что Ф; (а) =а,, | =р 1, т, причем координаты точек Е М П 
$ (а, 5) удовлетворяют уравнениям 

xX; = Ф; (x р} = Qj (Х1, sey Xp) L_ES (ap, 61), j=pt+l, т. (1) 

Заметим, что если зависимы не координаты хр-+и, ..., Xm, а другие 
т — р координат, то можно изменить порядок векторов базиса про- 

странства [R” так, чтобы первые р координат множества М Г $ (a, 6) 
были независимы. 

В случаер = 2 многообразие М называется поверхностью класса С. 

$ 17. ЛОКАЛЬНЫЕ ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИИ 

НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

17.1. Локальные максимумы и минимумы. Необходимое условие 
экстремума. Пусть числовая функция / определена в области DC 

< К”. 
Определение. Точка x,€D называется точкой локального 

максимума (минимума) функции |, если существует такая 
окрестность S (x,, 6), что УжЕЗ (x, 6) \ x x, выполняется нера- 
венство f (x) < |(т.) (неравенство f (x) > f (2,)) 

Точки локального максимума и локального минимума функции 
{ называются ее точками локального экстремума. 

Из определения локальных экстремумов функции / следует, что 
в точке Lp приращение функции неположительное или неотрицатель- 
ное: в случае максимума A/ (55) < 0, а в случае минимума Af (a) > 
= 0. 

Заметим, что функция f может иметь экстремум по всем направле- 
ниям, проходящим через точку 4% и не иметь локального экстремума 
в этой точке. | 

Для примера рассмотрим функцию f (x, и) == (x — y*) (2x — иу?), 
(x, у) € Р?. Возьмем произвольную прямую у = tx. На этой прямой 
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имеем { (x, tx) = x? (1 — fx) (2 — Вх), | (x, tx) —f (0,0) =f (x, 5) > 
> 0, следовательно, функция | имеет локальный минимум, равный 
нулю, в направлении всех прямых, проходящих через точку (0, 0) 
(в том числе и в направлении каждой из осей координат). Однако ло- 
кального экстремума в начале координат функция не имеет, так как 
ее приращение 

Af (0.0) = — 
3 2 2 

Г ( р ) 2x? Зху? + y* — (y* 5 *) я 

при x = 6, у =3t, Ё>0, и при x =0, |у|>0 имеет разные 
знаки. 

Если в окрестности S (х., 5) выполняются строгие неравенства 
f(z) < f(a) (ff («@) >f (a@)), то локальные экстремумы называются 
строгими. 

Выясним теперь необходимые условия локального экстремума 
функции нескольких переменных. Предположим, что функция |: D> 

— ЮР, Фе”, имеет локальный экстремум в точке х, из области D, 
д о 

и все частные производные Se (Po) j= 1, т, существуют. Фикси- 

руя все координаты, кроме х,, рассмотрим числовую функцию Ё : x; ==> 
0 ъ н= (2, + („—х)е), х,Е5 (xj, 8). Функция Р имеет локальный 

экстремум в точке х;, а ее производная в этой точке РЁ’ (x;) совпа- 
дает с частной производной функции f по переменной x, в точке 

д 
x: Е” (x7) = (a). Поскольку функция Ё имеет экстремум в точке 

1 
0 ’ 

Xj, TO В этой точке должно выполняться необходимое условие экс- 
at 

тремума РЁ” (xj) =0, т. e. = (x,) = 0. Tak как x;— произвольная 

координата точки 2, то необходимое условие экстремума функции | 
в точке x, принимает вид 

a} о 
Gx; (Ро) = 9, ] = |, т, (1) 

или df (25) =0. Таким образом, для отыскания точек возможного 
экстремума функции / следует решить в области О систему уравнений 

se (a) =0, |=, м (2) 
Точки из области D, удовлетворяющие уравнению (2), называется 
стационарными. Не всякая стационарная точка является эк стремаль- 
ной, поэтому каждую такую точку следует подвергнуть проверке на 
наличие в ней экстремума. 

Отметим также, что если 5, ЕР — экстремальная точка, то она 
не обязательно стационарна. Например, рассмотрим функцию [:х-=> 

=> V 2 ++ --- +22, £€D, Ра", причем область D содержит 

точку 0 (0, 0, ..., 0). Поскольку Af (0) = a -.. + Xm, 

Af (0)>0, если Хх ж- ... + 23,540, To, согласно определению, 
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функция имеет локальный. минимум в точке 0. Однако частные произ- 
водные этой функции в точке 0 не существуют. 

Таким образом, к числу точек возможного экстремума функции 
следует отнести и те, в которых она не имеет хотя бы некоторых част- 
ных производных. 

17.2. Достаточные условия локального экстремума. Пусть функция 

Г: — Ю, где D — область пространства ©”, дважды дифференци- 
руема в точке х, ЕД и в этой точке выполнено необходимое условие 
локального экстремума 4] (5%) (в) = 0. Применив формулу Тейлора 
с остатсчным членом в форме Пеано, получим 

Af (a) = f(a) — то = LE) (аж), (1) 
где dx = © — т, — вектор смещения из точки Lp в произвольную точ- 
Ky x€ S (a, 6) при достаточно малом 6 > 0. Докажем, что знак при- 
ращения функции | в точке ху полностью определяется знаком второго 
дифференциала функции [| в точке Lo 

т т д?; 0 —_- 

2 — —_—_— . . = — — d?f (1) (dx) = У Уха (1) dx;dx;, dX) = x%,—Xp, p=, т, (2) 
i=! j=! 

являющегося симметричной квадратичной формой (cM. пункт 13.9), 
определенной на множестве векторов смещений из точки 25. Полагая 

й; = oe , A = aoe, представим d’f (x,) (dx) в виде 

m т д? 

°F (ay) (42) = | dx |? У, У ид (ea) hah. (3) 
i=] |=} 

Квадратичная форма О (hk) = р in а (x,) hjh; является непрерыв- 
=| j= 1 | 

ной функцией на единичной сфере [№ | = 1 с центром в точке a, и 
поэтому, согласно теореме Вейерштрасса, достигает наименьшего 
значення шш Q|hk|=c в какой-то точке на этой сфере, т. е. 

=] 

Q (hk) >c для всех В таких, что |k| = 1. Записав теперь прираще- 
ние функции f/f в точке ж, в виде 

Af (2) = —- [42 zo: У Ox,0x, т (Lo) пи, +a (a, го} , (4) 

i=l (=! 

где a(x, Lo) > 0 при r+ 2p, получим неравенство 

Af (x,) > + |da 2 (с +a), если с>0. (5) 

Таким образом, если квадратичная форма Q (k) принимает лишь по- 
ложительные значения (в этом случае она называется положительно 
определенной), то существует такая окрестность точки Xo, в пределах 
которой приращение функции | в точке Lp положительное, а это озна- 
чает, что в точке Zo функция { имеет строгий локальный минимум. 
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Если же квадратичная форма Q (#) принимает лишь отрицательные 
значения (в этом случае ее называют отрицательно определенной), 
то она достигает своего наибольшего значения с, на единичной сфере. 
Тогда из неравенства 

9} п gz 

Уна (а, Hae + [а] 
i= | fl 

следует, что в достаточно малой окрестности точки 5%, выполняется He- 
равенство Д{ (2) < 0, в силу которого функция [ имеет в точке a, 
строгий локальный максимум. 

Если квадратичная форма Q (Rk) принимает как положительные, 
так и отрицательные значения и не обращается в нуль (в этом случае 
говорят, что она не является знакоопределенной), то это означает, что 
на одних векторах смещений dx второй дифференциал d?f (ay) положи- 
тельный, а на других — отрицательный. В этом случае функция f 
не имеет экстремума в точке Zo. Например, приращение функции 

f (x, y) =x? — y?, (x, уЕ PR’, в точке (0, 0) не сохраняет определен- 
ного знака, причем f (0, 0) =0. Это означает, что точка (0, 0) не яв- 
ляется экстремальной. | 

Если квадратичная форма Q (hk), будучи в целом неположительной 
или неотринательной, обращается в нуль на некоторых векторах сме- 
щений #, отличных от нуль-вектора, то ее называют квазизнакоопреде- 
ленной. В этом случае нельзя судить о поведении функции [ в окрест- 
ности точки 2p по ее второму дифференциалу и для определения знака 
приращения Af (ao) потребуется исследовать дифференциал 43} (x,y) (4х), 
если он существует, и т. д. 

Если функция / дважды дифференцируема в точке ху (что и пред- 
полагаем), то ее второй дифференциал 47] (хо) (dx) является симметрич- 
ной квадратичной формой, коэфф: циенты которой образуют квадрат- 
ную матрицу 

0%) ay ary ) 
дк (20) Gx,ax, 0) ++ Bede, Fo) 

9%] | 9} 

| axor, (бор О ++ беда ol 6 

Oty 92] 0%) 

\ OXmOX (то) OX,,0X, (т) — Ox? ‘то } 

с главными минорами 

0} д*] 
ax (Xp) “Ox,OX, ( о) 

0%] 1 

A, — р (Lo), A, = y » ’ 
Ox, 0") (ap) 07} (x) 

OxX,0X, 0 Ox; 0 
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a4 д:} 9) 

Ax? о) OX 0X5 (т) OX, OX, (то) 

02} д*} 02] 

А; =| Axa, № ор 9 ок, (То |, 
д: 0?) 0% 

дх.дх, (Lp) OX,0X о) ax (5) 

... > Lon eee a ее Hy .. 

Ax? ( о) OX OX (Ро) OX, OX) о) 

a a | 07 
A, =| 99% (Zp) Gp о dx,dx,, (о) 

0} 0?) д*} 

OX,,0X, (Lo) OX 0X5 (то) Ax? (то) 

В алгебре доказан критерий Сильвестра, позволяющий непосред- 
ственно по коэффициентам симметричной квадратичной формы су- 
дить о ее знакоопределенности. Сформулируем его применительно ко 
второму дифференциалу 42. 

Теорема (критерий Сильвестра). Для того чтобы вто- 
рой дифференциал 4? (x) дважды дифференцируемой в точке x, ЕО, 

DCR", функции [: О — R был положительно определенной квад- 
ратичной формой, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись не- 

равенства A; > 0, | =1, т, а для того чтобы, этот дифференциал 
был отрицательно определенной квадратичной формой, необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялись неравенства 

А <0, А, >0, 4А.<0, ..., 

т. е. чтобы знаки миноров А, строго чередовались, начиная с А, < 0. 
Таким образом, если в стационарной точке функции / выполнены 

неравенства А, > 0, j = 1, т, то в этой точке | имеет строгий локаль- 
ный минимум; если же в этой точке выполнены неравенства A, < 0, 
А. >0, А. < 0, ..., то функция { имеет строгий локальный максимум. 

Выделим особо случай функции двух переменных / : D — Ю, где 
D — область пространства [?. Матрица квадратичной формы d?f (хо) 
имеет вид 

д?! 0) 
Ox? (то) дх1дх, (%) 

6) ary 
Bade, 0) бод el 

Предположим, что 2, Е р — стационарная точка. Тогда, если А, > 0, 
A, >> 0, то функция ] имеет в точке Ly локальный минимум. Если A, < 
< 0, A, > 0, то функция [ имеет в точке х, локальный максимум. 
Если А. < On A, #0, то в точке Xp функция экстремума не имеет. 

Таким образом, при A,= 0 условие A, >> 0 всегда является необ- 
ходимым условием экстремума. 
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Пример. Исследовать Ha экстремум функцию 

г (х, у) = x3 + у3 — 3xy, (x, у CR?. 

Вычислив частные производные и приравняв их к нулю, получим систему 

г, = 3x? — Зу = 0, 2, = 3y® — 3x = 0, 

решив которую находим стационарные точки М, (0, 0) и М, (1, 1). Найдя вторые 
частные производные 2,, = 6x, zy = — 3, Qu = бу, получаем 

A, (x, у) = 36xy — 9. 

В точке М; имеем А.= —9 < 0, поэтому она не является экстремальной. В точке 
М. выполнены неравенства A, > 0, А, > 0, следовательно, в ней функция г имеет 
минимум, причем ги = —1. | 

17.3. Экстремум неявно заданной функции. Если неявная функция 

у: р — Ю, где D — область пространства [Ю”, определяется урав- 
нением 

f (x, у) =0, 
то, как известно, | (х, y (x)) =O УхЕШ. 

Пусть функция у дважды дифференцируема в области Du x, € D — 
ее стационарная точка. Тогда в точке 2, имеем 

ау (Xo) (dx) = _ Of 3 Г (Lo, Yo) ax; = 0, f (Xo, Yo) = 0. (1) дх 
oy (ту, Yo) i=! 

Поскольку справедливо и обратное утверждение, то стационарные 
точки функции у могут быть найдены из системы уравнений 

д i Fe (2,9) =0, = т ву) =0. (2) 
Дифференцируя равенство 

= (=, у (2)) dx, + >= (aw, у (2)) ах, + +++ + me (г, y (2) dtm 

+h (в, y (a) dy = 
и принимая BO внимание, что в стационарной точке х dy =O, 
получаем 

dy (x,) (dx) = — To. > ак (Lo, Yo) 4x, dx;. (3) 
“Oy o Yo) (= I= 

Если d?y (2) (4х) > 0, то функция у имеет минимум в точке ху; если 
у (x) (dx) < 0, то функция у имеет максимум в этой точке. 

Пример. Исследовать на экстремум функцию 2, заданную неявно уравнением 

Это уравнение определяет замкнутую поверхность г = f (x, у) в пространстве 
Кз, точки которой симметричны относительно плоскости хОу, поэтому в условии 
задачи речь идет о двух неявно заданных функциях. Полагая в уравнении г = 0 
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и переходя к полярным координатам, получаем равенство р? = a?, из которого следу- 
ет, что поверхность пересекается с плоскостью хОу по окружности х?-[ у? = а*. За- 
писав исходное уравнение в виде 

22 (a? 2 (x? + y%) = (x? 99 (a? — +) — 28, 
заключаем, что любая точка (x, у), лежащая вне круга x* -|- у?< a’, уравнению по- 
верхности не удовлетворяет, в силу чего стационарные точки следует искать в кру- 
ге x? -- у? < a’. 

Дифференцируя обе части исходного уравнения, получаем 

2 (x2 + y? + 22) (хах + ydy) = а? (хах + ydy — 2dz). 

В стационарных точках dz = 0, поэтому имеем уравнение 

2 (x? ++ у? + 27) (xdx + ydy) = а? (хах + ydy), 
решая которое совместно с исходным уравнением, получаем, что стационарными точ- 

ками являются все точки окружности х?-- у? = я а?. Вычисляя значения 2 в точках 

этой окружности, находим 

а 
г = + / 7 . 

2у2 

Для вычисления второго дифференциала, продифференцируем исходное урав- 
нение дважды. Принимая во внимание, что в стационарных точках 42 = 0, имеем 

2 (хах + уау)? 
a2 = — а?г 

Если г = 7 ‚ то d*z2< 0 u, следовательно 2,,, = Ч . Если z= — ы = , 
2V 2 2V 2 2V 2 

a 
то 42 >0, в силу чего г = — —. y min 9 и 9 

$ 18. УСЛОВНЫЕ И АБСОЛЮТНЫЕ ЭКСТРЕМУМЫ 

ЧИСЛОВОЙ ФУНКЦИИ ВЕКТОРНОГО АРГУМЕНТА 

18.1. Условные экстремумы. Пусть D — область пространства 

©”, Ба,, ..., а, — непрерывно дифференцируемые числовые функции 
на D 

Исследуем на экстремум функцию / на подмножестве 2 < О, опре- 
деленном уравнениями © 

g, (1) = 0, g, (x) = 0, a g, (x) = 0, (1) 

называемыми уравнениями связи. 
Определение. Функция | при наличии уравнений связи имеет ус- 

ловный максимум (минимум) в точке AED, которая 
удовлетворяет всем уравнениям (1), если существует такая окрестность 
этой точки, в пределах которой значение } (а) является наибольшим 
(наименьшим) среди значений | во всех точках, удовлетворяющих урав- 
нению (1). 

Из определения условных экстремумов следует, что приращение 
функции / в точке а рассматривается в пределах окрестности этой точ- 
ки, принадлежащей множеству, определенному уравнениями связи (1). 

Теорема. Пусть |, 81, Bo, ..., 8, — числовые непрерывно дифференци- 

руемые функции, определенные в области D < [R", a€ D — некото- 
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рая точка, удовлетворяющая уравнениям (1) и pane матрицы Ocmpo- 
градского — Якоби системы функций g;, | =1, г, в точке а равен г < 
< т, причем базисный минор этой матрицы является якобианом 

D ’ 9 e009 v -. es <2 a (а). Для того чтобы точка а была точкой условно- 
1› Фу +. ту Г 

го максимума или условного минимума функции | на подмножестве Q 
множества D, определенном уравнениями (1), необходимо, чтобы су- 
ществовало г действительных постоянных №, №, ..., ^,, при которых 
выполняется соотношение 

f’ (а) = №, вт (а) + ^№,6> (а) + +++ + 4,87 (а). (2) 
Числа A; называются множителями Лагранжа, соответствующими 

экстремальной точке а. 
< Система уравнений связи (1), согласно теореме 3, п. 16.2, может 
быть разрешена в некоторой окрестности точки а относительно пере- 
менных х1, х., ..., Х, как функций OT х,-1, Жо, ..., Хи: 

Xj = Uj (Хы, №2, 66+ 5 Xm) = И, (Lm—r), ти Е 5 (Gn—r, 6), (3) 

где Am—r = (@-41, Ar+2, ..., An). Функции и, дифференцируемы. в 
шаре $ (ам_,, 6). Подставляя полученные значения x, в уравнения 
связи, получим г тождеств относительно 5, принадлежащих некоторой 
окрестности точки а, 

Bj (Uy (Ри), voy Ш, (вт), Я oy Xm) = 
= Ф; (X44, cee y Xm) =), ] — 1, и. (4) 

Дифференцируя эти тождества по переменным х,, р > г, получаем 

0, _ \ 08. д | = (ба, би) =0, |=1,г, (5) OXp = дхь дхо 

_ [01 0Е! Og; Og; Ou, диз 
где 2,8; = Ox, ’ OX, ’ ``? Ox, ° OXp ‚ Dou = (5 7 OXp ’`*° 

Ou, 
ty 1), p>r,— векторы пространства RT: (D,8;, ди) — 

р 

скалярное произведение. 
Приняв во внимание (3), функцию / можно считать непрерывно 

дифференцируемой функцией т — г независимых переменных ху, 
Хг--9, ..., Xm: 

f (uy (Lm—r), oer y и, (тт—,), Хг-1, eee y Xm) = W (Хит, ne ) Xm). (6) 

Вопрос существования условного. экстремума функции / в точке а 
сведен к существованию локального экстремума функции 1 в точке 
(а/-1, Qrto, ..., Gn) =@т—,. В этой точке должны выполняться 
необходимые условия локального экстремума 

(7) 
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Поскольку 

др ww Of Ou, OF _ 
OXp — OX, OX, + дхр = (2, D put), 

=! 

где Df = ( oI , aI А oI , af ). D,u — вектор из тождест- 
1 2 Г р 

ва (5), то условия (7) принимают вид 

(D pf (а), ри (@m—r)) = 0. (8) 

Сравнивая (5) и (8), замечаем, что векторы Dg; (а), | = 1, г, и вектор 
D,f (а) ортогональны к одному и тому же ненулевому вектору 
Du (а). 

Рассмотрим в пространстве [р”"' г-мерное подпространство, 
ортогональное к ненулевому вектору Du (am—,r). Из (5) следует, 

что векторы D,g;, | =1, г, принадлежат этому подпространству. 

Поскольку, согласно теореме 1, п. 16.5, функции &,, | = 1, Г, незави- 

симы в некоторой окрестности точки а, то векторы D,g;, j = 1, гли- 
нейно-независимы и образуют базис рассматриваемого подпростран- 
ства. Из равенства (8) заключаем, что вектор 4, (а) также при- 
надлежит рассматриваемому подпространству, в силу чего является 
линейной комбинацией базисных векторов „6; (а): 

25,1 (a) = У № Doe; (а), p=r+i, т, (9) 
= 

где A; — действительные постоянные, не все равные нулю. Форму- 
лу (9) запишем в виде 

9, |" mei) (a = 0, p=r+l, м. (10) 

i=] 
г 

Введем в рассмотрение функцию Р =f — У Ajg;, которую называют 
j=l 

функцией Лагранжа. Принимая BO внимание, что первые г координат 
вектора D,F фиксированы, а р пробегает последовательно все зна- 
чения от г + | до т, заключаем, что соотношение (10) эквивалентно 
системе 

55 (@)=0, 11, м, (11) 

из которой следует соотношение (2). > 
Таким образом, для отыскания точек возможного условного экс- 

тремума требуется решить систему уравнений 
Г 

д} Og; a 
a (@) = У ^, дх; (а), i=l, т, 

j=! 

8; (a) = 0, 

относительно гп + г неизвестных: т координат точки а и г числовых 
параметров Aj. 

(12) 
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18.2. Достаточные условия условного экстремума. Поскольку урав- 
нения связи удовлетворяются не только в точке а, но и в некоторой ее 
окрестности, принадлежащей множеству, определяемому этими урав- 
нениями, то для всех точек 4 из этой окрестности Af (а) = AF (а), 
т. е. приращение функции / в точке а совпадает с приращением в ней 
функции Лагранжа. Поэтому функция / имеет в точке а условный мак- 
симум, если AF (а) < 0 и условный минимум, если AF (а) > 0. Знак 
приращения функции Лагранжа в точке а определяется знаком 
d*F (a), если этот дифференциал существует, что обычно предпола- 
гается. Поскольку не все переменные являются независимыми, то 
дифференцируя уравнения связи, устанавливают зависимость между 
дифференциалами переменных и принимают во внимание эту зависи- 
мость при определении знака 4?Ё (а). . 

Пример. Исследовать на экстремум функцию f (x, y, г) = ху- уг, (x> 0, 
у>0, 2> 0), если x? + у =2, уг =2. 

Образовав функцию Лагранжа F (x, у, г) = xy + уг — № (x? + у? — 2) —^, (y+ 
-- 2—2) и составив систему уравнений 

Fe =у— 2х =0, Ру =х-а— hy — А = 0, 

Е. = у—^, =0, хе-Н и = 2, yt+2=2, 

найдем числа Ay, Ag и координаты стационарной точки: 

| 
=>, A, = 1, x=y=2z=1. 

Запишем второй дифференциал d?F = — 2d, (ах? + dy?) + 2ахау + Зауаг = — ах? — 
— ау? + 2dxdy + 2ауаг. Из уравнений связи следует, что dy = — 4г = — dx, поэто- 
му @°F (1, 1, 1) = — dx? — 3dy? — 2422 < 0. Таким образом, в точке (1, 1, 1) функ- 
ция f имеет условный максимум, равный 2. 

18.3. Абсолютные экстремумы. Пусть {: D > Р — непрерывная 

в замкнутой области D < ЮР” функция. Абсолютным максимумом 

(минимумом) функции f в О называют ее наибольшее (наименьшее) 

значение в 2). 
Абсолютные максимум и минимум функции { называют ее абсолют- 

ными экстремумами. Для абсолютных экстремумов приняты обозна- 
чения 

тах ] (x), шш (x). 
| хер хер 

Согласно известной теореме Вейерштрасса, непрерывная на ком- 
пакте функция f достигает на нем своего наибольшего и наименьшего 
значения. Эти значения могут достигаться как во внутренних точках 

компакта D, так и на его границе. 
Если какой-либо из абсолютных экстремумов достигается во внут- 

ренней точке из О, то он является одновременно и локальным экстре- 
мумом. 

Если же абсолютный экстремум достигается в точке, принадлежа- 
щей границе замкнутой области D, то это точка условного экстремума 

(уравнениями связи являются уравнения границы области 0). 
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18.4. Замена переменных. Пусть в выражении L (a, z, 2,, ...), 
где г: ж-2(1), ziD>[R, DC R*, требуется перейти к новому 
аргументу #69, © < [3, и новой функции Wi: t—>~w (Й, где 

(t=@(z,z), w= plz, 2). 
Дифференцируя тождество we ф = tp, получаем 

w" (Pz + $г2') = Pz + 22", 
откуда находим 

’ Py “Фу 
г’ = — 

7. —W®, 

где 

__( 9 Op Ow oy’ = Ow Ow 
ba ( OX, AX, AX, ’ dt, Ot, 

Ow , [2 O2 дг 
R= 3a» 2 = ( Ox, Ox, OM, }. 

| Og, Op СФ 1 Оф 
Ox, OX, OX, 02 

c OP. дфь OP. ‘ OP» 

Pr — |0» “Ox, “ox, |? 2 = |e 
IPs OPs APs OPs 

\ OX, OX» OX, 1 1 Oz 

(1) 

(2) 

В случае, когда производится замена лишь аргумента по формуле 

t= g(z, 2), 

то, обозначив 2 = We @ и дифференцируя, получаем 

2 = w' (Pz + 22’), 
откуда имеем 

| — м, ° 
Если, в частности, равенство (3) имеет вид 

t= @(2), 
то из (4) следует равенство 

2' — ш’ф’. 

Если же вместо (5) задано 

x= F(t), 
TO, дифференцируя композицию и = 2° F, имеем 

7)" — г’Е”’, 

откуда 

2’ =: aw’ (Е’)". 
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Следовательно, 

02 O2 Oz 

Ox, дхз OX, )= 

__ 1 @ (№, Fy, Ео) DF, W, Ео) DF, Еф, w) (10) 

— @ (Е1, Fo, Fs) PD (ty, te, ts) D (ty, (5, ts) D(ty, te, ta) ° 

(Е, by, ty) 

Наконец, если функция © „> 2 (1) связана с новой функцией $ > 
> о (1) равенствами 

r=f(t,w), 2=й(1, w), (11) 

TO, дифференцируя композицию z°f=h, находим г'}’= Й’, откуда 

г’ = В’ (1): (12) 

Из (12) следует, что 

02 Oz 02 _ 

( Ox, OX» OX. — 

| Bh, te» fs) Bhi В, fe) @ (|, fe, h) 
& (|1, fo fs) @ (11, te, ty) D (ty, ty, 13) @ (11, to, ts) J’ 
B (ty, bay by) 

где 
oh Oh Ow Oh dh dw 

5, Г Ow ° Oh a, + бы * Gi, 
D (hy 1. Is) _ 
@ (11, to, ty) Оо — se e 8 8 8 

fs 4 9. Ow 0! | 0 , ды 
Ot; dw ot; °** Ot, Г Ow 0, 

И Т. Д. 

дг д2 
Пример. В выражении L=(y+9>-+(1 — и?) - —х-- уг перейти к 

. и уг —х . 
новой переменной = ( и новой функции w= xy — г. 

у хг— у 
Записав левую часть данного выражения в виде 

‚ [ху-г 
L=2 

1+ y? 
и применив формулу (2), получим 

—1 

ти = we) =) и)= 
Ou Ov ]\ x 

zy x by (x + zy) ИИ 2 — xyz) 

Ow 
= xt yz. 

OW - 

Pty ar Ру 

Следовательно, после замены выражение L = x -{ уг принимает вид 

Ow 
—— = 0. 
Ou 
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НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ 

ИНТЕГРАЛ 

$ 1. ПЕРВООБРАЗНЫЕ И ИНТЕГРАЛЫ 

В этой главе рассматриваются числовые функции, а также вектор- 
функции и функциональные матрицы одной переменной, принимаю- 
щие свои значения в полном нормированном пространстве над полем Ю. 

Понятие первообразной (или примитивной) функции является одним 
из важнейших в математическом анализе. 

1.1. Первообразная функция. Пусть} : [а, 6] > Ю, F: la, 6] > Р — 
некоторые функции, причем F дифференцируема на сегменте la, 6] 
и F’ (x) = f (x) У хе [а, 6]. 

Каким требованиям должна удовлетворять функция |, чтобы су- 
ществовала функция F с указанным свойством? 

Согласно теореме Дарбу из главы 4, непрерывная на сегменте 
[а, b] функция, имеющая производную на этом сегменте, принимает 

все промежуточные значения между Fy. (a) = f(a) и F_(b) =f (0d). 
Поэтому функция { должна принимать все промежуточные значения 
между ее значениями в точках а HO. Этим свойством обладает, напри- 
мер, непрерывная на сегменте [а, 6] функция. 

Определение 1. Пусть f : J — Ю, где J — сегмент или интервал, 
конечный или бесконечный. Функция Е:9 — Р называется точ- 
ной первообразной (или точной примитив- 
ной) функции f nad, если Е дифференцируема на J, причем 

ЕР’ (x) = f (x) УхЕЯ 

В главе 6 будет показано, что все непрерывные на J функции 
имеют точные первообразные. 

Однако класс непрерывных на J функций недостаточно широк 
для применений; даже простейшие кусочно-непрерывные функцин 
могут не иметь точных первообразных в области своего определения. 
Например, функция ff: x senx, ах БВ, ab < 0, не имеет точ- 
ной первообразной на сегменте [а, 6], так как принимает на нем лишь 
значения —1, 0, |, и поэтому не может совпадать с производной неко- 
торой функции F : la, b] > Ю, которая согласно теореме Дарбу долж- 
на принимать все промежуточные значения между числами —1 и 1. 
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Обобщим теперь понятие первообразной на более широкий класс 
функций. 

Определение 2. Функция Е : J — ЮР называется первообраз- 
ной (или примитивной) функции f.I р на 9, если Е 
непрерывна на J и имеет производную Е’, равную f eo всех точках 
дополнения (относительно J ) некоторой не более чем счетной части J. 

Приняв во внимание это определение, видим, что функция fix 
=> senx, ах, ab<O0, имеет первообразную Ё:х-+ |x | ax 
<x <b, ab < 0, поскольку функция F непрерывна Ha [а, 5] и имеет 
производную F’ (x) = senx Vx € [a, Ь] \ {0}. 

Из определения 2 следует, что если функция { : J -> Р имеет на 9 
первообразную F, то функция F является первообразной и для лю- 
бой функции ф : 9 — Ю, совпадающей c-f всюду на J, за исключе- 
нием множества точек некоторой не более чем счетной части 9. 

Например, функция Е: x» x [x] — № ue +r) 0 <x < +00, 
есть первообразная разрывной неограниченной функции fi Xx нь 
„> 5, O<x< +00. Если образовывать новые функции путем 
изменения значений функции /, например, в точках x = п, ПЕМ, 
то для каждой такой функции Ё является первообразной при x > 0. 

Напомним, что символом J в этой главе обозначаем сегмент, или 
интервал (конечный или бесконечный). 

Теорема 1. Пусть |: 9 > Р и функция Е: Я — Р — первооб- 
разная функции f xa J. Тогда множество (Ф} всех первообразных функ- 
ции | на J совпадает с множеством функций {Е + С}, где СЕР — 
произвольная постоянная. 

Если F — первообразная функции f на J, то функция F + С, 
где C € [R — произвольная постоянная, также является первообраз- 
ной функции f, поскольку функция F -+ С непрерывна на J и (F + 
+ С)’= f Bo всех точках x€ 9, за исключением некоторой не более 
чем счетной части J. Пусть ФЕ (Ф} — произвольная первообраз- 
ная функции f на J, причем Ф, = F. Тогда функция ф = Ф,— РЁ име- 
ет производную в каждой точке x € J, за исключением некоторой не 
более чем счетной части J, причем в точках существования ф’ (x) = 0. 
Поскольку функция ф непрерывна на J, а ее производная ф’ равна 
нулю в каждой точке x € J, за исключением не более чем счетной 
части J, то согласно следствию 2 из теоремы $ 5, гл. 4, имеем @ (xX) = 
= С \УхЕЯ, где С = const. Поэтому Ф, = F + С. Так как Dy) — 
произвольная первообразная функции f на J, то теорема доказана. > 

Таким образом, будем считать, что первообразные функции f : J > 
— К (если они существуют) определены с точностью до аддитивной по- 
стоянной. 

Для того чтобы выделить какую-либо одну первообразную функции 
f на J, достаточно задать ее значение в фиксированной точке х 69. 
Тогда, в частности, существует единственная первообразная F функ- 
ции f такая, что F (x,) = 0. 

Определение 3. Вектор-функция F : J — (R" называется nep- 
вообразной (или примитивной) вектор-функции 
f:I +R" на Я, если Е непрерывна на Я и имеет производную Ё’, 
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равную f во всех точках дополнения (относительно J) некоторой не 
более чем счетной части J. 

Теорема 2. Пусть f : Я — [R", а вектор-функция Е: J > IR” — 
первообразная вектор-функции f на J. Тогда множество {WM} всех nep- 
вообразных вектор-функции f на Я совпадает с множеством вектор- 

функций (РЕ + С}, где СЕР" — произвольный постоянный вектор. 
Ч Утверждение теоремы следует из того, что каждая из компонент 
вектор-функции F является первообразной соответствующей компонен- 
ты вектор-функции f на J. Остается лишь применить теорему | кт 
числовым функциям. }> 

Определение 4. Функциональная матрица В (x) = (В (х)), i = 

= 1, п, j= |, m, элементы которой — функции В; : J > Ю, называ- 
ется первообразной (или примитивной) на Я функ 
циональной матрицы A (x) = (ах (х)), (= 1, п, j = 1, т, элементы 
которой — функции aj: J — ЮР, если В непрерывна на Я и имеет 
производную, равную А во всех точках дополнения (относительно 9) 
некоторой не более чем счетной части J 

Как и в случае числовой, так и для вектор-функции справедливо 
утверждение: множество всех первообразных функциональной матри- 
цы А на J совпадает с множеством функциональных матриц (В + 
+ С}, где В — произвольная первообразная матрица для A, С — npo- 

извольная постоянная матрица (C;;), Е = 1, п, j = 1, м. 
Определение 5. Пусть функция |: 9 — Ю. имеет nad первообраз- 

нию. Неопределенным интегралом функции | 
на 9 назовем множество [Ф} всех ее первообразных на J и обозначим 

это множество символом | f (x) dx. 
При этом произведение ] (x) dx называется подынтегральным выра- 

жением, а функция | — подынтегральной функцией. 

Определение 6. Пусть f : J — Ю" — вектор-функция, имеющая 
на J первообразную. Неопределенным интегралом 
вектор-функции }на 9 называется множество {DM} всех ee 

первообразных на J и обозначается символом | f (x) dx. 
Произведение f (x) dx называется подынтегральным выражением, 

а функция f — подынтегральной функцией. 

Определение 7. Пусть А (x) = (ах (x)), Е = 1, п, | = 1, m,— функ- 
циональная матрица, имеющая на J первообразную. Heonpe- 
деленным интегралом матрицы А на Я назовем 
множество {В} всех ee первообразных на J и обозначим это множество 
символом | A (x) ах. 

Произведение A (x) 4х называется подынтегральным выражением, 
а матрица А — подынтегральной функцией. 

Из определений 1—7 и теорем |, 2 следует, что 

f(x) dx = (F(x) + С}, xed, (1) 

| f(x) dx = (F(x) + С}, xCT, (2) 

\ A(x) de = (B(x) + С*}, x€9, (3) 
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где F, F, В — произвольные первообразные для }, Ги А соответствен- 
но, С — произвольная постоянная, С — произвольный постоянный 

вектор, С*— произвольная постоянная матрица. 

Лейбниц понимал неопределенный интеграл как произвольную (неопределен- 

ную) первообразную и обозначал ее f (x) ах. Это одно из наиболее слабых мест 

в системе разумных обозначений Лейбница. Позднее, чтобы сделать корректным 
обозначение Лейбница, под неопределенным интегралом стали понимать множество 
всех первообразных функций. За счет этого усложнились операции с неопреде- 
ленными интегралами, которые стали операциями с множествами, а не с функциями. 
Условимся о некоторых действиях над неопределенными интегралами. Эти операции 
позволят объединить преимущества современной идеи и идеи Лейбница. 

Пусть F — первообразная функции |. Будем писать \ | (x) dx = F (x) +C вме- 

CTO \ 7 (x) ах = {F (x) +- С}. Далее, сумму двух множеств, состоящих из элемен- 

тов некоторой абелевой группы, будем понимать как множество сумм, у которых 
первое слагаемое взято из первого множества, а второе слагаемое взято из второго 
множества. Такая сумма множеств называется арифметической. 

Для случая множеств всех первообразных операция сложения заметно упро- 
щается. Достаточно взять какую-нибудь первообразную Ё функции f, сложить ее 
с произвольно выбранной, но фиксированной первообразной С функции g, и обра- 
зовать множество {F (x) + G(x) + С}, где С — произвольная постоянная. Это мно- 
жество и есть сумма неопределенных интегралов. Принимая во внимание сказанное 
выше, это можно записать так: 

fie) det [пы О® +0. 

Совершенно аналогично рассматриваются и другие операции с неопределенны- 
ми интегралами. Например, если f и g — функции, заданные на одном и том же 

промежутке, то f(x) -+ \ g (x) dx есть множество {f (x) + G(x) + С}, где С — npo- 

извольная постоянная, а С — некоторая первообразная функции g. Таким образом, 
в процессе вычислений неопределенный интеграл можно понимать как произволь- 
ную первообразную, а ответ нужно понимать как множество функций, составленное 
из всевозможных результатов таких вычислений. Наконец, формально за счет нали- 
чия пустого множества при нашем определении неопределенный интеграл всегда 
существует. Условимся считать, что функция на промежутке имеет неопределенный 
интеграл, если у нее есть хотя бы одна первообразная. Поэтому неопределенный 
интеграл, если он существует, является непустым множеством. 

В дальнейшем будем предполагать, что функции, о которых будет идти речь, 
имеют первообразные на промежутке Я. 

1.2. Свойства неопределенного интеграла. 
а) Производная неопределенного интеграла 

| F(x) ах (1) 

функции |: 9 —Ю существует в каждой точке XE 9, за исключе- 

ннем некоторой не более чем счетной части Я и при этом 

<r | Fe) dx = На (2) 

Если { имеет точную первообразную на J, To равенство (2) справедли- 
во УхЕЯ. 
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Справедливость утверждения следует из определения первообраз- 
ной, точной первообразной и неопределенного интеграла функции 

6) Дифференциал неопределенного интеграла функции }: 9 — ЮР 
существует в каждой точке хЕЯ, за исключением некоторой его не 
более чем счетной части и при этом 

а \ f (x) ах = f (x) dx. (3) 

Если f имеет точную первообразную на 9, то равенство (3) выполняет- 
ся УхЕЯ. 
<q Доказательство следует из свойства а). > 

Равенство (3) показывает, что знаки 4 и f/f взаимно сокращаются 
на J, если } имеет точную первообразную на Я, а знак дифференциала 
стоит перед знаком интеграла. 

в) Пусть F : J — ЮР — дифференцируемая на J функция. Тогда 
справедлива формула 

\ dF (x) = F(x) +C. (4) 

<q Из определения функции F следует, что она является точной пер- 
вообразной некоторой функции f: J > Р на 9: 

\ F(x) dx = F(x) + С. 

Тогда на основании формулы (3) имеем 

Е(х) ах = dF (х) УхЕЯ, т. е. | ЧР (x) = F(x) + C. > 

Из формулы (4) следует, что знаки [ и 4 взаимно сокращаются и 
тогда, когда знак интеграла стоит перед знаком дифференциала, но 
при этом к функции F добавляется произвольная постоянная С. 

Аналогичные свойства для интегралов вектор-функций и матриц 
предлагаем сформулировать читателю самостоятельно. 

1.3. Таблица основных неопределенных интегралов. Таблицу 
интегралов получим, используя таблицу производных из гл. 4 (в 
каждой формуле таблицы интегралов С — произвольная постоянная): 

l) | Odx =C; 

2) { dx =" _4¢ ~—1, хЕВ: 
w+ i ’ pb ) ’ 

3) \--ae=Inlel+0, хЕЯ, Э=< В\ (0}; 

4) | Ея atctex + С = —areetgx + С, xER; 

5) | у = atesin x + С = — агссозх + С, |х| < 1; 

6) [аах =“ +С, а>0, хЕБ; 
Ina 
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7) \ etdx =e + С, x€R; 

8) { sin xdx = —cosx + С, x€R; 

9) | cos xdx = sinx + С, x€R; 

—;=_ dx =—ctgx+C, x€I, ICR\(kn, RET); 1) | ar 
11) | ary dt ster + С, “eT, 9 < В\ {> + ka, #62]; 

12) | sh xdx = che + С, x€R; 

13) \ chxdx = shx-+C, хЕВ; 

14) | as dx=—cthx+C, хЕЯ Эс В\ 0}; 

15) | знз4% = Их + С, хЕЮ; 

16) | Wea = | (arsh 0 de = ш ИПС, x€R; 

x 

d | 

Дифференцируя левые и правые части формул 1) — 18), убеждаемся 
в их справедливости. 

1.4. Простейшие правила интегрирования. 
1) Если функция f : J > Р имеет первообразную J, то и функ- 

ция af, a = const, имеет Ha J первообразную, причем 

{ af (x) ах = а | F(x) dx, (1) 

т. е. постоянный множитель можно выносить за знак интеграла. 
{ Доказательство утверждения следует из свойства а) и правила 
дифференцирования, согласно которому постоянный множитель мож- 
но выносить за знак производной. Применив это правило и форму- 
лу (2), п. 1.2, получим 

к @ [1949 =a [f(x = af (w 
для всех x € J, за исключением не более чем счетной части 9. 

Таким образом, функция af имеет Ha J, согласно определению, 

первообразную F, причем F (x) = al f (x) dx. Поскольку функция F 
определена с точностью до аддитивной постоянной, то и равенство (1) 
следует понимать выполненным с точностью до аддитивной постоян- 

HOH. > 

17) i = | (arch x)’ de = In (x + Yxre—1)+C, x>1; 

x Ат +С, 69, TER\IA-1, 1. 
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2) Если функции |: 9 > Ю, g: 7 — Ю имеют каждая первооб- 
разную на J, то и функции f - g имеют первообразные на J, причем 

\ (f (x) - g (х)) ах = ) f (x) ах + | g (x) ах. (2) 

Ч Обозначим F (x) = [f (x) ах + | g(x) dx и воспользуемся правилом 
дифференцирования суммы двух функций и формулой (2), п. 1.2, Функ: 
ция F, определяемая с точностью до аддитивной постоянной, имеет 
производную в каждой точке x € J, за исключением некоторой счет- 
ной части J, и для указанных значений x имеем 

РГ’ (x) = } (x) + g (x). 

Из полученного соотношения следует, что функции f + g имеют Ha J 
первообразную F, т. е. справедливо (с точностью до аддитивной по- 
стоянной) равенство (2). > 

Аналогичные свойства для вектор-функций и функциональных 
матриц предлагаем сформулировать самостоятельно. 

3) Если функция f: J — К имеет на Я первообразную F, т. е. 

Гоше С, 

то 

[ f(Ax + вах = F(Ax+B)+C, A#0. (3) 
Функция F непрерывна на J, а равенство F’ (t) = f (¢) выпол- 

няется в каждой точке ¢€ J, за исключением некоторой не более 
чем счетной части J. Тогда для каждого x из некоторой области J, 
за исключением не более чем счетной части J,, имеем 

d [РЯ } = Р'(Ах+ В) = (Ах. В), 
ах А 

‚ CJ, является пер- т. е. непрерывная функция ф: xX 

вообразной для функции x+e f (Ах + В) на J,. > 
Рассмотрим пример, иллюстрирующий применение формулы (3). 

F (Ax + В) 

A 

Пример. Вычислить \ и! —3xdx, —comcx<+o, 

Согласно таблице интегралов, имеем 

3 -- 34 | fid=— 6 + С, 

а применив формулу (3), получим 

7 | 4 
\ / | He dx =— (1 — 3x)3 - С. 

Сделаем одно замечание, относящееся к технике отыскания пер- 
вообразных для разрывных ограниченных функций. 

Пусть x) € J — точка разрыва первого рода функции f: 9 > PR, 
где например, интервал Ja, bl. Если удалось построить точные пер- 
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вообразные F, и Fy сужений функции { на интервалы Ja, х[ и IX, Ol, 
которые, как будет показано в гл. 5, для непрерывных функций всег- 
да существуют, то первообразную функции f на всем интервале 9 бу- 
дем строить, полагая 

Е. (х) + С, хЕ]а, xl, С = сопз, 
Е (х) = Е. (x), XE ]хо, Of, 

Е (x9) = Е, (x» —0) + С = F,(x, + 0). 

Построенная так функция F удовлетворяет определению первооб- 
разной функции f на интервале J и ее непрерывность достигается 
выбором постоянной С. Построим, например, первообразную функции 

fix [x], x€R*, В+ = (xER: x0}. Если хе м — 1, al, ПЕК, то 
f(x) =п— 1; если x€]n, n+ Ц, n EN, то f(x) =n. 

Таким образом, функция ЕР, : х-ь (п — 1) x + Cry, С, ЕЮ, яв- 
ляется первообразной сужения функции f на интервал Jn — 1, nf, 
а функция F,:xr-enx+C,, С„ЕЮ,— первообразной для сужения | 
на интервал Jn, п-- П. Из условия непрерывности первообразной 
в точках х = п находим, что F,_; (n — 0) = F, (п - 0), т.е. (п — 1) n+ 
-- Си, = п? + С,„, откуда С, = С, — п, пе№. Таким образом, при 
п=1,2,... , получаем 

C,=Cy—1, C,=C,—2=C,—3, C,=C,—3=C,—6, 
| 

в = С —4= С, — 10, ..., C,=C,—““F ‚ С =const. 

Поскольку п = [x], хе п, n + 1], то 

где С, —произвольная постоянная, является первообразной для функ- 
ции f на положительной полуоси x > 0. 

$ 2. ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

2.1. Метод разложения. Этот метод применяют в случаях, когда 
функцию f :J — [R можно представить в виде суммы функций [, : J > 

— КЮ, / = 1, п, таких, первообразные которых легко построить. Тогда, 
согласно формуле (2), п. 1.4, получим 

\ Finds =¥ \ Fi (x) dx, xed. 
1—1 

x? 

Пример. Вычислить № — dx, х5Е1. 

Разложим х? по степеням бинома (1 — х), получим 

x? = (1 —-x)? — 2(1 — x) +1. 

Подставив это разложение в числитель подынтегрального выражения, приме- 
нив формулы (1), (2), п. 1.4, табличный интеграл 2) и формулу (3), п. 1.4, по- 
лучим , , 

| x? dx = (COROT ET ie 
(1 — x)too (1 — х)100 
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dx dx dx 
= | (1 — хз -2 | (1 — x) + [с — x)t00 — 

| 1 | 
х) +C, xl. 

а-я  49(1 — x)® +r 99 (1 — 

2.2. Метод подстановки (замены переменной). Пусть gp: 7 +R 
непрерывная на J функция, дифференцируемая Had в каждой точке 
дополнения (относительно J) не более чем счетной части 9. Тогда @ 
является первообразной для всякой функции, определенной на J и 
принимающей значения ф’в каждой точке x€ J, в которой функция 
ф дифференцируема. Обозначим любую такую функцию символом ф’. 
Пусть g : J, > К — непрерывная Had, функция, причем J, > ф (9). 
Тогда на J определена сложная функция ge p: x g (ф (x)). Пусть 
С — точная первообразная функции g на 9: 0’ (1 = в (р VteE 
Е J,. Поскольку функция С определена на J,, то в силу включения 
9, > ф (9) на J определена композиция F = Gog: x С (ф (x)), 
причем функция F непрерывна Ha J и имеет производную, равную 
g (ф (x)) Ф’ (x) во всех точках дополнения (относительно J) некоторой 
не более чем счетной части J. Поэтому функция Сеф является на J 
первообразной функции x н- g (ф (x)) @ (x), где ф’— функция, о ко- 
торой упоминалось выше: 

| g (9 (2) 9 (x) dx = G(@ (x) + С. 
Таким образом, если С — точная первообразная функции g Ha Jj, 

то Go m — первообразная функции x w g (ф (x)) ф’ (x) на Я. 
Пусть требуется вычислить \f (x) dx. Если с помощью подста- 

HOBKH t = @(x), где ф — функция, о которой говорилось выше, при- 
дем к равенству f (x) ах = g (ф (х)) Ф’(х) ах, причем легко вычисляет- 

ся \ g (dt = G(t) + C, To 

Род dx = | 8 (@ (2) @ (x) dx = G(x) + С. (1) 

Формула (1) называется формулой замены переменной в неопределен- 
ном интеграле. 

Иногда при вычислении (+ (x) dx делают замену x = ф (В, t€ dj, 
при условии, что существует обратная функция g—': x & Qe! (x), 
хе J, непрерывная на J и дифференцируемая в каждой точке x CE 
ЕЯ, за исключением не более чем счетного множества точек из J. 

Если легко вычисляется [2(9 = С (0 - С, где g ()=f (9 (t) @ (A), 
то 

годах = (1 (x) + С. 
м 42 1 

Пример. Вычислить wo! dx, ХЕК. 
xit | 

Разделив числитель и знаменатель подынтегрального выражения на x? +0, 

запишем его в виде 
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| _ 
Замена х — = 1У2 приводит к интегралу 

| df arctg ¢-+-C tetotic = ¢ = ee = —_ arc — e V2 Ji+ ya УЗ ут 

| x*— | 
Поскольк нкция F: x +» ———arctg ———, хЕЮ\ (0}, не и у фу УЗ g УЗ {0}, не определена пр 

x = 0, то она не является первообразной подынтегральной функции на всей чис- 

ловой прямой. Приняв во внимание соотношение Ё (— 0) = Vi ‚ F(+0= 

= — — видим, что функция 22’ А 
л 

Е (x) + e(x), если «0, где 2 (x) = — sgn x, 
Ф:х 2V2 

0, . если x = 0 

удовлетворяет определению первообразной подынтегральной функции на всей чис- 
ловой прямой. Следовательно, 

РИ = jae = O(N С, хЕЮ. 

2.3. Интегрирование по частям. При умелом использовании интег- 
рирование по частям позволяет эффективно находить многие первооб- 
разные. 

Пусть {:9-— |, 5:9 - Ю — непрерывные на J функции, 
дифференцируемые в каждой точке дополнения (относительно J) не- 
которого не более чем счетного множества точек J. Тогда функции 
Ёи g являются Ha  первообразными для некоторых функций (кото- 
рые для простоты обозначим символами | и g’), определенных на 
и принимающих в точках дифференцируемости функций | и g значения 
их производных. 

Функция fg в каждой точке х дополнения некоторой не более чем 
счетной части J имеет производную 

(fg)’ (x) = F(x) =’ (%) + 8 (x) F (2) (1) 
и является первообразной функции fg’+ gf’ Ha J, где р и g’— функ- 
ции, о которых упоминалось выше. Таким образом, интегрируя пра- 
вую часть равенства (1), получим 

фОФЕ@+ЕФЕР мак =ЕО ЕО НС, red. 
Исходя из предположения, что функции fg’ u gf имеют первообраз- 
ные, полученную формулу обычно записывают в виде 

Ра = НЕО — | ef (dx, xed, (2) 

и называют формулой интегрирования по частям. Постоянная в фор- 

мулу (2) не входит, так как она подразумевается неявно в правой час- 

ти этой формулы. 
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Если Ёи © дифференцируемы на J, To формулу (2) записывают 

в виде 

\ F(x) ав (x) = Ноа — | 8 4), хЕЯ. (3) 
Рассмотрим пример на интегрирование с помощью формулы (3). 

’ arcsin x 
Пример. Вычислить \ 2 dx, (|x|<1, «0). 

Записав интеграл в виде 

arcsin x ; | 
a dx = | aresin xd (- —| 

x? x 

| 
и применив формулу (3), в которой } (x) = arcsin x, dg (x) =d (— —| ‚ получим 

* arcsin x | .. dx 
| —a ak = — = aresin e+ | ут-я 

Полученный в правой части интеграл легко приводится к табличному. В самом деле, 
замечая, что 

d | 

x | x | ах а 

joe о т 
те iV ть V (т)! x 

и принимая BO внимание формулу 17) таблицы интегралов, находим 

dx | | | x | 

\ xVIl— x (i+ / x? )+ " Ут ы 

Окончательно имеем 

’ aresin x | x 
\ 5 dx = — —arcsinx + п Lx | 

x x I+Vi- # 
С, |x| <1, x40. 

2.4. Замена переменной в интеграле OT вектор-функции. Пусть 
ф: 9 — ЮР — непрерывная на J функция, дифференцируемая на 
в каждой точке дополнения (относительно J) некоторой не более чем 
счетной части 9. Тогда ф является первообразной всякой функции, 
определенной на J и принимающей значения ф’ в каждой точке x EC 
€ J, в которой функция ф, дифференцируема, а в точках недиффе- 
ренцируемости ф, принимающей произвольные конечные значения. 

Обозначим такую функцию символом qg’. Пусть & : 9, — Р” — не- 
прерывная на ©, вектор-функция, причем J, > ф (9); тогда на J 
определена сложная вектор-функция SoM: xe & (ф (х)). Пусть а — 
точная первообразная вектор-функции g на J,:G' (t) = g (0 У ЕЕ 
€ J,. Поскольку вектор-функция С определена на J,, то в силу вклю- 
чения J; > ф (9), на J определена композиция F = @оф:хь 
+> С (Ф (x)), причем вектор-функция F непрерывна на J и имеет про- 
изводную, равную g (ф (x)) ф’(х) во всех точках дополнения (относи- 
тельно J) некоторой не более чем счетной части J (так как F’ (x) = 
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= G' (9 (x)) 9 (x) = g ($ (x)) ф’(х) в указанных точках). Поэтому 
вектор-функция Go@ является первообразной вектор-функции х b> 

> g \ (x)) p (x), хЕЯ (где ф’— функция, о которой упоминалось 
выше): 

#905) 9 (x) dx = G (@ (x) + С 
Таким образом, если С — точная первообразная вектор-функции g 

на J,, то вектор-функция С ‹ ф—первообразная функции х -> g (ф (x)) X 
x p(x) на J. 

Пусть требуется вычислить интеграл \ f (x) ах. Если с помощью 

подстановки ¢ = ф(х), где ф — функция, рассмотренная выше, полу- 
чим равенство f (x) ах = в (ф (х)) Ф’ (x) dx (где ф’— функция, введен- 

ная в рассмотрение выше), причем легко вычисляется \ 8 dt = 

—G(t)+C, то 

\f (x) dx = (& (ф (x)) Ф' (x) dx = G (p(x) + С, 

где С — произвольный постоянный вектор. 
Полученную формулу называют формулой замены переменной в 

интеграле от вектор-функции. Однако поскольку интегрирование 

вектор-функции f Е [R” приводит к интегрированию числовых функ- 
ций — компонент вектора }, то вопрос замены переменной в интеграле 
от вектор-функции сводится в общем случае к замене переменной в 
каждом из интегралов 

дах, j=l, т 

2.5. Интегрирование по частям вектор-функций и матриц. Пусть 

{:9—Ю”, в: 9 —> Ю” — непрерывные на J вектор-функции, диффе- 
ренцируемые в каждой точке дополнения (относительно 9) некоторо- 
го не более чем счетного множества точек J. Тогда вектор-функцин 
Ги g являются на  первообразными для некоторых вектор-функций 
(которые обозначим символами f’ и g’), определенных на J и принима- 
ющих в точках дифференцируемости вектор-функций f и & значения 
их производных. Тогда скалярное и векторное произведения вектор- 
функций f из в каждой точке х дополнения (относительно J) некото- 
рой не более чем счетной части J имеют производные, соответствен- 
но равные 

(1, g)'(x) = (f' (x), &(х)) + (©), & (x), 

(if, gl (x) = ЦТ (%), g)|+ (f(x), g' (x), 
(см. формулу, п. 12.6, и формулу (1), п. 12.7, гл. 4), и являются пер- 
вообразными соответственно для функций 

xe (f(x), B(x) +, Bo), хЕЯ, (1) 
xee[f' (x), & (+ 1х, B(x], хЕ9, (2) 

где и &’— вектор-функции, введенные в рассмотрение выше. 
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Интегрируя (1) и (2), приходим к формулам интегрирования по 
частям: 

\ 96), ыы dx = (f (x), —\(f' ), 8 (x) dx, (3) 
о, 8’ (dx =(F (4), а — Го, водах (4) 

Если fu g — а на $ функции, то формулы (3) и (4) 
принимают вид 

| (f(x), dg (x) = (F(x), 80) — | (89), ах), (5) 
\ (с), и Х— | laf (x), g(x) (6) 

Если функциональные матрицы A (x) = (ay (х)), Г = =l,n,j=1,n 

и В (x) = (bes (x), R= 1, т, s=1, п, дифференцируемы на J, то 
справедлива формула интегрирования по частям 

| A(x) B(x) 4х =A (x) B(x) — \ A’) 

доказать которую предлагаем самостоятельно. 
Сделаем одно замечание, относящееся к интегрированию с помощью 

подстановки. 
Производя замену переменной по формуле Е = ф (x), предполага- 

ем, что функция ф имеет обратную функцию фр: 9, — Я, а для этого 
достаточно, чтобы ф была строго монотонной на J. Поскольку ф, по 
предположению, дифференцируемая, в каждой точке J, за исключе- 
нием некоторой не более чем счетной части J, то, согласно следствию 
5 из теоремы $ 5, гл. 4, функция ф строго монотонна на J тогда и 
только тогда, когда Ф” (x) > 0 (ф (x) < 0) в точках существования Ф’ 
и множество тех точек хЕ СЭ, в которых Ф’(х) > 0, всюду плотно 
на 9 

Если это условие не выполнено, то, применив подстановку, можно 
получить неправильный результат. 

2.6. Некоторые часто встречающиеся интегралы. Рассмотрим не- 
которые интегралы, которые в дальнейшем часто будут встречаться: 

а 
= а>0, |х| < а. 

Применим подстановку x = at; тогда dx = а4Ёи после проведения 
замены получим табличный интеграл 5): 

at 

\ vasa - Vi- 
2) | a4 яр, a>0, ER. 

Полагая в интеграле x = at, получаем после замены табличный 
интеграл 4): 

, d | at | ‚ | 
| Fie я | гра marcel + С = — arctg— + С. 

dx 
3) | Vea’ a>0, x€R. 
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Замена x = al приводит к табличному интегралу 16): 

ее =| =arshi+C= 

= arsh— +C =In(x+Vx*+a)+C 

(аддитивное слагаемое — Ina, получаемое из формулы arsh ——- = 
a 

— п(-— -- V = +. 1 = In(x + Их? + а?) — ша, внесено в посто- 
янную С). 

ах 

*) \ Ve—a ’ а>0, |xj>a. 
Замена переменной по формуле x = at приводит к табличному ин- 

тегралу 17): 
ах at 

zs = | VF =archi+C= 

= arch —+C= ш (х + V x? — а?) + С. 

5) | —. ‚ ХЕЮ, xa. 

Замена x — а = # позволяет получить табличный интеграл 3): 

| ax И =Injt]|+C= In|x—a|+C. 
x—a 

6) | “__, хЕЮ, xa, NEN, 21. (x — a) 
Произведем замену переменной x — a = ?¢; тогда dx = 4, и после 

замены получим табличный интеграл 2), в котором и = — п: 

f dt | ! 
\ zoe — тт = пре ба= + С. 

dx 
7 | перо’ Р ЧЕК. 

Рассмотрим сначала случай, когда квадратный трехчлен, стоящий 
под знаком интеграла в знаменателе, не имеет действительных ну- 

р 

2 т 
лей. Тогда A? = 4 —-—>0 и, полагая в интеграле {= 7 , 

получим x= At——=, dx = Adt, № + рх-+ 9 = А*(1-+Й) и 

dx | al 1. __ [tig <b] rhe имис- 
xt 

arctg - С. 
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и 
2 

Если квадратный трехчлен имеет действительные нули, то Aj = 
р 

р* “т =———9>0 и, полагая в интеграле / = —; ‚ получим 
1 

ах ге а | [— | —_ 

| рита _ А: = _ ВА, In (+ 1 +O = 

{ pe 

| к У 7-4 
= =———= In паи +C 

р р р р 
Е о ee 

(использован табличный интеграл 18)). Здесь x = x,, XA х., где xX}, 
х. — нули квадратного трехчлена. 

Если квадратный трехчлен y = х* + рх-+ 4 имеет кратный дей- 
. „ \2 

ствительный нуль, то х? - px + д = (x -- +) и интеграл является 

табличным: 

«(= + +) 

| Ее - | 2 = — + С, Хх —+, 

+ +3 | 
М N 9 apa М, М, р, ЧЕК. 

Вычисление этого интеграла можно свести к вычислению инте- 
грала 7) с помощью простого приема. Исходя из тождества (Мх-- №) ах= 

М М . 
= d(x? + рх - а) + (м — >) dx, представим рассматриваемый 

интеграл как сумму двух интегралов, один из которых табличный, а 
другой — рассмотренный в 7) с постоянным множителем перед ин- 
тегралом: 

Mx + N _ М (40 -рх-9 ___Mp dx _- 

\ wap et 2 | ftp +9 +(N 2 )\ wagers 
ax M M 

-y Inj? + px+ql+(N — 5 | x?+ px+gq° 

2.7. Рекуррентные формулы. В некоторых случаях подынтеграль- 
ная функция зависит не только от переменной интегрирования, 

но и от натурального числа п |например, { sin" хах, { cos" xdx, 

у ах 
рай и Т. д.) . Применяя к таким интегралам формулу ин- 
x” а- / 

тегрирования по частям, часто удается привести интеграл к интегралу 
того же вида, но с меньшим значением индекса, т. е. получить формулу 
понижения, с помощью которой после конечного числа шагов ее при- 
менения удается получить табличный интеграл. 
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Рассмотрим некоторые интегралы такого вида. 
ах 

1) „= | ay n€N, 2>1. 

Принимая во внимание тождество 

| о жа“) —х | x 
(x2 | а?)" а? (x? + 22)" а? (x? + а?)"—1 а? (x? 4 а?" ’ 

и интегрируя его, получаем /, в виде 

| | х?ах l= ae ln ae | (1) 
x*dx 

К интегралу | а" применим формулу интегрирования по час- 
Xx e 

Tam (3), п. 2.3, полагая, что dg (x) = _хах_ ‚ f(x) =x. Тогда 
(x? + a*)" 

| 

g(x) 2 (n — 1) (x? + a2)?! / 

хах  _ x | 

| (x2 Lat)? — 2(n — 1) (x? + а?) т 2 (п — 1) In—t. 

Подставив полученное в равенство (1), получим формулу понижения 

x 2n —3 
Int (2) In = 2a? (n — 1) (x? + а)" T 2(n — 1 а* 

с помощью которой вычисление интеграла /„ приводится к вычисле- 
нию интеграла /„_. Если n—1>1, то с помощью формулы (2) 
интеграл /„— выразится через интеграл /„—. Этот процесс в итоге 

dx | x 
Soe = —- arctg —- + С с некоторым по- приводит к интегралу | 

стоянным множителем. | 
Описанный процесс вычисления интеграла называется рекуррент- 

ным процессом. 
у ах 

Если рассмотреть интеграл /„ = Gaye’ n€N, n> 1, To ис- 

пользуя формулу (2), можем сразу написать для него формулу пони- 
жения 

x 2n — 3 

an да? (п — 1) (x2@— а" 2 (n — I) a? и (9) 

Описанный выше рекуррентный процесс приводит к интегралу 

dx __ | 

а ~ Qa 

с некоторым постоянным множителем (замена в этом интеграле х = al 
приводит к табличному интегралу 18)). 

2) 1 =| ax ’ neh, n>! р, g ER. 

" (x? + рх-+ 9)" 

x—a 

x а НС 
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Если A? = q— = >0, то, приняв во внимание пример 7), п. 2.6, 

р 

та 
и сделав подстановку [= 7] ‚ получим интеграл 

ИИ dt 

по д (24 1)" 
к которому остается лишь применить рекуррентную формулу (2). Pe- 
куррентный нроцесс в итоге приведет к интегралу 

a +> 
| Fat = arctg¢ + С = arctg = +C 

Vi 
с некоторым постоянным множителем. 

eto 
Если Aj = г 9 > 0, то подстановка { = д, ПРИВОДИТ К HH- 

тегралу 
ИИ dt 
no Abn—l (#2 __ 1)” ’ 

к вычислению которого применим рекуррентную формулу (3). Рекур- 
рентный процесс приведет к интегралу 

2-7 — 
t—1 t+ 4 49 dt | тете мег |+С=5 in НИЕ 

Я F-4 
+ С 

с некоторым постоянным множителем. 
Таким образом, полученный интеграл /, всегда вычисляется и в 

результате интегрирования получаем сумму некоторой дробно-рацио- 
нальной функции и логарифма, или арктангенса, в зависимости от 

знака числа < — 

3) Рассмотрим интеграл МХМ 
(x? + px + 9)" ах, М, Ms р» ЧЕК, и по- 

кажем, что его вычисление можно свести к вычислению рассмотрен- 
ного в 2) интеграла. 

По аналогии с примером 8), п. 2.6, запишем интеграл в виде 

\ Мх М М ии) 

(x? + px + 9)" ах = 5 (x? + px + 9)" 

+(N—-F }}- ai pie 
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а 
и, приняв во внимание, что = — + С, получим 

| (п— 1) М" 

( Mx +N _ M 
X — 

(x? + px + 9)" 2 (n — 1) (x? + рх-- а) 
—__ Mp \ Г’ dx 

+( 2 )\ (x? + px + q)"— 
Интеграл приведен к рассмотренному в примере 2). 

n—! + 

$ 3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ВЫРАЖЕНИЙ 

Класс рациональных функций занимает особое место в анализе, 
поскольку первообразная любой такой функции является элементар- 
ной функцией. Заметим, что интегрируя в классе элементарных функ- 
ций, можно в отдельных случаях получить функции, не выражающиеся 
через элементарные с помощью конечного числа арифметических дей- 
ствий и композиций. Например, интегралы элементарных функций 

х == е-**,  x+esinx?, x+ecosx? (ХЕВ), 
sin x COs Хх ] 

X +> (xEIR\ {O}), Xe in x ’ x 

не являются элементарными функциями. Рассмотрим сначала вопрос 
об интегрировании рациональных функций, а затем выделим некоторые 
классы функций, интегрирование которых с помощью определенных 
подстановок приводит к интегрированию рациональных выражений. 

3.1. Элементарные сведения из алгебры. Рассмотрим многочлен 
О (х) степени п 

Q(x) = ах" + ах" + ... + ах - а, a;ER, j=0, п, 

с целыми степенями х. Число ху Е [R называется нулем этого многочле- 
на, если О (х) = 0. Пусть х, — нуль многочлена Q (x). Говорят, что 

х, имеет кратность aE, если Q (x) = (x — X)"T (x), где Т (x) — 
многочлен степени п — %и такой, что Т (Xo) = 

Если 2 =а-+ 0, a, 6€(R— комплексный нуль многочлена 
О (x) с действительными коэффициентами а,, т. е. Q (2) = 0, то комп- 

лексно-сопряженное число г = а — ib также является нулем этого 
многочлена (доказать это предлагаем самостоятельно). Тогда (х — 

— 2) (ха = хана аЁ= + рх + д, гдер = —2a,q = 
—= а? - 6. 

Если а.= | (что в дальнейшем и предполагаем), то многочлен Q (x) 
всегда можно представить в виде 

Q (x) = (x — 44) (4 — HQ) 2 (хр хит (+ дах + gy)” X 
x (хе + pax + go)... (7+ рых + 9)" 

где х=х, j = 1, m— действительные нули этого многочлена, каж- 
——ы— 

дый из квадратных трехчленов х? - p,x - 9:, i= 1, №, не имеет деи- 
—— 

ствительных нулей, а ajCN, | =1, т, В, EN, # =1, №, — кратности 
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нулей, причем 
т Rk 

Ya +2M B= п. 
j=l i=!| 

P 

Рассмотрим теперь дробно-рациональную функцию f:x- т | 

XER\ (х1, х,,..., Xm}, Где Р(х) — многочлен по целым степеням 
х. Если степень многочлена Р выше или равна степени многочлена Q, 

P . 
то дробь -о Называется неправильной, в противном случае дробь на- 

зывается правильной. Разделив в первом случае числитель на знаме- 

= P, + — ‚где Р, — некоторый мно- 
Q Q2 

P 

гочлен, —^ — правильная дробь. Интегрирование многочлена He 
2 

представляет никаких затруднений, поэтому вопрос интегрирования 
любой рациональной дроби сводится к умению интегрировать правиль- 

натель, получим тождество 

ные дроби. Будем считать в дальнейшем дробь @ правильной. Записав 

ее в виде 

P(x) _ P (x) 

0 (*) (x — хм Q, (x) 

где Q, — некоторый многочлен такой, что Q, (x,) = 0, берем такое по- 
| 

стоянноё число Aj”, чтобы выполнялось равенство 

Р(х) _ Ay) P, (x) (1) 

Q(t) о по, 
в котором P, — некоторый многочлен. Из тождества 

Рю AY Р (x) — AQ, (x) 
Q(x) (x — x,)% (x — x,)™ О, (x) 

заключаем, что представление (1) возможно лишь тогда, когда x, 

является нулем многочлена P(x) — AjQ, (x), т. е. когда P(x) — 

— АО, (x,) = 0. Таким образом, А!) = ay . Аналогично найдем 

число As” такое, что 

P, (x) __ № Ps (x) (2) 
(x — x)" Q(x) р (x = 1)? Q (x) 

Продолжая этот процесс, получим представление дроби о = в виде 

hy (1) 

где Q, (x) = (х — х,)° 0, (x), Qs (х,) 52 0. 
Продолжая эти же рассуждения до тех пор, пока будут исчерпаны 

все линейные сомножители, входящие в разложение многочлена Q, 
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P 
получим прелставление дроби @ В виде 

i An P 
_ уу 4 B, (x) 

Tar ы x = им vi ah (x? + pyx t+ 91)8°... (x? + pax + gy) Be 

(4) 
Отметим, что некоторые из постоянных А; ) могут быть равны нулю. 

Запишем многочлен, стоящий в знаменателе правильной дроби, 
в виде 

(x? -- рах + 91) (x? + рьх + Go)B 22. (X" рьх + qu) Pe = 
= (x? + pix + 91) Qp, (x), 

где Qp, (x) — многочлен, нули которого комплексные и не совпадают 

с нулями 2, H 2, квадратного трехчлена x* + p,x-+ 41. Попробуем 

теперь подобрать постоянные МТ и №" такие, чтобы выполнялось 
тождество 

Ppt Мм ря 
(x? рух + 90: Qe (хо (x® aye gy)P р + ay) PT! 9, 

(5) 
где Px) (x) — некоторый многочлен. 

Из тождества | 
Pa (x) _ ММО в, (4) — (Мх + М!) 9, (x) 

(x? + рах + 41) В Qe, (x) — (x? 4- рах + 91) a + рух + q)° Qs, (x) 

(6) 
заключаем, что представление (5) возможно лишь тогда, когда MHO- 

гочлен P(x) = Pp, (x) — (МХМ) Ов, (x) делится на квадратный 

трехчлен x°-+p,x-+q, без остатка. Ho для этого нули а, и 2 
квадратного трехчлена должны быть одновременно нулями много- 

члена Р. Пусть z, =a, + №., 6, ==0. Для определения констант 

М! и Ni? получаем уравнение P(z,) = 0, эквивалентное уравнению 

Pa, (21) (7) 

ОВ, (21) 

имеющему смысл в силу условия Св, (21) == 0. Подставив в (7) г! = 
= а, + (b,, выделив в левой и правой частях полученных выражений 
действительные и мнимые части, получим уравнение вида 

Мал + МОМ =а-+ №, а, BER. (8) 
Комплексные числа равны между собой тогда и только тогда, когда 
равны между собой соответственно их действительные и мнимые частн. 
Таким образом, уравнение (8) эквивалентно системе уравнений 

(1) (1) 
mam = Q, (9) 

МЕБ, = В, 

имеющей единственное решение (М!”, N}”) в силу условия 6 52 0. 
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Продолжая аналогично рассуждать, в итоге получим для пра- 

вильной дроби @ представление 

т % A k mo м9 

и x+ 

-22 2 (x — хде Г + у у (x2 -- рих + В, ih? (10) 
(—| j= 

называемое разложением этой дроби Ha простейшие дроби. 
3.2. Интегрирование правильной рациональной дроби. Определе- 

ние коэффициентов разложения (10), п. 3.1. Интегрируя левую и 
правую части разложения (10), п. 3.1, получаем 

P (x) < а Xx (0) Xx 

\ Q (x) ах =>) > A; \ (x — x;)%i iT! + 
1—1 j=! 

k Bp Mx + №8) 

] J 

+2 (x? + pax + ад Г 
(=1 j=! 

dx. (1) 

Еще раз отметим, что некоторые из постоянных АЯ, МР и №? мо 
гут быть равны нулю. 

Таким образом, интегрирование правильной рациональной дроби 
Р . . 
@ сводится к интегрированию четырех типов простеиших дробей;: 

А. А „МХМ 

х—а °  (x—a)* ’ ФЕ №, «> 1, х? - px-+q ' 

Мх М 
’ ’ 1. (x? + px + q)P PER, P> 

Все эти дроби рассмотрены в пунктах 2.6 и 2.7. Следует отметить, 
что первообразная функция рациональной функции есть в общем слу- 
чае сумма рациональной функции, логарифмов и арктангенсов. 

Считая разложение многочлена @ на множители известным, рас- 
смотрим вопрос об определении коэффициентов разложения (10), п. 3.1. 

Рассмотрим случай, когда многочлен Q имеет лишь простые дей- 
ствительные нули, т. е. 

Q(x) = [1 (x—x), (3) 
jal 

где x;4 x, при ]  &. Тогда разложение (10), п. 3.1, имеет вид 

5 _ 
=>) = — у. (4) 

j=] 

Для определения коэффициента A,, А = 1, м, умножим обе части ра- 
венства (4) на x — x,; при этом получим 

P (x) 
(X— X14) «2. (X — Ш) (X — жи)... (% — Xn) 
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_ A, . Ap Ans) A 

=A +(7o + - Ty iy | `` ых 

x (X — X,). (5) 

Полагая в (5) x = х,, находим 

_ P (Xz) _ __P (xp) 
А, О . 0. (XR — Xp_1) (Xe — Xp4y) 22 (Xp — Xp) Q’ (x) eax, (6) 

Таким образом, разложение (4) имеет вид 

P(x) _ м P(x) | | 
Q(x) 1 Q (xj) (x — x) ° (7) 

(= 

Интегрируя полученное равенство, находим 

P(x) 4 _ РО) via 
\ oo dem YT Infx—xj|+OC, xAX;, (8) 

= 

Рассмотрим теперь общий случай разложения (10), п. 3.1. Общим 
знаменателем всех простых дробей в этом разложении является много- 
член Q, а их сумма после приведения к общему знаменателю будет 
правильной дробью, степень числителя которой не превосходит п — |. 
Отбросив слева и справа знаменатель @, получим тождественное отно- 
сительно х равенство двух многочленов, один из которых многочлен 
P, а другой многочлен с неопределенными коэффициентами A‘), МО, 
Ny’ Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, полу- 
чим систему линейных уравнений, решив которую, найдем все неиз- 
вестные коэффициенты разложения (10), п. 3.1. 

Рассмотрим некоторые примеры. 

. x4 
Пример !. Вычислить а ра dx, x€R. 

Выделяя целую часть, получим 

x4 _|— 5х? -- 4 

x4 i 5х2 -- 4 x4 t+ 5х4 © 

Принимая во внимание, что x4 + 5х2 -+- 4 = (x2 + 1) (x? + 4), для второго слагае- 
мого в правой части получаем разложение 

— 5—4 _ Мх- М, , М.х - М. 
e+ ox? +4 2-1 a ° 

Приводя правую часть к общему знаменателю, запишем равенство числителей: 

— 5х2 — 4 = (Мих + М,) (x? + 4) + (Max + М.) (x? + I). 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях. х, получаем систему линей- 
ных уравнений 

+ 

31 М -Е М, = 

x?| М. -- М, = — 5, 

x |4M,+M,=0, 

хо | 4М, +N, = — 4, 
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| 
решая которую находим: M, = М, = 0; М, = , № = — >": Подставляя най- 

денные коэффициенты в разложение и интегрируя его, получаем 

x! | 8 x 1 
| area dx =x +z arctg x — 5 arctg = С, xéER. 

n 2. В ax ЕЮ . лить | ———, Xx . ример ычислит | 

Поскольку x4 -Н1 == (x2 + 1) — 2x? = (x? + Ибх-+ 1) (x? — У? х- 1), то раз- 
ложение подынтегральной функции на простые дроби ищем в виде 

Мих +N, Mx + М, 
Mel эру ю- Ух. 

Из тождества 

l= (Myx + N,) (x2 — V2" + 1) + (Max + М,) (x? +V 2x4 1) 

получаем систему уравнений 

хз | М - М. = 0, 

хз | УМ, + М + УЗМ, - М, =0, 

x М. Ум + М, + И2М, =0, 

x? N,+N,= 1. 

| 1 
Решив систему, находим M, = — М. = ——; М, = М. = —. Следовательно, у 1 2 2у5 1 2 9 

Ах = 
м 1 ’ x+V2 de — | х— У? 

т ya | у ys УЗ 

| ( + 

2V2 

dx + г) dx _ 

e+ xV2+1 (x + Vey + 
о 9 

V2 
| ш+- | dx 

5 —_xVo 4 2V 2 х— ху! (x— Wey + 

| хз ху 2-1 
— — п - arctgp (x V2-+ 1 arct хИ8— 1 С. у уг a! g(xV2+ 1) + arctg ( ) + 

Если воспользоваться формулой сложения арктангенсов 

ate 
arctg x + arctg y = arctg — ит гл, 

re & = & (x, у) — функция, принимающая одно из трех значений: 0, 1, —1, то 
полученный результат интегрирования можно записать в виде 

а | 2 ат и 2-Е И2-| —1 асю Wee 4 

xe -- 4V2 хз — Ух | 2V2 | 

л 

T Oya Е (x) + (x) + 
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здесь 

Г если x > 1. 

ree ye если |x| <1, 

— |, ели х<— 1, 

Ф (1) = Итф (x), DO(— 1) = т Ф(>. 
х- | х-— 

3.3. Метод М. В. Остроградского. Подробно проанализируем фор- 
мулу (1), п. 3.2, выделив в ней члены, куда входят только логарифмы 
и арктангенсы; при этом воспользуемся решениями примеров 5) и 8), 
п. 2.6: 

т я. 
"iP (x) я ло (° ах (2) dx 

Q (x) -y Ae rant DD a ) и ЕТ 
nl 1—1 j=! 

Mix nia k В (1) (i) МХМ. ] j 
+y (ee as >>) (x? 4. pix + ад "+ a ‘=| j=! 

[2 Mp? 

-Ущиы-шч+У >" In (x? + pix + 90 - 
f=] 

Pt (0 Хх — 

-+ [м — ой arctg : ++ 
2 2 2 

р: / P; 
И. ит | qi — — 

ъ„ Teml к Bp! M\)x a м 

AY ax | ‚(1 
+ 2 > Г) иже" + х > (x? + pix Sai © 

Используя решение примера 6), п. 2.6, имеем 

v ий ax т %—! Aw 
Aj = — 7 — — 

= ya ) (x — x,)%—!T! 2 2 (a; — jf) (x — хр 1 

( All A) 

— (a, —l) (x — xe т (a, — 1) (х— х.) 9—1 т 

ar AQ де | 
... -... т ... "т | (о 

+ (Ay — I(x — Xin em! 1 т Хх — x + т Х —Xm (2) 

В правую часть формулы (2) входит сумма правильных дробей. Если 
все их привести к общему знаменателю и сложить, то в результате 
получим правильную ры знаменатель которой Q, (x) имеет вид 

Ох) = (xX — 4) (KX — x)? ... (XK Xmrm (3)



Используя теперь решение примера 3), п. 2.7, получаем 

к В, Мх + м к Bp! мо 

>> ) рр ->> 2(Вг — 1) (x? + px + g,)8i7! + 
i=] j=! i=! j=] 

к Bp! mM 
(i) __ j Pi dx 

+5 У ми a a арен. {= =! 

Первая группа слагаемых в правой части формулы (4) — правильные 
дроби: 

| mM! k Bp— 

> 2 Dh toe tam j=l =! 

k Mi" 

7 у Е (В — 1) (x? + px + 9) 8:7! 
i=] 

м 
B,—! _ 

2 (By — 1) (x? + рух + mr) 7 
5+ 

мп) 

--(; 28,—-)@+ee+qea " | 
м 

B,—! 

т 2(Be — 1) (x? + pex + 45" To TOR Ihe teeta 

Ma 
ee 

Е т — (Be — 1) (x? + рых + Ge) } °) 

Сумма этих правильных дробей является правильной дробью, общий 
знаменатель которой Q, (x) имеет вид. 

0. (x) = (x? + px + 91) Pt (x? + pox + 92)... 

с (XK? A px + 9)". (6) 
К интегралу 

ах 

(x? + px + адВГ Г" 

x Sh , р? 

после замены #= A, ‚ где Aj = 9, — =) применима рекуррент- 

ная формула (2), п. 2.7, в результате чего получим сумму правиль- 
р: х- —— 
2 

ных дробей с общим знаменателем (x? + p,x + gt? и arctg 
и 

ar a 
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с некоторым множителем. Таким образом, анализ формулы (1), п. 3.2, 
позволяет сделать вывод о том, что в результате интегрирования 

. . Р (x . 
правильной рациональной дроби 0 получаем сумму рациональной 

части интеграла — правильной дроби с i знаменателем 

Qs (х) = 0, (%) ©, (х) = (% = м)... (HA хх 

x (x2 + pyx + 91)... (x? + рых +9," (7) 

и сумму логарифмов и арктангенсов. Эту сумму логарифмов и арктан- 
генсов получим, интегрируя правильную рациональную дробь, зна- 
менатель которой — многочлен Q, (x), не имеющий кратных нулей: 

— 2 2 Ц, (x) = (х —х)) ... (х — XMMP PX Е 9)... И рих - 9»). Метод 
М. В. Остроградского состоит в том, чтобы выделить рациональную 
часть интеграла (1), п. 3.2, не производя интегрирования. 

P (x) Считая, что разложение многочлена Q(x) дроби OW 

кители известно, изложим суть метода М. В. Остроградского. Рацио- 

Ha MHO- 

нальная часть интеграла ye dx, как отмечалось выше, имеет вид 

Ps (x) ‚ где ()з (х) — многочлен из формулы (7). Поскольку дробь Pol) _ 
Qs (x) Qs (x) 
правильная, то многочлен Р. (x) зададим с помощью неопределен- 
ных коэффициентов, считая его степень в общем случае ниже степени 
многочлена () (x) на единицу. 

Сумму логарифмов и арктангенсов получаем в результате интегри- 
рования правильной дроби со знаменателем Q, (x). Обозначив эту 

Р 4 (x) дробь через 0. (x)? зададим многочлен P, (x) с помощью неопределен: 
4 

ных коэффициентов, считая его степень ниже степени известного мно- 
гочлена Q, (x) на единицу. 

Таким образом, можем записать формулу М. В. Остроградского 

РО Pst), (Pal) 
\ TH =e + | 0. 4% (8) 

Для получения системы уравнений относительно неизвестных коэф- 
фициентов многочленов Pz (x) и Р. (x) дифференцируем сначала левую 
и правую части равенства (8) 

P (x) =(326 | Ра (х) 
Q (x) Qs (x) Ц. (x) ’ 

приводим правую часть к общему знаменателю Q (x) и приравниваем 
затем коэффициенты при одинаковых степенях х в числителях. В за- 
ключение отметим, что многочлен Qs (x) является, очевидно, наиболь- 
шим общим делителем многочлена Q(x) и его производной @’ (x). 

dx 
Пример. Вычислить интеграл | оз Ox FI 

Так Kak x4-+ 2х3 + 3х? -|- 2х -- | = (x? + х- 1)*, то решение поставленной 
задачи ищем в виде 

dx _  Ax+B 4 7 Cx+D dx 

(хх -- 1) Ах \ x?tx-+ | ’ 
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откуда | em A(x? -+ x + 1) — (Ax -- В) (2х + 1) - (Cx + О) (x? + * + 1} 

x3|C = 0, 

x*}—A+D+C=0, 

x |D—2B+C=0, 

| А-В =. 

2 | 
Решая эту систему, находим А = 0 = = > Be . 

Окончательно имеем 

dx 2x -+ | 4 2x + 1 
= ——- 1-C | seep Зо Ех | зуз aele 5 

$ 4, ИНТЕГРИРОВАНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 
МЕТОДОМ РАЦИОНАЛИЗАЦИИ 

В предыдущем параграфе подробно рассмотрен класс рациональ- 
ных функций, интегрирование которых всегда приводит к конечному 
результату. 

Попытаемся свести интегрирование других элементарных функций 
(иррациональных, трансцендентных) к интегрированию некоторых 
рациональных функций, полученных в результате удачно выбранных 
подстановок. Такое преобразование подынтегральной функции в ра- 
циональную функцию называется рационализацией интеграла. 

Хотя рационализация интегралов возможна не всегда, тем не ме- 
нее существует широкий класс иррациональных функций, интегралы 
которых рационализируются. 

Рассмотрим постановку задачи рационализации интеграла в общем 
случае. 

4.1. Постановка задачи. Пусть f : x R (x, и, %, ..., Уи), ХЕЯ,— 

рациональная функция своих аргументов, у J >R, |= 1,1, — 
некоторые функции. Предположим, что подстановка x = ф (1), ЕЕ 
ЕЯ, где ф — рациональная функция, обращает каждую из функций 
у; в рациональную функцию Фф;: Ён $;(1. Тогда f(t) = R ($ (1, 

фи (1), ..., Фи (1)) = А (t) — рациональное выражение переменной tf. 
Считая функцию ф дифференцируемой, имеем dx = $’ (t) dt — рацио- 
нальное выражение (так как производная рациональной функции 
является рациональной функцией). В итоге получим 

дах = | RO’ Hat. (1) 
В правой части равенства (1) имеем интеграл от рациональной функ- 
ции. Переменную / называют рационализирующим параметром. 

т 
/ В 

5 4.2. Интегрирование выражений вида R(x, хп, ..., £5), 
m,n, ..., Г, S€Z. Рассмотрим интеграл вида 

a а 
№: 2 х",...,. хз) ах тп, ..., Г, SEZ. 
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Пусть К — общий знаменатель дробей =, wae После приведения 

всех дробей к общему знаменателю они примут вид 

т — т. JT = 1 
n — К 9 eee 9 $ — К e 

Полагая в интеграле x = К, получим 

т. Г 
\Rix xt, ..., х)ах = [ROK №, ..., 1 КЕ = 

= | Ri dt. 

Указанная подстановка x = ¢< рационализирует интеграл. 

4.3. Интегрирование выражений вида КЮ (x, ( atte ‚... 

7 

ах | \— b 
(Sta) ), т п,..., Г, SEZ; а, Ь, С, ЕЮ, det (7 ао 

Этот случай легко сводится к рассмотренному выше, если положить 
ах 6. — K о » m Г 
а t*, где К — общий знаменатель дробей ин >. В этом 

dt® — 5 
случае х рационально выражается через t: x = к. После заме- 

а— с 

ны получим интеграл от рациональной функции. 

dx 
Пример. Вычислить > ‚ ПЕМ. 

V (x — a)" Fl (x — By"! 
dx у dx 

Заметим, что — =| = Ina 

И (x—aytt! (x — oy" и (—} (x — a)? 
x—a 

x—b dx п 
I] еграле замену —— = 2", = “at и роизведем в интеграле замену а тогда (¢ — a)? Ба 

dx n a /x—b 
\ x —b\n—I _ b—a | НИ Ste pe х—а 

4.4. Интегрирование биномиальных дифференциалов. Биноми- 
альным дифференциалом называют выражение вида 

x’ (а + 6х4)? dx, a, БЕЮ; р, 9, rEQ. 
Интеграл от биномиального дифференциала 

\ x" (а + bx’)? ах (1) 

r+1 r+1 
будем рассматривать здесь в случаях, когда р, rly <= + p— 

целые числа. Эти три условия называются условиями интегрируемости 
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в конечном виде биномиального дифференциала. В середине прошлого 
столетия великий русский математик П. Л. Чебышев доказал, что 
эти условия не только достаточные, но и необходимы для того, чтобы 
интеграл (1) выражался в конечном виде через элементарные функции. 
Во всех других случаях такое представление этого интеграла невоз- 
МОЖНО. 

Разберем каждый из указанных случаев в отдельности. 
1) Пусть р — целое число. Если ^ — общий знаменатель дробей 

Г 
гиф те r=a,q= a ‚ 1, 91 — целые числа, TO подынтеграль- 

ное выражение в (1) имеет вид 

x” (a + 6х р dx = R(x) ах, 

где R— рациональная функция относительно У x. Тогда, как сле- 

дует из пункта 4.2, подстановка х = № рационализирует интеграл (1). 

2) Пусть и целое число. Произведя в подынтегральном 

выражении интеграла (1) подстановку x? = $, получим 

rel 
x (a + bx)” dx = — (a+ bty’t? dt. (2) 

Tak Kak т целое, то и a | является целым числом 

И преобразованное подынтегральное выражение принимает ВИД 

r+ 

— (a+ bit dt = Rit, Va + Bi) dt, 

где у — знаменатель дроби р, Ю — рациональная функция аргумен- 

тов фи Ка- ot. Тогда, согласно случаю, рассмотренному в пункте 
4.3, подстановка а -- bf = г” рационализирует полученный в резуль- 
тате замены x7 = ¢ интеграл. Объединив обе замены в одну, приходим 
к выводу, что подстановка 

a+ bx" = 2’, 

где v — знаменатель дроби р, рационализирует исходный интеграл (1). 
r+ 1 

3) Пусть = + р— целое число. Произведя в подынтегральном 

выражении исходного интеграла (1) подстановку Xx? = Ё, запишем ра- 
венство (2) в виде 

7-1 

x (а- 5x7)? dx= — (J [0 Е. (3) 
/ 

Поскольку 
r+ 1 

Е + р—1 является целым числом, то правая часть 
. Vv 

равенства (3) — рациональное выражение вида R(t, Vit of } 4 OT- 

Vfvja+ot 
носительно [и А где, как и прежде, у — знаменатель Дро- 
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би р. Тогда, согласно пункту 4.3 этого параграфа, подстановка 
a-+ bt 3 
1 = 2’ рационализирует полученный в результате замены X49 =f 

интеграл. Объединив обе подстановки в одну, приходим к выводу, что 

подстановка ах“ + b = 2%, где у — знаменатель дроби р, рациона- 
лизирует исходный интеграл (1). 

Пример. Вычислить | yx — ах, x20. 

(их)? 
Здесь р = — 2 — целое число. Применяя первую подстановку x = 28, получаем 

x 8 2 
| ух —— 4х = 6 | Cl Ну dt = 6f (4-20 43 — ede 

(I+ of x)? 
6 dt t? 

= — (6— 4/3 + 18f — 18 | ——— — 6 dt. 5 + ра | 
Поскольку 

’ 24 | | t | 

Иа = 72 |“ ( = 2) =~ DR "2 919 

то окончательно имеем 

—_ dx = —-x® —4х° + 18x + —— — 2 arctgx® + 0. 
(1+ 4/x)? 5 — . 

ХЗ 

4.5. Интегрирование выражений вида R(x, V ax? 6х - с). 
Подстановки Эйлера. Рассмотрим интеграл 

| Ю (x, V ax? + bx +) dx, (1) 

где Ю — рациональная функция относительно независимой перемен- 

ной x и радикала V ax? + bx +c. Исключим из рассмотрения триви- 
альный случай, когда квадратный трехчлен y = ах*-- bx + с имеет 
кратный нуль. 

Интеграл (1) всегда рационализируется с помощью одной из трех 
подстановок Эйлера. Рассмотрим их. 

1) Пусть а > 0, тогда, полагая 

И ал? + хе = Иах+ 1 (2) 

и возведя обе части (2) в квадрат, после упрощения получим равен- 

ство bx с = +2 Уам- №, из которого видно, что х, а следова- 
dx . 

тельно, И ах? + bx+c u —/ рационально выражаются через [. 

2) Вторую подстановку Эйлера применяют в случае, когда с >> 0. 
При этом полагают 

V ax? + хе = Ус-ыЫ. (3) 
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Возведя в квадрат обе части (3) и упрестив полученное, приходим к 

равенству ах + 6 = +2 Ис: -+ 2x, из которого следует, что х, 

У ах? + бх- си а рационально выражаются через {. Отметим, что 

оба рассмотренные случаи приводятся один к другому с помощью под- 

становки xX => И Поэтому можно, например, использовать только 

первую подстановку. 
3) Третью подстановку Эйлера применяют в случае, когда трех- 

член ах?-- bx + с имеет действительные нули xX, и № (x,  X,). По- 
лагая_ 

Vax? + вх с = Ех — х,) или У ах - bx +co=t(x—x,) (4) 

и принимая во внимание, что ах?-- bx + с = a(x — х1) (Хх — Xp), пО- 
лучим, возводя обе части (4) в квадрат, 

а (х — х.) =Ё(х—х) или а(х-—х) =Ё(х—х.. 

a 
В каждом из этих случаев x, У ах? + 6х си —— рационально вы- 

ражаются через f. 
Первая и третья подстановки Эйлера исчерпывают собой все воз- 

можные случаи рационализации интеграла (1). 
В самом деле, если трехчлен ах? + bx - с имеет действительные 

нули, то применим подстановку (4). Если нули трехчлена комплекс- 
ные, то 6? — 4ас < 0, и значения квадратного трехчлена на всей число- 
вой прямой имеют тот же знак, что и число а. Случай а < 0 исключаем 
из рассмотрения, так как при этом радикал не имеет действительных 
значений. Но если а > 0, то подстановка (2) рационализирует ин- 
теграл. 

ах 

ху -х- 
Здесь а = 1 > 0, поэтому применим первую подстановку Эйлера 

Vetxe+l=—x+t. 

Пример. Вычислить \ 

ay. В —_ 2f2 4+ 2 +2 

телах = Пар, “= ао 
dx (249-42, _ А В с 

\ УР =т- | (Е - 20? am | (1 ге + три + )4 

Для определения неизвестных A, В, С получаем систему: 2В -- 4С = 2; A+ B+ 
-- 46 = 2; C= 2, откуда А = —3: В = —3; C= 2. = образом, 

dx _—3( dt _ 4-2 dt _ 
у о ут = \ ez г 

3 | 
а 2) та ОВ С, 

где = ХНУ х-1, хе — 1. 
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4.6. Другие приемы вычисления интегралов | В (т, V ax? + bx + с)ах. 

Подстановки Эйлера в каждом случае рационализируют выражение 

R (x, И ах? + bx - с) dx, однако, при этом, как правило, вычисление по- 
лученного интеграла требует значительного объема работы. Рассмот- 

рим кратко другие приемы вычисления таких интегралов. 

Обозначим у = V ах? -- bx -- с. Функция X+* R(x, y (х)) в общем 
случае представляет собой частное двух многочленов по целым степе- 
ням переменных х и и: 

Pi (x, и) 

Po (x. y) ` 
R (x, y) = 

Четные степени переменной у являются ‘-многочленами по целым сте- 
пеням переменной х, а сумма всех нечетных степеней у может быть 
представлена в виде многочлена по целым степеням х, умноженного 
на у, в силу чего справедливо представление 

_ Ру _ Р-Р, lx) y 
К (% YW) Би ПРОРОу’ (1) 

где P; (x) — целые многочлены, | = 3, 4, 5, 6. 
Умножив числитель и знаменатель дроби (1) на выражение Р, (x) — 

— P,(x)y, в знаменателе получим многочлен по целым степеням х, 
а числитель сохранит старую форму записи, но вместо многочленов 
P, (x) и P, (x) появятся другие многочлены: 

Р Р 

Обозначая R, (x) = т. i. ‚ Ry (x) = re С ‚ получаем представление 
9 

R(x, и) в виде 

R(x, у) = К, (x) + R(X) у. (3) 

Интегрирование рациональной функции К, подробно изучено выше, 
поэтому рассмотрим второе слагаемое в правой части представления 
(3). Записав его в виде 

2 

Ry (xy = OE ПЕ (4) 

и выделив целую и дробную части рациональной функции Rs (x) — 
некоторый целый многочлен P(x) и правильную рациональную дробь 

T (x) 
O (x Получим 

P(x) Г (у) 5 
К. Фу = у Г Оу. (> 

Г (x) 
Используя разложение правильной дроби Om на простые, видим, 

что интегрирование выражения (5) сводится к вычислению интегралов 
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трех типов: 
P (x) о Adx 

| Taree ий ) , (x — x,)* Vax? + bx +e ’ REN; 

x 
Ах, 3) | (x? + px + 9)" У ax? + bx +c x mEN 

Рассмотрим каждый из этих интегралов в отдельности. 
1) Поскольку целый многочлен является линейной комбинацией 

функций [„:хн>х”, т>0, то достаточно изучить интеграл /,, = 
x dx 

= | 7? где и = Vax? + bx +c. При т>1 имеем 

yn! 

у 

= — (т — 1) x™-2 (ах? + bx +) 4+ x7! (ax + 5} = 

ту = т — Пк" + ~— (ax +4) = 

= — ( max” + (m— >) bx™—!| +. (т — сх") (6) 

Интегрируя обе части равенства (6), получим 

x™—ly = mal,, + (т — > Ыт— + (т — 1) cl mn. (7) 

Полагая в формуле (7) т = 1, находим 

j= 4— |, (8) 

Взяв теперь т = 2 и используя (8), получим 

2 — 

[= “Sy 4 (36% — 4a) 1, (9) 

Продолжая увеличивать т каждый раз Ha единицу, получим формулу 

dx Im = Qm—t (2) Y + Irmo = Чи, | me (10) т = Qn ) у т/о = @т у т} 7a tbe be 

где Qn—; (x) — целый многочлен (т — 1)-й степени, A,, = const. 
Используя теперь то обстоятельство, что многочлен п-й степени 

есть линейная комбинация функций fp, получаем формулу для вы- 
числения интеграла 1): 

' Ри (х) dx = И wee b _ у ах | ee ах = О, (9) VF ee + 2 
где Q,—; (x) — многочлен (п — 1)-й степени, A = conist. | 

Задавая многочлен @„— (x) с помощью неопределенных коэффи- 
циентов и дифференцируя обе части формулы (11), получаем 

‚ (11) 

b 
Pr (x) _ Q,—| (x) (ax? + bx + с) -+ [ax + =) | (х) + A (19) 

V ax? + bx +e И ах? -- bx +e 

Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях х в многочленах 
п-й степени, стоящих в числителях равенства (12), и решив затем си- 
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стему уравнений относительно неизвестных коэффициентов многочлена 
Q,—1 (x) и постоянной A, сведем задачу к вычислению интеграла J). 

Отметим, что решение системы уравнений относительно коэффи- 
циентов многочлена @„— (x) и постоянной A не представляет труд- 
ностей, так как сводится к последовательному решению уравнений 
с одним неизвестным. 

2) Интеграл сх 
(x — xq)" Vax® + bx Fe 

| 
— № —= TT приводится к только что рассмотренному интегралу пер- 

dt | 

2 ’ 

с помощью подстановки x — 

Boro типа. В этом случае dx == — „” — в, ах? + bx+c= 
Хх — Хо 

АВ + Bt -- а А 2 1 
— , = ах bx с, В = Зах Ь, = (2 rae о 0% + oT V ax? + bx +e 

|e 
= АЕ + Bit a 

| = = — sgnt at = 
J(x—x,)* Vax + bx +e Е ея 7 

= — sgnf(Qro(t) У АВ + Bt+a+h, V Af = +a 
). 

Мх- м 

(x2 + px + 9)" У ax? + bx +e 
случай, когда трехчлен ах*-- bx + с отличается от трехчлена x7 + px + 
+ 9 лишь постоянным множителем. Тогда рассматриваемый интеграл 
принимает вид 

Мих +N, ах = М (Ч tert) 

Ах, выделим частный 3) Рассматривая 

Эт-1 9 Эт--1 

(+ px+q) ° (2+ pxtq) ° 
M,p \ ax M, | 

+ (№ — 2 } Эт — ^^ (8m — | тт Г 

(x?-+ px + 9) (x@+px+q) ° 
Mp \ (°' dx 

+ (№ — р) )\ om+1 

(x2 + pxtq) * 

dx 
Интеграл >--г Вычисляется с помощью подстановки Абеля 

(2+ px+q) ? 
x-+- - 

1 = . При такой замене получим 
Иж -- pxtg 

= 9 4», me AX =9— >00, 
, At , a Amt 

Хх 9 = Ш в, м +pxt+qg) ° = эт ' 

ий) ° 
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tV x?+ px+q =x++4, dx = 

x+—2 

=—dtVx?+ pxrtq+t 2 dx = 
9 

= Их? - px+qdt+ Рах, ах = 5 

и— 2)? 

ах | 
т вт | (1 — eye! dt. 

(x2 -+ pxt+q) * 
С помощью подстановки Абеля получили после проведения замены 
интеграл от многочлена. 

Рассмотрим еще один частный случай интеграла 3), когда р = 6 = 
= 0, т. е. рассмотрим интеграл 

Mx + М 

уе» ue) 
где J, = Mxdx |. = dx 

‘J @tQ™Varpe™ * \oemacess 
d (x?) 

Записав интеграл /, в виде /, = ‚ ВИДИМ, 
2 J@+q"Vaxt +c 

что замена И ах? -- с = Ё рационализирует его. Запишем интеграл /, 
в виде 

"а ( 1 

| = —+ sgnx| x 2 9 m 

(4 PV ete 
С 

и произведем в нем замену V1 + —= =. Тогда получим интеграл 

от рациональной функции. 
Таким образом, в общем случае желательно в интеграле 3) про- 

извести такую замену переменной, чтобы получить интеграл вида 
(13). В одном частном случае, а именно, когда 6 = ар, это достига- 

р 
ется с помощью подстановки х ={ — -5-; тогда х + рх + а=Ё-+ 

+ A*, где A? —а— ах? + bx +c=at?+B, re B=c— 4 
2 4ас — № 

= 7 . В общем случае, когда bap, произведем в ин- 
4 4а 

теграле 3) замену х = мт 

мены получить интеграл вида (13). Имеем 
5 2 _ 2 9 2 
4+ рх+а= t pp + q) 2 + ( ee + pv +q) 

(ay? + ba +c) f+ (Quva + > (w+ v) + 2c) t+ (av? + bv+ oc) 
(1 +- ¢)? | 

‚ выбрав и и V так, чтобы после 3a- 

ах? + bx + с = 
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Для достижения поставленной цели выберем ци и V так, чтобы коэффи- 
циенты при { обратились в нуль: 

Яо (14) 
Зима + b(u + v) + 2c = 0. 

Система уравнений (14) эквивалентна системе 

—_ 2 (с — aq) 
и НУ = — b — ар ’ 

cp — ab (15) 

BV = b—ap 

Таким образом, & и у — корни квадратного уравнения 

242) 4 _ 9, (16) 

Уравнение (16) имеет разные действительные корни, если его дискри- 
минант положительный, т. е. 

(с — aq)? — (ср — 96) (6 —ар) >0 или (с —aq)* > (cp — gb) (6 — ар). 

(17) 
Неравенство (17) эквивалентно неравенству 

b \2 2 b2 
[c+ aq —-F } > 4(9—-D) (ae— 4). (18) 

Так как квадратный трехчлен x? + px + 4 имеет комплексные нули, 
р? 
i >0, т. е. g>0. TO g — 

b2 

Если ас ——- <0, то неравенство (18) очевидно. 
62 

Докажем его справедливость и при ас — —->0. В этом случае 

ас >0, и в силу неравенства с + аа >>2V сад имеем 

ны] >=) - 
= 4 (9-2) (ac — 4) + УЗИ 

Если с=2 аа, то C-+ag>2Y cag, и справедливо неравенство (18). 

Если с = ад, то pVac—bVq = Иа (ар— 6) =20, так как bap, 
в силу чего снова выполняется неравенство (18). Следовательно, урав- 
нение (16) всегда имеет разные действительные корни. 

4.7. Интегрирование тригонометрических выражений методом ра- 
ционализации. Рассмотрим интеграл | 

\ R (sin x, cos x).dx, (1) 

принимая BO внимание то обстоятельство, что любая рациональная 

функция относительно тригонометрических функций tg x, ctg x, SEC x, 
cosec х выражается рационально через sin x и COS х и, следовательно, 
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: x 
может быть представлена в виде R (sin x, cos x). Подстановка > =# 

всегда рационализирует интеграл (1) (поэтому ее называют ин ивер- 
сальной). Действительно, 

24% — 

inx = 52 * со 1 | — 

nes 2х 1+ Ё? Sx r+? XCOSX = 

+в 
21 — 2) о dt _ 

(1 ++. 2)? dt, dx= 2, fp? Ю (sin x, cos x) dx = 

2t Га 24 — R (1) dt, 

=в(г-в, г+ вт 

где R — рациональная функция. 
Однако следует помнить, что применив универсальную подстанов- 

ку, иногда получают первообразную не для подынтегральной функ- 
ции, а для ее сужения на интервал ](2п — 1) л; (21 | 1) л|. Это 

x 
обстоятельство связано с тем, что функция }: x -» tg —> Разрывна в 

точках х=л- 2kn, REZ. 
Рассмотрим примеры на вычисления интегралов с помощью уни- 

версальной подстановки. 

ах 
Пример 1. Вычислить интеграл /, = ох сах 5, хЕК. 

$ — 

Подынтегральная функция определена на всей числовой прямой в силу нера- 

венства |2sinx—cosx|< V5. Поэтому первообразную этой функции будем 
х 

строить при всех хЕ Ю. Полагая в = tf, (2—1 л<х< (91п-- Пл, neZ, 

получаем 

= \ 37 SHER = 7 arctg = ve + Cn = 

I 3 tg = + 1 

= УЕ arctg УЕ +C,, 

(здесь каждому интервалу ](2n — 1) л, (2n + 1) л| соответствует своя постоянная C,). 
Из непрерывности первообразной следует соотношение 

л л 
[1 (2nn РР л— 0) = /. (Qnn-+n-+0), те. —_ С = — ——-+С 1 ( + ) 1 ( + + 0) ove n ave n+l) 

откуда находим C,, = TE + С, где C=C, — произвольная постоянная. Из не- 

х-фл 
равенств 2nn<x+nun<c(2n+2)n, n< On <п--1 следует, что n= 

x+n 
-| On | Таким образом, окончательно получим 

x 
3tg—-+1 

L= I arctg . 2 + дя “ae С, xn (2n-+ 1) 
V5 V5 V5 | 2” | 

. (2n + Ол. 
L(m(2n+ 1) = lim Ла = ——. 1 (% (2n 1) ил t OVE 
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Пример 2. Вычислить интеграл /, = | г ах ‚ О<= < 1, хЕЮ. 
, & COS x 

x 
Полагая в интеграле tg 5 = t, (21п— ПИл<х< (21+ Пл, n€Z, получим 

после замены 

1 = —2 ( at _ 2 «(ИУ х 

| —е 
+ 

По аналогии с решением примера |) находим 

—_ 2 l—e, x 2л х-л ВЕНА. 
х 5 (2n-+ 1) л, 

1,((2n +1) л) = lim © /, (x). 
x->(2n+1)n 

Еще раз подчеркнем, что функция Qi x 2 arctg 1-е tg — 
1 {а 2 УИ! — 22 

является первообразной не подынтегральной функции, а сужений этой функции на 
интервалы ]|(2п — 1) л, (2n + 1) af. 

Несмотря Ha то что универсальная подстановка всегда рационали- 
зирует интеграл (1), в некоторых частных случаях применяют и дру- 
гие подстановки, приводящие к интегралам от рациональных функ- 
ций, более простым по сравнению с интегралами, получаемыми после 

x 
подстановки tg — = ¢. Рассмотрим три таких случая. 

2 
1) Подынтегральная функция в интеграле (1) при замене со$ х на 

—с0$ х меняет знак на противоположный, т. е. R (sin x, —cos x) = 
= — R (sin x, cos x). В этом случае подстановка sin x = ¢ приводит 
к интегралу OT рациональной функции, поскольку функция 

R (sin x, cos x) 

COS X 

не меняет знака при замене COS х на —COS х, следовательно, содержит 
только четные степени COS х и поэтому рационально выражается через 
sin x, а подынтегральное выражение 

R(sinx, cos х) ах = R, (sin x, cos x) cos xdx = R, (sin x, cos x) d(sin x) 

после указанной замены принимает вид 

R (sin x, cos x) ах == = R(t) dt, 

где R — рациональная функция относительно ¢ = siN x. 

R, (sin x, cos x) = 

dx kn 
Пример 3. Вычислить ‚ХЕ —, REZ. 

sin? x Cos x 2 

После замены sin x = ¢ получим 

ой Ш 
\ sin? x cos x =\ aa = (2 1— 

| | to | Zo 1-+sinx 

=a tay jar |+¢= ~ sing т in| sin 
+С 
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2) Подынтегральная функция в интеграле (1) при замене sin x на 
—sin x меняет знак на противоположный, т. e. Ю (—sin x, cos x) = 
= —R (sin x, cos x). В этом случае подстановка COS х = ¢ рациона- 
лизирует интеграл (1). Доказательство аналогично рассмотренному 
выше случаю. 

Пример 4. Вычислить \ sin® x cos? xdx. 

Применив подстановку cos x = ?, получим 

sin хах = dt, sin* x cos* x = (1 — cos? x)? cos? x = (1 —Ё)?Р = ¢2 — 2t4 + 76 

3 2 t? 

и | sin’ x cost xdx = | (2 В +4+C= 

cos? x 2 cos’ x 
— —cos® x + C. 

3 5 7+ 
— 

3) Подынтегральная функция в интеграле (1) не меняет знак при 
замене sin x Ha —Sin x и COS х на —COS х, т. е. 

R(—sinx, —cosx) = R (sinx, cos x). 

В этом случае замена tg x = ¢ рационализирует интеграл (1). Дей- 
ствительно, из равенства 

Ю (— зтх, —cosx) = R(sinx, cosx) = R(tgxcos x, cos x) 

следует, что косинус входит в подынтегральное выражение в четных 
степенях и поэтому рационально выражается через тангенс в силу 
известной формулы 

| 

1+ tg2x ° 
cos? x = 

Носкольк ах dt, то dx = at и после казанной замены 
У со х Os ТЕ’ у 

подынтегральное выражение примет вид 

R(sinx, cos x) dx = R, (t) в — R, (t) dt, 

где R, — рациональная функция относительно ¢t = tg x. 

‘sin? x cos? 
Пример 5. Вычислить /, =| ах. 

sin® x + cos® x 

Подынтегральная функция рационально выражается через sin 2x и cos 2x, при- 
чем, не меняет знак, если вместо Sin 2x и с0$ 2х подставить —sin2x и — cos 9х, 

поэтому замена ¢ = tg 2x, ~ — — <х< — -- TT n€Z, рационализирует 

интеграл /;. После замены получим 

n= ( па Аи ( dt | dt 
# + 82 +. 8 2 В 4-42 у2 2 214-22 
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arctg = — arctg = 

4 V442V2 4 4—-2V2 ^ 

_ V24+V2 пы 122 У 4 м | 
2 У 4-22 4 4—2Y2 ° 

Из условия непрерывности первообразной следует равенство 

a пл a пл 
—- —— — 0] =/ — , , (+70) =л(4+7 +5), nez 

которое принимает вид 

V2+V2 x _ У2-У2. 
4 

_ зу? пу V2-V2 ло 
2 4 9 n+l. 

Таким образом, Cy = —— V2+V2—V2—V3)n+C,C =Cy = const, т. е. 

с, = -- * УЗ-У-ИЗ-УЪ | wae | 

Окончательно имеем 

hy) = ИУ? arctg — 6 V2—y2 arctg — 182% 
V4+2V2 V4—2y3 

+2 V2=V3-V2-V5|=** | +0, A+, 

к (= +)= lim Аб). 
aio 
4 

ф (x) 

(x —m)* 
где REN, k>1, х=Ет, a ф— одна из функций: X+e e*%, х + sin ax, 
xe созах, (ав). Полагая в формуле (3), п. 2.3, f (x) = Q(x), 

ЛИНИИ dg (x), получаем 

4.8. Некоторые специальные функции. Рассмотрим \ 

(x — m)* 
| — — d —о’ g (x) bop@omet f (x) = @' (x) dx u 

ф (*) — — ф (x) и 
| (x —m)* ax (& — 1) (х— т) т (x — ах. 

Поскольку (e%*)’ = ae**, (sinax)' = асозах, (соз ах)’ = —asinax, то 

интеграл | + a dx принадлежит к тому же типу, что и HC 
х—т 

ходный, но в нем показатель степени знаменателя ниже на едини- 
цу. Применив формулу интегрирования по частям А раз, получим 
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интегралы 

ew dx т ах_ COs ах. 

x—m ’ х—т. х—т. 

Первый Из этих интегралов подстановкой е' = 2 приводится к интегра- 

" dz лу | -——. Каждый из полученных интегралов не может быть выражен 

с помощью элементарных функций и поэтому первообразные подынте- 
гральных функций являются новыми трансцендентными функциями. 
В математической литературе для них приняты следующие обозна- 
чения: | 

. dx . sin x . cos x 
lix = , Ix = dx, cix = dx 

In x x x 

И их называют соответственно интегральным логарифмом, интеераль- 

ным синусом и интегральным косинусом. 

К числу неэлементарных относятся также интегралы 

e—“dx, (зп х?ах, | cos х?ах. | J 
Если интеграл некоторой функции f: 9 > Ю существует, но не 

выражается через элементарные функции, то он определяет новую не- 
элементарную функцию. Поэтому процесс интегрирования является 
и процессом образования новых классов функций, полезность которых 
определяется возможностью их применений при решении конкретных 
практических задач. 

Одним из важнейших классов неэлементарных функций являются 
эллиптические интегралы, краткие сведения о которых приводятся 
ниже. 

4.9. Эллиптические интегралы. Выше были рассмотрены классы 
функций, интегрирование которых с помощью подстановок приводит 
к интегрированию рациональных функций, в результате чего полу- 
чаем элементарные функции. 

Попытки выразить с помощью элементарных функций интегралы 
вида 

Vax Hf ах"... + ах +a, ах, 

ах 
, 

ие та’ а, ЕЮ, | =0, п. 

у 1 n—| n 

в общем случае не приводили к успеху, a в XIX ст. была доказана 
принципиальная невозможность этого. 

Рассмотрим интеграл 

| R(x, VP (x) dx, (1) 
где Р — многочлен He выше четвертой степени с действительными 
коэффициентами, R — рациональная функция двух переменных, так- 
же с действительными коэффициентами и х изменяется в области, где 
P (x) > 0. Этот интеграл может быть приведен к интегралу от рацио- 
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нальной функции, если многочлен Р имеет первую или вторую степень 
или же имеет кратные нули. 

Если многочлен Р третьей степени, то он имеет хотя бы один дей- 
ствительный нуль xX, и может быть представлен в виде 

P (x) = (x — x,) (ах? + bx +0), a0. (2) 

Для значений x > x, произведем замену x = x, + РЁ. Тогда 

dx =, V P(x) = tV alt + (2Qax, БР +axit+bx,+c= 

=1V Qh), (3) 
e 

причем многочлен Q (1) не содержит нечетных степеней переменной f. 
Для значений х < xX, полагаем x = x, — Й. И в этом и в другом слу- 
чаях имеем 

ax 2dt 
—__ = ——. 4 

УР (x) ИО (6 (4) 

В дальнейшем предполагаем, что P (x) — многочлен четвертой степе- 
ни, не имеющий кратных нулей. В этом случае интеграл (1) называют 
эллипт ическим. 

Доказано, что все эллиптические интегралы с помощью элементар- 
ных подстановок приводятся с точностью до слагаемых, выражаю- 
щихся в конечном виде, к трем стандартным интегралам: 

у 42 \ 224г dz 

Vi—2)(1—2)’ JVd—2) (1 — 2)’ J (1 thet) V (1 — 2) (1 — RZ) 

(5) 

где O<k< 1. Эти интегралы не выражаются через элементарные 
функции и их называют соответственно эллиптическими интегралами 
1, 2и 3-го рода. Первые два из них зависят от одного параметра ^, а 
третий зависит еще и от параметра A, который может быть комплекс- 
НЫМ ЧИСЛОМ. 

. л 
Лежандр с помощью подстановки z = sing, 0 <ф= 5, преобра- 

зовал эти интегралы. Первый из них принимает вид 

“ | (6) 
У! — 22 sin? o 

Второй интеграл после замены переменной преобразуется к виду 

$112 фаф | ¢ dp ] | [— 25? = —— — —— — 2? sin? ф dp 
| У! — 22 sin? x R? И! —k? sin? ф к? у | 

т. е. он равен сумме, в которую входит интеграл (6) и



{V1 — k? sin? dg. (7) 

Третий интеграл после замены переменной принимает вид 

dp 

\ (lthAsin?g)V1—& sin? g | (8) 

Интегралы (6) — (8) называются соответственно эллиптическими ин- 
тегралами 1, 2 и 3-го рода в форме Лежандра. 

Наибольшее применение имеют интегралы | и 2-го рода. Если счи- 
тать, что они обращаются в нуль при ф = 0, то получим две вполне 
определенные функции переменной ф, которые Лежандр обозначил 
соответственно символами F (k, Фф) и Е (Rk, @). 

Лежандр составил таблицы значений этих функций при разных 
значениях А и ф. 



6 

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ 

ИНТЕГРАЛ 

В этой главе рассмотрим свойства интеграла Римана ограничен- 
ной числовой функции, определенной на сегменте [а, 5] < Р. Отдель- 
ный параграф посвящен обобщению определенного интеграла на слу- 
чай некомпактного интервала [а, -+oof и на случай, когда функция 
имеет на конечном интервале особые точки типа полюса — несобст- 
венным (обобщенным) интегралам первого и второго рода. Большое вни- 
мание уделено приложениям интеграла к решению задач геометрии 
и механики. 

В определении интеграла Римана вектор-функции и функциональ- 
ной матрицы используется возможность производить операции сло- 
жения, умножения на действительные числа и предельного перехода 
в соответствующих векторных пространствах над полем действитель- 
ных чисел. 

$ 1. ИНТЕГРАЛ РИМАНА 

1.1. Верхний и нижний интегралы Римана. Критерий интегрируемо- 

сти функции. 
Определение 1. Пусть |: [а, 6] > Ри | — ограниченная на сег- 

менте fa, b] фучкция. Разбиением ЦП сегмента [a, 6] называют 

конечное множество точек (Ху, Хх, ..., Xn}, где а= хх... 
<x, =6. 

Точки, входящие в разбиение II, являются концами сегментов 

[x,, хХы|, Г=0, n—1, в связи с чем будем говорить также о раз- 

биении П сегмента [a, 6] на сегменты [х;, Жи]. 

Обозначим Ах; = Xi41—%, i =0, п—1. Каждому разбиению II 
сегмента [а, 6] соответствуют числа 

M,= sup ({f(x)}, т= inf (О, 
ХЕХ Xj; 41] xE[X X11] 

—_ п—1 п 

Si (f) = № M,Ax;, Si (f) = У m,AX;, 

i=0 {—0 
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из которых последние два называются соответственно верхней и ниж- 
ней интегральными суммами. 

Рассматривая множество {II} всех возможных разбиений сегмен- 
та [а, 6], введем в рассмотрения числа 

| Гах = inf {Sn (f)}, | fdx = sup (Sn (A), 
называемые соответственно верхним и нижним интегралами функции f 
на сегменте [а, 6]. 

Определение ©. Функция | называется интегрируемой по 

Римани на сегменте [а, 6], если \ fdx = | dx. 

Множество всех интегрируемых по Риману на сегменте [a, 6] 
функций f обозначают [ЕР [а, 6], а общее значение верхнего и ниж- 
него интегралов Римана интегрируемой функции {Г обозначают 
b 

\ f (x) dx. 

Верхний и нижний интегралы Римана ограниченной на сегменте 

(a, 6] функции f всегда существуют, так как множества {Sq (/)} и 
{Sn (f)} ограничены. Вопрос о равенстве этих интегралов требует до- 

полнительных исследований, поскольку не всякая ограниченная функ- 

ЦИЯ интегрируема ПО Риману. 
b 

Отметим также, что Ред dx зависит только от раифи не 
а 

b b 
зависит OT X, поэтому (Fo dt, | (и) аи и т. д. всегда обозначают 

а а 

одно H TO Же. 
Определение 3. Разбиение П* сегмента la, 6] есть продолжение 

разбиения П этого сегмента, если П* > П, т. е. если каждая точка 
разбиения П является также точкой разбиения П*. Разбиение П есть 
общее разбиений П и Пь, если П = Tl, U Me. 

Лемма 1. Если П*— продолжение разбиения I], то 

$п (В < $п. (В, Sue (f) < 5п (0. 
es 

Предположим, что разбиение [I* имеет ровно на одну точку Е 
€]x;, жи больше, чем разбиение П. Пусть т, = inf ([(х)}, т, = 

xE[ xx; ] 

= inf ({f(x)}. Так как m,>m,, j=1, 2, raz m, = Ш {f (x)} 
хЕГх X41) x€[*,.*j 41] 

TO Sn (f) — Sn (f) = m (xi — xj) + my (Xin) — Ж) — тиц — Х) 2 

> m;((xi — x1) + (иж — м) + Mm; (X41 — м) = 0, 

Sns (f) & Sn (f). 

Если П* содержит на А точек больше, чем ПЦ, то рассуждения анало- 
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гичны. Неравенство Sr (f) < Sn (f) предлагаем доказать самостоя- 
тельно. > 

Лемма 2. Справедливо неравенство \ fdax< ( fdx. 

Пусть П =; U U,, т. е. разбиение П является общим для про- 
извольных разбиений I], и П, сегмента [а, 6]. Применив лемму 1, 
получим неравенства Sn, (f) )<SSu (f) <Sy (Г) )< Sn, (f), откуда следу- 

ет, что Sy (|) < Sn, (1. 
Фиксируя разбиение П. и вычисляя точную верхнюю грань мно- 

жества {Sn, (f)} по всем возможным разбиениям ПЦ, получим нера- 
венство 

{ fax = sup (Sn, 0} <Su, (©. 
Z {П,} 

Вычисляя в последнем неравенстве точную нижнюю грань множества 

{Sn, (f)} по всем возможным разбиениям II,, получим неравенство 

{ fax = inf (Sn, (0)} > [ 4х. № 
Теорема критерий  интегрируемости функции). 

Для того чтобы функция Ё: [а, 6] — Р, ограниченная на сегменте 
la, 6], была интегрируемой на этом сегменте, необходимо и достаточ- 
но, чтобы У г > 0 существовало такое разбиение П сегмента [а, 5), 
что 

0< Sn (f) — $п © <. 
Необходимость. Пусть [Е Ю[а, 6] и задано произвольное &>0. 

b 
Тогда { fax = | fax = \ F(x) dx и, в силу свойств точных граней 

числовых множеств, существуют такие разбиения Ш и Il, сегмента 

[a, 6], что Sy, (f) — — и )dx < — > 5. [rte ) dx — Sn, (<>. Пусть 

П = U Ц. Тогда, ‘согласно лемме 1, выполнены неравенства 

Sn (р < Sn, © < ак + 5 < + <Sn(f)+e, 

т. е. O< Sn (В —Su(f)<e. 
Достаточность. Пусть У=>0 существует такое “разбиение П 

сегмента [a, 6], что O< Sn (f) — $п (f)<e. Тогда из неравенств 

Sn(f) < [ fax<J fax < Sn 
следует неравенство 0 < | [ах — | fdx<e, означающее, что [Е 

ЕК (а, 6]. № 
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1.2. Интеграл Римана как предел интегральной суммы. Пусть 
П = {X%» =a, х1,..., А, = 6} — произвольное разбиение сегмента 
[а, [и а(П) = max Ах;. На каждом сегменте [х;, *:41] возьмем 

0<i<n—} 

произвольную точку =, и образуем так называемую интегральную 

сумму Sy (f) = у f (E,) Ax, Полагаем lim Sn (f)/, если Уе>0 
4(П)-0 

36>0 такое, что VITA daddy <83 (Sei) —I|<e. 
Teopema 1. Ecau при а(П)—>0 ЭЗИт $п (В =/, то [Е Ю[а, blu 

ода! 

< При выполнении условий теоремы У=>0 356 >0:УПЛа(П) < 

<6>([Sn(f)—/|<—, или 1— = <Sn(f)</+ =. Фиксируем 

такое разбиение П и пусть точка = пробегает весь сегмент [ху, X:+1]. 
Вычислим sup и inf множества {Sy (f)}: 

= 
1—5 <$1 )<Sn ff) +=. 

Таким образом, We >0 зп: $п (В — — Sn(f)<e, т. е. [ERI Ь]. Из 

равенств \ fax = | fdx = ic dx и неравенств / ——- < $п {= 

< | 4х < | fax< $п (К < 1+ —- следует, что [бои > 

Покажем теперь, что из условия ie R [а, 6) следует 

3 lim Sy (В = fF ах. 
а(П)-0 у 

Теорема 2. Если {Е Ю[а, 6], mo 
b 

I= \ FO) )dx = lim Sn(f) =, lim on (О. 
П)-0 

<q Так как 1 — int (51 (f), то VWe>O0 ЭП : Sn, (№ )<!+->. Пред- 

полагая, что интервал Ja, 6[ содержит т точек разбиения П., поло- 

жим § = = — тот ‚ где wo; — колебание функции { на сегменте [а, Dj, н 

рассмотрим произвольное разбиение II сегмента [a, 6], для которого 

а(П) < 6. Оценим разность Sy (f)—/. Для этого рассмотрим раз- 

биение II, = Ц. () П. Согласно лемме | имеем Sn, (f) < $п, (f), а так 

как Sn, ()</ +5, TO Sn, (<! +> 

Поскольку разбиение II, является продолжением разбиений II, и 
Il, а интервал ja, b[ содержит ровно т точек разбиения Ш, то 

404



справедлива оценка Sy (f) — Sn, (f) < mo} = >. Следовательно, 

Sn (f)</ +e. Принимая во внимание, что Sy (f)>>/, получаем не- 
равенства 0 < Sn () —/ <e. Так как П — произвольное разбиение 
сегмента [a, 6], для которого d (П) << 6, то, согласно определению, 

3 Ит Sn(f) =/. 
(П)-0 

Для доказательства предельного соотношения lim Sy (f) = / рас- 
1(П)>-0— 

смотрим функцию Фф = —/f и повторим для нее приведенные выше 
рассуждения. 

Пусть Sn (f) — интегральная сумма при произвольном разбиении 
I] сегмента [а, 6], для которого 4(П) <6. Тогда из неравенств 

Sn (В < Sn (f) < Sn (В следует, что tim $п (© =/. № 

Теоремы | и 2 устанавливают эквивалентность двух определений 
интеграла Римана. 

Приведем наиболее употребляемую форму записи критерия ин- 
тегрируемости функции. Так как М; — m;= @,, где ®; — колебание 
функции f на сегменте [х;, x;4:], то критерий интегрируемости фор- 
мулируется так: 

ni— 

ГЕК, bler(Ve>0 3:0<Sn() —Sn(f) =¥. в Ая, <9), 
i=0 

a 

В заключение этого пункта дадим определение ло) ах. При 
bh 

этом используем определение интеграла Римана как предела инте- 
гральной суммы. 

Разбиением П’ сегмента fa, 6] в направлении от точки b 
к точке а назовем множество точек II’ = {x)= 6, х1, ..., хи = а}, 
где Х > м, i=0, п— 1. 

Пусть f : [а, 6] — ЮР — ограниченная на сегменте [а, 6] функция. 
На каждом сегменте [х/41, х/ выберем произвольную точку &; и об- 
разуем сумму 

п 

Srv (В = У, OF Bs) (9 — хр). 
im 

Определение. Если существует lim $ п’ (1) = Г, то функция f на- т. 
зывается интегрируемой на сегменте [a, @] в направлении 
от точки 6 к точке а и этот предел обозначается 

и = (F(x) de. \ Fi) x 

Покажем, что если fER[a, 5], то существует интеграл 
а а 

| Ао ах и при этом F(x) dx = — | f(x) ax. 

| 5 . 
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Если точки разбиения П = {Xo = = а, Xa, .... X%, =} совпадают с 

точками разбиения П’, а точки E,€[x,, Xu} © совпадают с точками &, 6 
п 

Elxigi, х|, то So (f) = — 5п (0, где 5п Й = У | (Е) Ах, 
i=0 

ty 

Так как 3 lim Sy (f) = \f (x) dx, то 
(Г) +0 

3 lim Sw () = — (годах > 
а(П^) +0 

1.3. Некоторые классы функций, интегрируемых no Риману. Из 
определения интеграла Римана следует, что неограниченная на сег- 
менте [а, 6] функция f He интегрируема на нем. Но не всякая ограни- 
ченная функция интегрируема. Покажем, например, что функция Ди- 
рихле 

0. если х иррациональное ’ рр ’ ax x < b, 
Х (x) = | 

|, если х рациональное, 

не интегрируема на la, 6]. Для этого воспользуемся вторым определе- 
нием интеграла Римана. Пусть П — произвольное разбиение сегмен- 
та [a, 6]. Выбирая на каждом сегменте [x,, x;1,] иррациональное &,, 
получим 

п] 

эп (Х) = у Х (Е) Ах; = 0, aun Su (X) =0. 
i=0 )> 

Если же &; — рациональное число, то 
п] 

Sy (X%) = У Х(Е;) Ax, =b — а, lim Sp (X) = b—a. 
i=0 A(T1)+0 

Результат зависит от выбора точек &,, следовательно, функция X He 
интегрируема на la, 6]. 

Следующие теоремы устанавливают два класса интегрируемых 
функций. 

Теорема 1. Если f€C [a, 6], то FER [а,6]. 
Из условия Г ЕС [а, 6], согласно теореме Кантора, следует, что 

функция {| равномерно-непрерывна на сегменте [а, 6], т. е. У=>0 
35 > 0: для произвольного разбиения П такого, что а(П) < 5, вы. 

2 
полняются неравенства ®; < „—, где в; — колебание функции f на 

сегменте [х/, %;+)]. 
Фиксируя такое разбиение П сегмента [а, 5], чтобы выполнялось 

неравенство d (II) < 6, получим для него 

na! ва) 5—5 =¥ ody < ре су Aus pay se 
i=0 

откуда следует, что для функции } выполнен критерий HHTerpupye- 
мости. }> 
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aeopeme 2. Если функция f монотонна на сегменте [a, 6], mo [Е 
E Ria, b 
{ Так как функция f определена на [а, 6], то числа f(a) и f(b) 
существуют и функция f ограничена на сегменте [a, 5]. Пусть f 
возрастает на [а, 6]. Тогда У П имеем в; = f (x:41) — }(х,). По задан- 
ному => 0 возьмем такое разбиение П, ‘чтобы выполнялись неравен- 

5 . 
ства Ах; < Fh Flay’ [ =0, n—1. Тогда 

= и e (f (6) — f (a)) 
у @), Ах; < МОЕ — (а) У (ны) — | (x;)) = i (6) —f (a) = €, 

i=0 

т. е. для функции f выполнен критерий интегрируемости. p> 
Для расширения класса интегрируемых по’Риману функций необ- 

ходимы некоторые определения и теоремы. 
1.4. Мера 0 Лебега и мера 0 Жордана. 

Определение 1. Мерой pI сегмента J = [а, В] (мерой pI ин- 
тервала J = Ja, bl) называют его длину, т. е. число 6 — а. 

Определение 2. Множество Х < Р имеет neo егову меру 0, 

если Ye>0 существует такое счетное покрытие W = (9; {EN} 
этого множества сегментами 9; (счетное покрытие У = (7; i> jen} 

инте рвалами J,), меры которых и», что у и, <а, где у Ш; = 
j=l i=l 

n 

lim Ss 
Из определения 2 следует, что если множество Х < К имеет ле- 

бегову меру Ои Ес X, то множество Ё также имеет меру 0. 
Рассмотрим примеры множеств лебеговой меры 0. 
1) Если множество Х < [R содержит конечное число точек, то OHO 

имеет меру 0. 
2) Если множество Х < Р счетно, то оно имеет меру 0, посколь- 

ку У=>0 и для каждой точки х, Е Х можно выбрать такой сегмент 

9, (интервал 9;), меры „Которых и, что x,€9;, и при этом и, < 

<= A ‚ JEN. Тогда у м < < г. 
j=! 

Следующие теоремы используются при доказательстве теоремы 

Лебега. 

Теорема 1. Если Х = у X;, Х с КЮ и каждое множество X; имеет 
=! 

лебегову меру 0, то множество Х также является множеством лебего- 
вой меры 0. 
4 Пусть задано 2 >>0. Так как каждое множество Х, имеет меру 0, 
то оно обладает таким счетным покрытием и = (1:1; №} интер- 

валами 9:,, меры которых [,;, что у Ри < —.- ‚ Семейство W = 
i=! 

={W;; /Е№ всех таких покрытий похрывает все множество Х. 

Согласно теореме 2, п. 12.2, гт. I, семейство {9,;} счетно, поэтому 
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его можно занумеровать в последовательность J,, REN. Тогда и ме- 
ры и, интервалов J, образуют числовую последовательность, в силу 
чего получим (учитывая абсолютную сходимость ряда с членами |») 

© ео © со 2 

Vi be = УХУ <2 
k=l 11 (=I j=l 

Множество X оказалось покрытым счетным множеством интервалов, 
общая сумма длин которых меньше произвольного = >> 0, поэтому Х 
является множеством лебеговой меры 0. 

Определение 3. Множество Х < В имеет жордановиу меру 

0, если У => 0 существует такое конечное покрытие Я = (9; | = 

=1, м} (И = {9,; | =1, п} этого множества сегментами J, (ин- 
п 

тервалами 9), меры которых и, что Y р; <e. 
j=! 

Из определения 3 следует, что всякое множество жордановой Me- 
ры 0 имеет лебегову меру 0, поскольку из конечного множества ин- 
тервалов покрытия всегда можно образовать счетное покрытие. 

Теорема 2. Компактное множество К < Ю лебеговой меры 0 яв- 
ляется также множеством жордановой меры 0. 
{ Так как множество К имеет лебегову меру 0, то У=>0 суще- 
ствует такое его покрытие W = (9; Е №} интервалами 9), меры ко- 

со 

торых м» что У, и; <. Из компактности множества К следует, что 
j=l 

из бесконечного покрытия W можно выделить конечное множество 
* . 7,” * 

интервалов J;, j= 1, п, меры которых и’, покрывающих множество 
п 

К. При этом У и <е. D> 
j= 

Вспомним определение колебания функции в точке: колебанием 
функции |: Х—Ю, X CIR, в точке % ЕХ называется предел 

Lim (М (РС (Xo, 6))) — mF ($ (os 8)))), 
+0 

где М (Ff (5 (хь, 6) = sup „ ИС т (я, 9))) = int {РО}, 
) хе$(хо,б 

5 (X 9, 0) — 6-окрестность точки ху. Для колебания функции # B TOU- 
ке X) принято обозначение в (f (х,)). 

Теорема 3. Пусть Х < Р — замкнутое множество. Тогда для 
любой ограниченной функции |: Х—Ви \У=>0 множество Е = 
= {XEX: w(f (х)) Se} замкнуто. 
<q Покажем, что множество [R\E открытое. Если x€(R\E, то 
возможны два случая: 1) x ¢ X; 2) хЕХ (в этом случае, очевидно, 

w (Г (х)) < г). 
В случае 1) множество (R\.X открыто (так как множество X 

замкнуто) и поэтому существует такой интервал J, что хе, причем 
Эс юЮ\Х= IR\E, т. е. х— внутренняя точка множества Р\ Е. 

В случае 2) из условия w (f (х)) < следует существование такого 
6>0, что в ([($ (x, 6))) = М ($ (х, 5))) — m(f(S (x, 8))) <г. 
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Пусть <] — такой интервал, содержащий точку х, что Я < S (x, 6). 

Тогда УиЕЯ 368, >0:5 (у, 6) CI (так как J — открытое множе. 
ство и точка у входит в него вместе с некоторой окрестностью). 
Поскольку 5 (и, 51) < $ (х, 6), To ® ([(у)) < г, т. е. Я< Р\Е, так 
как уЕ 9 — произвольная точка. Следовательно, и в случае 2) x яв: 
ляется внутренней точкой множества Ю\\Е. Таким образом, множе- 
ство [R\.E открытое. Согласно следствию из теоремы 3, п. 5.1, гл. 2, 
множество Ё является замкнутым. p> 

Теорема 4. Пусть |:[а, 5] —= К — ограниченная функция, у ко- 
торой w(f (х)) <= для каждого хЕ[а, 6] и некоторого г >0. Тогда 
существует такое разбиение П сегмента [a, 6], что 

Sn (f) — Sn (f) <2 (6 a). 

q Пусть задано г >0. Для каждого x€la, 5] существует такой ин- 
тервал J,, что ® (#(9,)) <=. Так как сегмент — компактное множе- 
ство, то существует конечное множество интервалов 9„, покрывающих 

[a, 6]. Обозначим эти интервалы через J,, i = 1, п. 
Пусть П — такое разбиение сегмента [а, 6], что каждый сегмент 

[х» X;41] содержится в некотором интервале J; Тогда o,<e Для 
каждого сегмента, концы которого входят в разбиение I], где w, — 
колебание функции f на сегменте [x;, х;+!]. В силу этого имеем 

Sn (f) — Sn (f) = Х®Ах, < 8 (6 — а). № 

Теорема Лебега. Пусть |: la, 6] > [R — ограниченная функция 
и Ес [а, 6] — множество ее точек разрыва. Функция | интегрируема 
по Риману на сегменте [a, 6] тогда и только тогда, когда Е — мно- 
жество лебеговой меры 0. 
4 Необходимость. Пусть f€ В [а, 6]. Представим множество Е как 
объединение всех таких множеств Е! , в каждой точке которых KO- 

п 

лебание функции в (f (х)) > = :Е = t E\. 
n=! n 

Покажем, что каждое множество Е, имеет лебегову меру 0. Tak 
п 

как, согласно теореме 3, множество Е, замкнуто, TO оно компактно. 

Поскольку [ЕР [а, 6], то Уе>0и VEN существует такое раз- 

биение II, сегмента [а, 6] на сегменты 9”, что 

0< Sn, () — Sn, (<=: 
_ . _ 

Пусть Tit” — множество всех тех сегментов 9", которые пересека- 
ются с множеством E,. Тогда множество Па) покрывает множество 

п 

= = (n) 
E,, причем для каждого сегмента 9” € TI; имеем ®’ 2 —-. 

п 
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TakiM образом, справедлива цепочка неравенств 

—
 р 2 

ток У < У <, 
I) ЕП 97) ety) 7") Tl, 

где и” — меры сегментов 9”. Следовательно »У и’<ьт.е. Ey 
97) eT) Е 

является MHOMKECTEOM жордановой меры 0, а значит, и лебеговой меры 0. 
Тогда множество Ё как объединение счетного семейства множеств ме- 
ры 0 является, согласно теореме |, множеством лебеговой меры 0. 

Достаточность. Пусть множество Е точек разрыва функции имеет 
лебегову меру 0. Для произвольного = >> 0 обозначим через Е, мно- 
жество всех точек сегмента la, 6], в каждой из которых w (f (х)) > 3. 
Тогда E, <_Ё, в силу чего множество Е, имеет меру 0. Так как, со- 
гласно теореме 3, множество Е, компактно, то оно имеет жорданову 

меру 0. Поэтому имеется конечное множество {9:; i € /,} интерва- 
ся * * 

лов, покрывающих множество Е», причем У; и’ < в, где м — меры 
(El 

интервалов J;. Пусть П — произвольное разбиение сегмента [а, #1, 

в состав которого входят концы интервалов 9+. Из ограниченности 
функции | следует существование такого постоянного числа М > 0, 
что | f (x)|<M У хЕ[а, 6]. Тогда колебание o; функции f Ha 
каждом сегменте [х„, x;:], концы которого входят в разбиение П, 
удовлетворяет неравенству ®; <2М, в силу чего выполняются нера- 
венства 

У opi <2M У ш <2Me. 
(СГ. i€l, 

Если J такой сегмент разбиения П, что J, П Ее = ©, то в (1 (^)) < 
<= Wx€d,, следовательно, согласно теореме 4, существует такое 

разбиение этого сегмента на сегменты Я, что 
~ == bY ~~ 

9 — U J ins Хопра <td Lip = Ир 

где W je — колебание функции f на сегменте J iky jp — Мера сегмента 

Tiny и, — мера сегмента J. 
Рассмотрим разбиение П., в которое входят концы интервалов 

J; и концы сегментов J ,,. Обозначив через т индекс суммирования, 
получаем неравенство 

У отр = р ot + У, Хопра < 2Ме + Хер, < 2Ме-+ ф—а)е= 
т | 1 ] 

= (2M + b—a)e. 

Поскольку М u 6 — a — фиксированные числа, a # > 0 — произволь- 
ное, наперед заданное, то из последнего неравенства следует интегри- 
руемость функции f на сегменте [а, 6]. > 

Теорема Лебега является центральной в теории интеграла Римана. 
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Из теоремы Лебега, в частности, следует, что классу интегрируе- 
мых по Риману функций принадлежат ограниченные функции, MHO- 
жество точек разрыва которых не более чем счетно или имеет жордано- 
ву меру 0. 

В качестве примера рассмотрим функцию Римана 

| т 

О О<х<1, 
0, если х иррациональное, 

где тип (я > 1) — взаимно-простые целые числа. Она ограничена 
на [а, 6], непрерывна в каждой иррациональной точке и разрывна в 
рациональных точках этого сегмента, поэтому множество ее точек раз- 
рыва имеет лебегову меру 0, в силу чего f.€ R [а, 6]. Поскольку при 
любом разбиении сегмента [а, 6] каждый сегмент Ls, X41] содержит 

иррациональные точки, TO | fax = 0, а значит, и № (x) dx = 0. 
— 0 

1.5. Интегралы функций, заданных на произвольных ограниченных 
множествах. Множества, измеримые по Жордану. Введем в рас- 
смотрение характеристическую функцию множества, с помощью кото- 
рой понятие интеграла распространяется на функции, определенные 
на произвольных ограниченных множествах. 

Определение 1. Пусть Ес X CR. Функция ХЕ: Х- К, ede 

ХЕ (x) = |. если xE XE, 

|, если x€ E, 

называется характерист ической фиункцией множества Е. 
Определение 2. Пусть Е < la, |] с В, f: la, Ы ~ К — ограни- 

ченная функция. Если fic Е Ю la, 6], то полагаем 
b 

\ fs ах 2! \ F(x) Xr (x) ах. 
a 

Используя определение 2, введем понятие интеграла Римана функ- 
ции f: Е — В, Ec la, 6]. 

Определение 3. Пусть Е cla, 6] CR, [: E> R — ограничен- 
ная функция. Продолжим функцию f на сегмент [а, В], образовав функ- 
нию 

f(x), если хЕЁ, 

0, если хЕ[а, DINE, 

Если функция F интегрируема на сегменте [а, В], то 
b 

Jha (Fu ах. 

Fx) =| axx<b. 

Рассмотрим сужение ограниченной на сегменте [а, 6] функции / 
на множество Е = {а} и образуем функцию 

F (x) = i если х =a, 

0, если ах. 
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b 

Функция F интегрируема на сегменте [а, 6] и | Е (x) dx = 0, так как 

при f (а) ==О она разрывна лишь в одной точке, а при любом раз- 
b 

биении П сегмента [а, 0] Sn (F) =0, | Fdx = \ Е (x) dx =0. Обозна- 
ca) 

ЧИМ ВАС dx = \f (x) ах. Согласно определению 3, 

Е а 

имеем 

( f (x) ах = 0. 

Введем понятие множества, измеримого по Жордану. Это понятие 
связано непосредственно с вопросом об интегрируемости характе- 
ристической функции данного множества. 

Теорема. Функция Xe: [а, 6] > В, где la, 6] > Е, интегрируема 
на [а, 6] тогда и только тогда, когда граница множества Е имеет 
лебегову меру 0. 
4 Пусть ECR и la, 6] > Е — произвольный сегмент. Согласно 
определению 2, имеем 

b 
dx = \ Xe dx, | x } Е (x) dx 

если интеграл в правой части этого равенства существует. 
Пусть x€ E — внутренняя точка. Тогда существует такая окрест- 

ность S(x, 6), что Xe (у) =1 УиуЕЗ (Хх, 6), т. е. функция Хе не- 
прерывна в каждой внутренней точке множества Е. Если x€ [a, 6] — 
внешняя по отношению к E точка, то существует такая окрестность 
$ (x, 61) = Р\ ВБ, что Xe(y) =0 VyES(x, 61) П (а, 6], т. е. функ- 
ция Хе непрерывна в точке х. Если точка х принадлежит границе 
множества Е, то для произвольной окрестности S (x, 6) существуют 
такие точки х; и х», что х. 65 (х, 6) ПЕ, x,ES(x, 6) | R\E, и 
при этом Хе (x,) = |, ХЕ (х.) =0. Поэтому функция Хе разрывна в 
точке x. Следовательно, множество точек разрыва функции Хе сов- 

b , 

падает с границей множества Е. Согласно теореме Лебега, | Xe (x) ах 

а 

существует тогда и только тогда, когда граница множества Ё имеет ле- 
бегову меру 0 (следовательно, и жорданову меру 0, поскольку MHO- 
жество всех точек границы множества EL замкнуто). > 

‚Определение 4. Огран иченное множество Е < К, граница которого 
имеет лебегову меру 0, называется измеримым no Kop- 

дани, а\ dx называют жораановой мерой множества Е 
Е 
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или его длиной. 
b 

3 dx = \ X ; десь J x } Е (x) ах 

где la, 6] — произвольный сегмент, содержащий множество Е. 
Заметим, что не всякое открытое множество измеримо по Жордану, 

поэтому \ | (x) dx из определения 2 может не существовать, когда ЕЁ — 
Е 

открытое множество, а функция f: [а, 6] > В — непрерывна. Пусть, 
например, / (x) = 1, О< *< 1, а Е — множество рациональных то- 
чек сегмента [0, 1]. Тогда 

ХЕ (x) = | 
|, если х рационально, 

QO, если х иррационально. 

Согласно определению, имеем 
| 

\ Fx x | Е (x) ах 

Е 

если интеграл в правой части существует. 
В рассматриваемом случае этот интеграл не существует, поэтому 

не существует и f (x) ах. 
E 

В следующем пункте докажем теорему об интегрируемости слож- 
ной функции. Она будет использована при доказательстве некоторых 
теорем об интегрируемых функциях. 

1.6. Интегрируемость сложной функции. 
Теорема. Пусть |:[а, b]>[R, 1ЕЮ[а, 68], АЗК В и 

ф:1А, В] ®, ФЕСИА, В], в=фо риа, bI>R. 
Гогда в ЕЮ, 6]. 

4 Из условия f € Р [а, 6] следует, что функция f удовлетворяет кри- 
терию интегрируемости по Риману. 

Композиция g = фо; непрерывна в каждой точке непрерывнос- 
ти функции f, поэтому также удовлетворяет критерию Лебега. Слело- 
вательно, g€ Р [а, 6]. > 

Если в теореме заменить условие непрерывности функции ф усло- 
вием ее интегрируемости, то утверждение теоремы в общем случае 
теряет силу. Пусть, например, 

0, если у=0 
— ’ O<y<xl; vy) | о OVS 

0, если х иррациональное, 

Г (х) = {1 т ах, 
—, если х = —, 
п п 

где тип (п > 1) — взаимно-простые целые числа. Функция f инте- 

грируема на сегменте [а, 6], а функция ф интегрируема на сегменте 
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[0, 1]. Вместе с тем функция 

0, если х иррациональное, vero) =| PP 
не интегрируема на сегменте [а, 6] (cM. пункт 1.3). 

\ >< I 

|, если х рациональное, 

$ 2. СВОЙСТВА ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 

2.1. Свойства, зыраженные равенствами. 
Теорема 1. Если {Е Ria, 6], «ЕВ, moafe Ria, 6], причем 

b b 

| of (x) ах = a | f (x) dx. 

Воспользуемся теоремой пункта 1.2. При произвольном разбиении 
I] сегмента [a, 5] и произвольном выборе точек &Е[х;, X41], = 

= 0, п— 1, интегральная сумма Sy (af) имеет вид 

Sn (af) = У af Аж =аУ Г) Ax, 
1=0 (=0 

Предел правой части этого равенства при d (П) —= О существует и pa- 
b 

BeH a. | f (x) dx, так как f€R[a, 6]. Следовательно, существует пре- 
а 

b 

дел левой части, равный по определению 4х dx. № 

Теорема 2. Если f,€R[a, 6], FER a, bj, mo (f, + fe)E Ra, 5, 
и при этом 

b b b 

| (fi (@) $f, Ce) dx = Vf, (x) det (fy (x) de. 
a 

При любом разбиении П сегмента [a, 6] и произвольном выборе 
точек ЕЕ [х, хи. | имеем Sn (|1 +f.) = Sn (f,) = Sn (К). Совершая 
предельный переход при 4 (П) —=0 и принимая во внимание, что {1 Е 
ЕЛА [а, bj, РЕВЮ[а, 6], убеждаемся в справедливости утверждения 
теоремы. p> 

Теорема 3. Если {Е Ю[а, 6], то || Е Юа, 6]. 
Поскольку { удовлетворяет всем условиям теоремы Лебега, то этим 

же свойством обладает и функция |} |. № 
Обратное утверждение неверно: из интегрируемости | } | не следует, 

вообще говоря, интегрируемость /, например, функция 

F(x) = |, если х рациональное, a<x<b, 

—1, если х иррациональное, 

не интегрируема на [а, 6], хотя функция |f| = | интегрируема на 
этом сегменте. | 

Теорема 4. Если fER{a, bj], ФЕН, 6], то ФЕВ, 6]. 
Если функции [и ф имеют точки разрыва, то множества этих точек 
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являются множествами лебеговой меры О каждое, а объединение этих 
множеств будет в общем случае множеством точек разрыва функции 
fe. Поскольку это объединение является множеством лебеговой меры 0, 
то функция {ф удовлетворяет критерию Лебега интегрируемости по 
Риману. > 

Теорема 5. Если |6 Ка, 6], то сужение функции f на любой 
сегмент [а’, '] с [а, 6] интегрируемо на [а’, 6']. 
4 Утверждение следует из теоремы Лебега. > 

Следующая теорема устанавливает так называемое свойство адди- 
тивности интеграла Римана относительно области интегрирования. 

Теорема 6. Пусть |: [а, 6] —> К и сужения функции | на сегменты 
[a, cl и [с, В], cE Ja, bl, интегрируемы на них. Тогда f € R (a, 5), 
причем 

b c °b 

| F(x) ах = [f(xydx + | f(x) dx. 
a a с 

® Согласно определению 3, п. 1.5, имеем 
. [. } b 

| f(x) dx = \ Fi (x) dx, | F(x) ах = | F, (x) dx, 
д а С а 

где 

(x), если хЕ[а, cl], 

0, если хе[а, 6] \ (а, Cc], 

0, если хЕ[а, cl], 
F, (x) = | cl 

f(x), если x€[a, 6] Ша, (|. 
Используя свойство линейности интеграла, получим 

h b b 

| (F, (x) + Е, (х)) ах = | F, (x) dx + | F, (x) ах. 
b 

Поскольку \ (F, (x) + Е, (х)) ах = | f (x) dx, то утверждение до- 
р у 

казано. > 

Теорема доказана для случая, когда с Е Ja, bl. Если с лежит вне 
Ja, b[, то сегмент [а, Ь] является частью сегмента [а, с] или сегмента 
[с, В] и тогда [Е R [а, В] на основании теоремы 5. Докажем установ- 
ленную формулу для случая, например, когда с > 6. Тогда по до- 
казанному 

e 

FFG) ax + (родах =f plxde 
р 

Далее, 
е b 6 С с. 

1 (х) dx = \ fix) ах — \ f (x) ах = \ f (x) dx + \ f (x) ах ртр finden frees 
|= основании равенства \ F(x) dx = — \ Fx) ix} . 

с b 
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2.2. Свойства интегрируемых функций, выраженные неравенствами. 
Теорема 1. Если f, g€R[a, 6] и f(x)< g(x) УхеЕйа, 6], то 

b b 

{ f(x) dx < | g(x) dx. 
a 

4 Из условий теоремы следует, что при любом разбиении II сегмен- 
та [a, 6] и любом выборе точек &; Е [х‚, м+- выполняется неравенство 
Sn (f) < $н (g), переходя к пределу в котором при d (II) > 0 полу- 
чим неравенство, содержащееся в утверждении теоремы. > 

Следствие 1. Если {С R{a, 6] и f(x) >20 Ухе]йа, 5], то 
b 

\ F(x) dx >0. 
a 

Следствие 2. Если {С R{a, 6], f(x) 20, f(x) =0 и хотя бы в 
одной точке хЕ]а, bl непрерывности функции f выполнено условие 
(хо) >= 0, то существует такое постоянное число с > 0, что 

име 

4 Так как f(x,)>>0, то найдется такая окрестность 3 (Xp, 6), 

Но) 
2 

вестного свойства непрерывной в данной точке функции, в которой 
она отлична от нуля, сохранять определенный знак в некоторой 
окрестности этой точки). Используя свойство аддитивности интеграла 
Римана и следствие |, получаем 

в пределах которой выполняется неравенство }(х) > (в силу из- 

b Xo Xo +6 b Xo +6 

(Fides  fixyde+ | Кач | Гоах> | faxed 
a a Xo—6 Xo +6 X,—6 

Ро “°° 
25 } dx = 6f (x) =e, c>0. № 

Xo— 5 

Теорема 2. Если Е Ю[а, 6] и m<f(xy)<M VxEl[a, В], mo 
справедливы неравенства 

b 
m(b—a)< | f (x) dx <M (b—a), 

aQ 

р 

 Локазательство теоремы следует из очевидных равенств \ тах = 
в 

b 

= m(b—a), | Мах = M(b—-a), и теоремы 1. № 

Теорема 3. Если {Е Ю[а, 6], то 

ода < (о 
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4 Так как fE€R[a, 6), то |f|ER[a, 6] (теорема 3, п. 2.1). Приме- 
няя теорему I к неравенствам |= <, получим не- 

равенства — iT (x) [ах < Г, (х) ах < < (и )|dx, которые можно за- 
а 

писать как одно неравенство 

Wie ах | < Е > 

§ 3. ВАЖНЕЙШИЕ ТЕОРЕМЫ И ФОРМУЛЫ 

ИНТЕГРАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

К важнейшим теоремам и формулам. интегрального исчисления 
относят так называемые теоремы о среднем, основную теорему инте- 
грального исчисления, формулу Ньютона — Лейбница и формулы 
замены переменной и интегрирования по частям. Изучению упомяну- 
тых теорем и формул следует уделить большое внимание. 

3.1. Первая теорема о среднем. С помощью этой теоремы получают 
всевозможные оценки при рассмотрении вопросов теории и практики. 

Теорема. Если {Е Ria, 68|, ge Ria, В] и g(x) >20 УхЕй, 6] 
(в (x) < 0), mo справедлива формула 

b 

| (x) g (x) dx =H leu x) dx, тов М, 

где m= int (7 (x), М = SUP ПЕ 
{ В силу условий теоремы fo € R [а, 6] (согласно теореме 4, п. 2. 1). 
Пусть, например, g (x) > 0 на сегменте [а, 5]. Умножим обе части двой- 
ного неравенства т < a (x) < М на g(x) > 0, а затем применим тео- 
рему 1, п. 2.2. При этом получим неравенства 

b 

т g(x)dr< оком < мам (1) 
a 

b 

Из условия g(x) > С следует, что А = } g (х) ах >0 (следствие | из 

теоремы 1, п. 2.2). Если А = 0, то утверждение теоремы очевидно. 
Если А = 0, то А > 0, и разделив все части неравенств (1) на A, по- 
лучим неравенства 

b 

п-т (ГЕ М. 
b ° 

Обозначив > | f (x) g (x) dx =p, получим доказываемую формулу. 

Если условие [СЮ la, Ы заменить условием [ЕС [a, 6], то полу- 
чим формулу 

h b 

| Fxg (x) dx =f) | водах, Ба, В} 
a 
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так как в этом случае число и есть промежуточное значение между 
значениями 1 и М непрерывной на сегменте [a, 6] функции f, кото- 
рое она обязана принять по меньшей мере один раз в некоторой точке 
E€ la, 6]. > 

Отметим важный частный случай доказанной теоремы, когда 
g(x) = 1, [Е Cla, В. Тогда получаем формулу 

Ад 4х =Г®6—а), ЕЕ, Ы. (2) 

3.2. Определенный интеграл как функция верхнего предела инте- 
грирования. Пусть {Е А [а, 6] и хЕ[а, В] — произвольная точка, 
Тогда, согласно теореме 5, п. 2.1, можем утверждать, что f € R [а, x]. 
Введем в рассмотрение функцию 

D(x) = (104, а<х= 6. 

Теорема 1. Если f € Ю [a, 68|, mo DEC la, 6]. 
4 Так как ГЕ Аа, 6], то IM>0:|f(x) |< М Ухейа, 5b]. Оценим 
разность Ф (х) — M(x), где ха, 6 [— произвольная точка. Приме- 
няя теорему 6, п. 2.1, и теорему 3, п. 2.2, имеем 

Ф(х) — D(x,) = (FW dt, | D (x) — D(x) | = Гоа < 

< sgn (x — ж) | [1 (4) 14 < М (x — x) sgn (x — x) = Mx — ж| 

По заданному = >> 0 выберем 6 > 0 из условия 6 < и. Тогда 

при | х — »| < 6 выполняется неравенство |Ф (x) — Ф (x) | < в, 
из которого следует, что функция Ф непрерывна в точке ху. Аналогич- 
но доказывается непрерывность функции Ф в точке а справа и в точ- 
ке b слева. > 

Теорема 2 (основная теорема интегрального 
исчисления). Функция 

D(x) = | fat, ax<x<b, 

где f: [а, 6] > В, fE Ria, В], дифференцируема в каждой точке x € 
Е la, 6], в которой функция | непрерывна, и при этом MO’ (x) = f (x). 
4 Пусть f непрерывна вточке xX, Е Ja, bf. Тогда У в >0 J6>0:VxE 
ES (x,, 6) > [fF (x) —f (x) |<ce, где, как обычно, через $ (х,, 6) обо- 
значена д-окрестность точки Xp. 

Фа =  (%) — f (Xo) пр |x—x,|< 5. 
X— Xp 

Оценим 

418



D(x) —O(x) 1 Г 
Так как хх о === |104, TO 

Ф (x) — (Xp) 1 ¢ 

| eae — F(t) | = ) (F () — F (x9) и < 

< ju Flea at < (x — Xo) sgn (x — xp) =e, 

|x — № | 

поскольку F(t) —f (te) |e при всех х›<2<х. Из полученного не- 
равенства следует, что Ф’(х,) существует, причем WD’ (ху) =f (ху). p> 

Из теорем | и2 получаем два важных следствия. 
Следствие 1. Если fe Cla, 6], то функция f имеет на сегменте 

[a, В] точную первообразную 

Ф (x) = УТ ах, 

а совокупность всех первообразных функции f принадлежит множеству 
{D + С}, где С — произвольная постоянная. 

Следствие 2. Если {С R [а, В] и множество точек разрыва функции 
f He более чем счетное, то функция 

Ф(х) = [rod ax<x<b, 

является первообразной функции f на [а, 6], а совокупность всех перво- 
образных функции | принадлежит множеству {D + С}, где С — npo- 
извольная постоянная. 
4 Согласно теореме 1, функция Ф непрерывна на сегменте [а, 6], 
а согласно теореме 2, она дифференцируема в каждой точке этого сег- 
мента, в которой / непрерывна, поэтому Ф — первообразная функции 
f на сегменте [a, 6]. Согласно теореме 1, п. 1.1, гл. 5, множество {Ф -- 
+ С}, где С — произвольная постоянная, является совокупностью 
всех первообразных функции f на сегменте [а, 6]. № 

Теорема 3 (основная формула интегрального 
исчисления). Ecau fe Ria, В] и множество точек разрыва 
функции f не более чем счетное, а Е — произвольная первообразная 
функции f на сегменте [а, 6], то справедлива формула 

b 

| f(x) dx = F (b)— F(a), (1) 
a 

называемая формулой Ньютона — Лейбница. 
Пусть F — произвольная первообразная функции f на сегменте 

[а, 6]. Тогда, согласно следствию 2, имеем 

Е (х) = | +С, 
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a 

где С =const. Принимая BO внимание равенство 7) dx = 0, нахо- 

mum С = F (а). Таким образом Vx € la, 6] получаем формулу 

F (x) = (f @)dt + Ра, 

полагая в которой x = 6 приходим к формуле (1). > 
С помощью символа подстановки |, формулу (1) записывают в 

виде 

b 

| f(x) dx = F (x) 
a 

| (2) 
а 

Формула (2) устанавливает зависимость между определенным и нео- 
пределенным интегралами функции f € R [a, 6], множество точек раз- 
рыва которой не более чем счетно, выражаемую формулой 

[Ио dx = ({ f (x) ах) |. (3) 

Например, функция Римана f:[0, 1] > В, 

0, если х иррационально, 
= |1 т 

—, если X= —, 

где m un (п > 1) — взаимно-простые целые числа, интегрируема Ha 
4), 1]. Она непрерывна на множестве всех иррациональных точек сег- 
мента [0, |] и разрывна в каждой его рациональной точке. Множество 
ее точек разрыва счетное, а в каждой иррациональной точке она при- 
нимает значения, равные нулю. Поэтому функция х => CLO x < |, 
где С — произвольная постоянная, является первообразной функции | 
на сегменте [0, 1]. Применив формулу Ньютона — Лейбница, находим 

| 

Ро ах =Ch=C—C=0. 
0 

Докажем с помощью формулы Ньютона — Лейбница важную тео- 
рему об интегральной форме записи остаточного члена формулы Тей- 
лора. 

Теорема 4. Если функция |: la, 6] — В принадлежит классу С", 
то справедлива формула 

. x 

a= У и фе" fi (t) dt, x€fa, Ы. (4) 
i= 

Рассмотрим при ‘фиксированном x€ ja, b] функцию (+f (t), a< 

<: <x, класса С" и проинтегрируем на сегменте [a, x] обе части 
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тождества 

п—1 5(k) 
а КО А | 
— ( (t) ++ У kl (x — " = = — f! ) (t), 

k=! 

а затем применим к интегралу в левой части формулу Ньютона — Лейб- 
ница. Получим формулу (4). > 

Рассмотрим примеры на применение формулы Ньютона — Лейб- 
ница. 

31л 
ах 

1 +ecosx 
Пример 1. Вычислить интеграл J = ‚ << 1. 

—5л 

В примере 2, п. 4.7, гл. 5, показано, что при 0 < ё < 1 функция 

_ 2 l—e x 27 x+n 
Г = Ta wte(1/ те м-н | On | x€R, 

Е (21+ Пл) = т F(x), 
х- (2п--1)л 

х-фл х+л 
где On — целая часть выражения On ‚ является первообразной для 

подынтегральной функции на всей числовой прямой. Применив формулу Ньютона — 
Лейбница, находим 

[= F (31л — 0) — F (—5n +0) = Jon ° 
Vi-—e 

41,7 

Пример 2. Вычислить интеграл / = | [x] dx. 

0,5 

На основании решения примера пункта 1,4, гл. 5, и формулы Ньютона — Лейб- 
ница получаем 

41,7 
== 848,7. 

[x] ([х] + | 
1= (+ — 7 

0,5 

В конце этой главы будут рассмотрены некоторые применения 
определенного интеграла к решению конкретных задач, имеющих 
прикладное значение. В связи с многочисленными применениями ин- 
теграла вопрос умения строить первообразные непрерывных и разрыв- 
ных функций приобретает первостепенное значение, так как наличие 
первообразной позволяет с помощью формулы Ньютона — Лейбница 
решить данную задачу. 

3.3. Вторая теорема о среднем. Формулы Бонне. 
Теорема. Если: 1) функция f : [а, 6] — В не возрастает на сегмен- 

me [а, bl, f(x) >0 Уха, Ы и géRla, В], то 3§€la, Jl 
такое, что 

b 

\ Fe) dx = f (a) few) dx; (1) 

421



2) f не убывает на [a, bj, f(x) 20 Ухе[а, 6] и ЕВ, 5], mo 
ЗиЕ[а, 6] такое, что 

| F(x) @ (x) dx = НО g(x) dx. (2) 
a и 

Доказательство проведем для случая 1), поскольку в случае 2) рас- 
суждения аналогичны. 

Считая выполненными условия 1), исключим тривиальный случай 
f (а) = 0, так как при этом f (x) = 0 на [а, 6] и формула (1) верна 
VEE la, b). Тогда f (а) > 0. Поскольку функция f MOHOTOHHA Ha сег- 
менте [а, 6], то f € R [a, 6] (теорема 2, п. 1.3), а из условия ge R [а, 
b] следует, что fg € Ю [а, 5] (теорема 4, п. 2.1). Согласно теореме 6, 
п. 2.1, при любом разбиении П сегмента [а, 6] имеем 

n— *j+1 

[iwewar=Z } F(x) g(x) dx = Sn? + Sn’, 
=0 

(1) nai “ef! 
gy a! Xj 

me SP = | (Fx) —Flene (dx, 8 -У fix) | вах 
1=0 х 

= } 

Принимая во внимание ограниченность функции &, а также не- 
равенство |{(х) —f (x) |< ®;, где ®; — колебание функции f на сег- 
менте [X,, X;41], получим оценку 

п 

|Sn’ l<c У, ®Дх,, 
{=0 

где с = sup {8 (%) |}. Из условия [Е Ю[а, 6] следует, что У=>0 
що — 

п] 

ЗП:У «Дж, <-- ‚ в силу чего для такого разбиения II справед- 
i<=0 

JIHBa оценка 

15%) l<e. (3) 
x 

Введем в рассмотрение функцию Gi xre | в (14, а<х=<6. 

Согласно теореме 1, п. 3.2, она непрерывна Ha сегменте [a, 6]. Кро- 
ed fo | 

Me того | g (x) ах = G (x;41) — С (х). Обозначим С (x,) = G,, f(x) = 

= fi. После элементарных преобразований получим 
n—!| пы 

$) = У р (и — бд) =У Gf — В) + Ь— 6» (4) 
i=0 i=] 

где Gy = G(a) = 0, fp =f (a), G, =G (6). 
Пусть М = max G(x), m= min G(x). Используя неравенства 

asx<b axx<b 

и — НН 20, t=1, n—1, fr. 20, получим оценку 

т} (а) < 5 < Ма-Ь-+Ь- ++ +) = МЕа). (5) 
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Принимая во внимание оценки для SS и $), получаем при 4(П) < 
< 6 неравенства 

b 
Е | 8 

т — та S Tay ГМ + а. 
Из этих неравенств в силу произвольности = >> 0 следует, что 

b 
| 

May \ Ех М. 

b 

Так как GEC[a, В}, то ЗЕЕ la, 9:0 ® = +t 

b Е 

(F(x) g (x) dx = f(a) G® = F(a) | g(x) ax. > 

Следствие. Если f монотонна на la, 6] ug€Ria, 6), то ЗЕЕ 
С [а, В] такое, что 

Frege d= Го во + 79 facade (6) 

< Пусть, например, { возрастает на [а, 6]. Тогда функции Фф = 
=f (6) —Е (или ф =} — [(а)) и в удовлетворяют условиям 1) (или 2)) 

b 

теоремы, в силу чего ЗЁС[а, 6] такое, что | 9 (*) g(x) dx = @ (a) X 

x few dx. 

Так как ф (а) = i) — f(a), то полученное равенство приобретает ВИД 

f(b) fate) ae ое (x) dx = f(b) fete) de— TOV (x) de, 

ИЛИ 
b |5 S b 

F(b) (fear — feo ar) + Fa) fo ах = | f(x) g (x) dx. 
b D 

По. теореме 6, п. 2.1, | в (х) ах = | g(x) dx + J a(x) dx, следовательно, 

> 

b Е rE 

J F(x) g(x) de = Fla) | g(x) dx + FO) Seto dx. 

Если функция f убывает на сегменте la, 6], то образовав функцию 
= f (a) —[{(или функцию ф = f —f (b)) и применив к Функции 

ve формулу (2) (или формулу (i), получим (6). > 
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3.4. Интеграл как сложная функция верхнего предела. Пусть 

$: 9 — Ю, Я = Ца, 6), fECla, 6]; Ф:9, — Ю, Я, = [а, В], причем Pe 
СС] о, В], Ф(9,) = Я и функция ф дифференцируема на [%, В] в каж- 
mol точке сегмента [a, В], за исключением, быть может, не более чем 
счетного множества точек. Введем в рассмотрение функцию 

4 (xX) — — 

M(x) = | f(t)dt, x€T1, P(x) =, 469, 
Ф(Хо) 

которую можна рассматривать как композицию D= Fog, где , | 

F(t) = | f (и) ау — дифференцируемая на сегменте J функция. Соглас- 

to 
но теореме о производной сложной функции, производная Ф’ суще- 

ствует на J, всюду, за исключением не более чем счетного множе- 
ства точек, причем Ф’ (x) = F’ (ф (х)) gy’ (x) в точках существования. 
Так как РЁ” (ф (х)) =f (@(*)), то Ф’ (x) = [Г(Ф (х)) Ф'’(х) в точках су- 

ществования ф’. Если ф: 9, —= Ю, p(J,) <Я и функция ф диффе- 

ренцируема на сегменте 9, всюду, за исключением, быть может, не 
более чем счетного, множества точек, то можно образовать сложную 

р 

функцию WV (x) = { f(t) dt, x€I,, W(x) = to, причем производная 

p(x) _ 

’ существует в каждой точке сегмента J,, за исключением не более 
чем счетной его части, и при этом в точках существования имеем 

(x) 
4 а 4 ¥ и [- | Гоа) = — F929 (x), 

(хо) 

Таким образом, в общем случае, когда {, фи \р удовлетворяют всем 
перечисленным выше условиям, справедлива формула 

p(x) 

eS Fide =) — 1) У (a) (1) 
ф(х) _ 

в тех точках сегмента 91, в которых производные ф’и ф’ существуют. 
3.5. Замена переменной в интеграле Римана. 

Теорема. Пусть: 1) |: J +R, J = la, 61, f € C fa, 61; 

2) ф: 9, —В, J, = (a, В], ФЕС [а, В], ф (91) = 9, ф (a) = a, 

ф (В) =5; _ 
3) ф существует на J, всюду, за исключением, быть может, не 

более чем счетного множества точек и ФЕ Ria, Bl. 
Тогда справедлива формула замены переменной 

b В 

| Fide =| FeO) 9 Oat, (1) 
a 

где символом ф’ обозначена производная функции ф в тех точках сег- 
мента Э., где она существует. 

424



< Если Р — точная первообразная функции f на 9, то функция 
Ф:9, > Ю, где Ф =Ро ° ф — первообразная функции ¢t + f (ф (0) g’ (1), 
поскольку (F (ф (t)))e =f (Ф (t)) 9’ (f) на J, (см. формула (1), п. 3.4), 
в силу чего имеем 

В 

| £(@) 9" (dt = ©) —O(w = F (96) — Fig (a) = 

= F (b) —F(a) = | f(x)dx. № 

3.6. Формула интегрирования по частям. 
Теорема 1. Пусть |:[а, 8] —Ю, 5: [а, b]}>R, Ь geCla, 5], 

причем функции | и в дифференцируемы в каждой точке сегмента [a, 6], 
за исключением, быть может, не более чем счетного множества точек 
ир, g’ ЕЮ [а, 6], где символами f’ и g' обозначены производные функ- 
ций f u в в точках их существования. Тогда справедлива формула ин- 
тегрирован ия, по частям 

{re ОЕ’ (x) dx = f (x jek — fate f’ (x) dx. (1) 
q Так как функция fg дифференцируема BO всех точках дополнения 
к [а, 6] некоторого не более чем счетного множества точек, то на этом 
дополнении имеем 

(fg)' (x) = f (x) г (x) + g (x) F(X), 
в силу чего функция (fg)’ интегрируема, причем 

b 

\ (x)g (x))' dx = f (x) g (x) [a, 
a 

Tak как непрерывная функция [2 удовлетворяет определению пер- 
вообразной функции для (fg). Таким образом, 

р (F (x) Е’ + g (x) F (x) dx = F(x) g (2) la, 

откуда следует формула (1). № 

$ 4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ВЕКТОР-ФУНКЦИЙ, 

КОМПЛЕКСНОЗНАЧНЫХ ФУНКЦИИ 

И ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ МАТРИЦ 

При определении интеграла Римана вектор-функции и функцио- 
нальной матрицы основополагающим является их принадлежность 
к векторным пространствам над полем В, являющихся банаховыми 
пространствами. В этих пространствах определены операции сложе- 
ния, умножения на действительные числа и предельного перехода, 
а их полнота позволяет с помощью критерия Коши судить о существо- 
вании предела, не зная его заранее. 

425



4.1. Интеграл Римана вектор-функции. Пусть f:[a, 6] >R” — 
вектор-функция с компонентами f,, | =1, и, являющимися ограни- 
ченными на сегменте [а, 6] функциями. Рассмотрим произвольное 
разбиение П сегмента [а, В. и образуем при любом выборе точек 

ЕЕ [хр X41] сумму Sy (7) = у f (E,) Ах, которую будем называть 
i=0 

интегральной суммой для вектор-функции f на сегменте [а, 6]. Опре- 

деление интегральной суммы корректно, так как в пространстве В” 
определено сложение его элементов, причем Spy (f) имеет вид - 

Sn (f) = (Su (fi), бп (р), ..., 5п (fm); (1) 
п] 

где эп (fj) = У, (51) Ax; — интегральные суммы для функций fj, | = 
i=0 

= 1, т. Полагаем lim Sq (f) 41], если We>O 16>0:VI Л 
а(П)-0 

Ла) <6 >/Sn(f)—1|<e. 
Определение. Определенным интегралом вектор-функ- 

ции } называется предел lim Sy (f) =I, если он существует. 
а(П)-0 

Если вектор-функция f имеет определенный интеграл на сегменте 
[а, 6], то будем ее называть интегрируемой по Риману на этом 

b 

сегменте, а ее интеграл обозначать J f (x) ах. Множество всех инте- 

грируемых на сегменте [а, 5] вектор- функций f будем обозначать f € 
ЕВ [а, 6.. 

Из неравенств |$ип (|) —1,| < 51 Ф-—И и |151 0—1 

< У [Sn (К) —1;| следует, что 
j=l 
J lim Sn (f)@ (4 lim Sy (f;), 3 lim Sn (f,), ..., 3 lim Sn (f,,)). 
d(II)-+0 4(П)-0 4(П)->0 4(П) +0 

Следовательно, вектор-функция f интегрируема на сегменте [а, 6] 
тогда и только тогда, когда каждая ее компонента /;, j = 1, т, инте- 
грируема на этом сегменте. Таким образом, если f С R [а, 6], то 

рев (fhe х) ах, [tated tee Fiat ix) 

Для интегралов вектор-функций выполняются теоремы 1, 2, 5, 6, 
п. 2.1, теорема 3, п. 2.2, и теоремы 1, 2, 3, п. 3.2, поскольку они спра- 
ведливы для ее компонент. В частности, при выполнении условий 

теоремы 3, п. 3.2, для функций f;, | = 1, т, формула Ньютона — Лейб- 

ница для вектор-функции } : la, 6] — В" имеет вид 
b 

\f() dx = F (x) |, 

где Е — произвольная первообразная f. 
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Теорема, аналогичная теореме 3, п. 2.1, требует доказательства. 
Теорема. Пусть 1: [а, 6] — ©” и fER[a, 6]. Тогда |1 Ю[а, 6}, 

и при этом 
b b 

ff) ах| < 170914» (3) 

q Так как каждая компонента f;, ] = 1, т, вектор-функции f интегри- 
pyema на сегменте [а, 6], то интегрируемыми будут и функции | f; | 
(теорема 3, п. 2.1). Из неравенств 

max |< У fix Уи 
1</<т j= 

следует интегрируемость каждой из трех норм вектор-функции f, вве- 

денных в пространстве В”. 
Переходя к пределу при а(П)—0 в неравенстве |Sn(f)|< 

b b n—] 

< DV IF (Е)|Ахь, получим неравенство \ f (x) “|< | f (x) | dx. > 
i=0 

Поскольку интегрирование вектор-функции ДЕР” сводится к HH- 
тегрированию Ш числовых функций, то замена переменной в 

b b 

| 1(х) ах сводится к замене переменной в каждом из \ fi(x)dx, j= 

а 
а 

=], т. 
Считая выполненными все условия пункта 2.5, гл. 5, для вектор- 

функций ]: la,  — В", в: [а, В] — В” приведем здесь формулы 
интегрирования по частям для скалярного и векторного произведения 
этих функций: 

b b 

оо, B(x) dx = (F(x) 8 (4) la— |, в) ae, 
b b 

fF), Bf dx = И, вое — | If (x), 8 (x1 de. 

4.2. Интеграл Римана комплекснозначной функции. 
Определение. Для функции |: [а, 6] >, где f(x) = u(x) + и (*), 

образуем при произвольном разбиении П сегмента [а, 6] и произ- 
вольном выборе точек &Е[х, X41] интегральную сумму Sn (7) = 

п | 

= у и(&) Ах, гу о (Е) Ах;. Тогда 
i=0 —=0 

b 

\f(xdx& lim Sn(f), 
. а(П)-0 

всли предел в правой части этого соотношения существует. 
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Класс интегрируемых по Риману комплекснозначных функций | 
будем обозначать [Е R fa, 6]. 

Если 3 lim $и (и) = [1 A 3, lim Sn (v) =/,, TO из неравенства 
d(II) +0 П)- 

15п (f) — (+ из) )|<|5$п (и) — i, + | Зп (9) —/,| следует, что 
3 lim Sy (f) =/, + il. Если же 3. ain on (f) =1, + i/,, To из Hepa- 
d(II) +0 

венств |5п (и) — /1| < Sn) Fil) IS (0) — ol < [Sa () — 
—(/, + i/,)| следует, что J lim Sn (и) = п A 31 , $п (9) = >. [lo- 

)> amy 

этому функция f интегрируема по Риману на сегменте [a, 6] тогда 
и только тогда, когда uC Ra, 6], чЕН (а, 6], и при этом 

b 

(Fon de = Fuld + if v(x ds 

Таким образом, вычисление интеграла комплекснозначной функ- 
ции сводится к вычислению интегралов числовых функций и и чу. 

Интеграл комплекснозначной функции } можно вычислить с по- 
мощью формулы Ньютона — Лейбница, если известны любые первооб- 
разные U и У функций и и и: 

b 
. b { F(x) dx = (U (x) + iV (x) la. 

a 

Если комплекснозначная функция f интегрируема на сегменте 

[а, 6], то и комплексно-сопряженная ей функция f интегрируема на 

этом сегменте. Тогда и произведение ff = |f |? является интегрируе- 
мой числовой функцией, причем 

jr Fey de = м9 x) + о? (x)) ах. 

В заключение отметим, что интегрирование вектор-функций с 
комплекснозначными компонентами сводится к интегрированию двух 
вектор-функций с компонентами, принимающими значения в К. 

4.3. Интеграл Римана функциональной матрицы. Если х +» A (x), 
A (x) = (aj; (*)), a< x < В, — функциональная матрица размера т X 
Х п, элементами которой являются ограниченные на сегменте [а, 6] 
функции, то она является элементом векторного пространства над по- 
лем В, причем в этом пространстве определена интегральная сумма 
Sn (А) = (Sn (а,;)), при произвольном разбиении П сегмента [а, 6] 
и любом выборе точек &, С [х;, x;41]. Полагаем 

b 

\ А (х) ах ©! lim Sn (A), 
d(II)-+0 

a 

‚если этот предел существует. Рассматривая матрицу как Mmn-KOMIIO- 
нентный вектор, можем, согласно пункту 4.1, утверждать, что 

3 lim би (1) >3, lim jou (ав), i=1, m, j-=1, Л, 
d(II) +0 

428



причем lim | Sn (A) = (tim Su (a;;)). Следовательно, функциональная 
) >< 

матрица A интегрируема на сегменте la, b] тогда и только тогда, ког- 
да на этом сегменте интегрируемы все ее элементы ах. 

Таким образом, если матрица А интегрируема на сегменте [а, 61, 
то 

[А (х) ах = [fave ar] ; 
а 

Класс всех интегрируемых на сегменте [а, 6] функциональных 
матриц A будем обозначать А Е R [а, 5). 

$ 5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

НА НЕКОМПАКТНОМ ПРОМЕЖУТКЕ 

5.1. Несобственные (обобщенные) интегралы. 
Определение 1. Компактным промежутком будем 

называть всякий сегмент [a, b] Cc В. 
Определение 2. Пусть J = [а, bl — полуинтервал числовой пря- 

мой В, причем b может быть символом + со, а функция {: Я — В 
интегрируема на любом сегменте [а, В] = 9. 

vb’ 

Если существует конечный предел lim { f (x) dx, то его обозна- 
h’ 6—0 

a 

b—9 - со 

чают символом { f (x) dx, если DE [R, и символом | f (x) dx, если b = 

a 

= + oe. В этом случае говорят, что функция Гинтегрируема 
b’ 

в несобственном смысле Ha J, a lim | f(x) dx называют не- 
b’-+b—0v 

собственным (или обобщенным) интегралом функции 
f на J (первого рода, если b = + оо, второго рода, если DER). 

b 
Определение 3. Если J = ]а, 6], f: J > Р и если lim { F(x) dx 

а’—>а--0 у 

b 

существует и конечен, то будем его обозначать символом } F(x) dx, 

a0 
b 

если аЕ КЮ, или символом \ f (x) ах, если а = —oo. 

oy b—0 
Определение 4. Если lim VF) dx = \ f (x) dx существует, mo 

b’-+b—0 

b—0 ° оо ° 

обобщенный интеграл \ f (x) ах, или \ f (x) dx сходится (сущест- 
a a 

eyem); если же этот предел не существует (или бесконечный), mo 
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b—0 - оо 

говорят, что интеграл \ F(x) dx, или | f (x) ах расходится (coom- 

a a 

ветственно расходится к oo). 
Если [а, 6] < В ub — устранимая особая точка функции} : [а, bl > 

— IR, или ее существенно особая точка, в любой окрестности которой 
ограничена, то интеграл функции } на полуинтервале [а, bl совпадает 
с интегралом Римана функции, определенной не во всех точках сегмен- 
та [а, 6] (см. определение 3, п. 1.5). То же самое можно сказать и в 
случае, когда а — особая точка того же типа. Поэтому в дальнейшем 
считаем, что точка 6 в определении 2 (точка а в определении 3) является 
полюсом функции { или ее существенно особой точкой, в любой ок- 
рестности которой f не ограничена. Символы -+oo и — со всегда счи- 
таются особыми точками. 

Перейдем теперь к вопросу о необходимом и достаточном условии 
существования несобственных интегралов. 

Пусть F(x) = ВАС dt, хЕЯЭ. Тогда вопрос сходимости несобст- 

венного интеграла сводится к вопросу существования конечного пре- 
дела функции F при x > 6 — 0, когда БЕ В, их -— +00, когда В = 
= + оо. 

Этот конечный предел существует тогда и только тогда, когда функ- 
ция F удовлетворяет условиям Коши: 

Ve>0 36>0:Уж, жЕЯ NO<b—x,<6 Л0<Ь—х,<8> 

>|F (x) — Е (х.)| <=, БЕК; 
У=>0 ЗА>О:Ух,, х69 Лх >AA\ xX >AD 

=> | F (x1) — Е (х.) | < в, 
если b = +00. 

Xo 

И в этом и в другом случаях имеем | F (x,) — F (x,)| = \ f (x) ах|. 

x 
Принимая это во внимание, сформулируем критерий сходимости не- 
собственного интеграла. 

5—0 

Теорема (критерий Коши). Интеграл | f (x) ах сходится 
а 

тогда и только тогда, когда 

\ f(x) 4х—0 при х > —0, x,>b—0. 

5.2. Абсолютная сходимость. Предположим, что функция f непре- 
рывна в каждой точке полуинтервала J, за исключением множества 
точек лебеговой меры 0. Применив теорему 3, п. 2.2, получим 

\ F(x) dx < [1/69 Jax, х<х., [х, Хх CT. (1) 
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b—0 b—0 
Teopema. Ecau ) | f (x) |dx сходится, то и | F(x) dx также схо- 

дится. 
< Утверждение теоремы следует из неравенства (1). > 

b—0 
Определение. Если интеграл | | f (x) [4х сходится, то говорят, 

а 

b—0 

что интеграл | f(x)dx абсолютно сходится. 
а 

b—0 
Таким образом, если говорят, что | f (x) dx абсолютно сходится, 

a e 

то здесь также содержится утверждение о TOM, что он сходится. 
Если }:[а, В — К — неотрицательная функция, то сходимость 

b—0 
\ f (x) ах, очевидно, означает его абсолютную сходимость. 
а 

Пусть f(x) >20 Ухе[а, bf. Тогда функция F (x) = {FO dja<x 

, b—0 

<х<Ь, возрастает вместе с x. Очевидно, \ f (x) ах существует 

а 

x 

тогда и только тогда, когда множество | Е) dt ограничено сверху 

на полуинтервале [а, bf. Если же f(x) 20 Ухе[а, Ы и интеграл 
5—0 5—0 

| f (x) dx не является сходящимся, то | f (x) ах = + о. 

5—0 6—0. 

Если интеграл | f (x) dx сходится, то будем писать | f (x) ах <оо. 

b 

Пусть f: Ja, ]—Ю, f(x) 20 Vx€la, 4], F (x) = | f(t) dt, ax 

<х<6. Функция F убывает с возрастанием х, т. е. F (x) — F(x.) = 

= \f (t) dt >0, если x<0x,, и Е возрастает при x >a -+ 0. Поэтому 

b b 
f (x) dx сходится тогда и только тогда, когда множество | f (2) и 

а--0 x 

ограничено сверху на полуинтервале Ja, 6]. 
Отметим существенное различие между интегралом Римана и He- 

собственным интегралом: если [ЕЮ [а, 6], то ||| Е Ю[а, 6], в то вре- 

мя как из существования А dx не следует, вообще говоря, 

а 
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t—0 -- со 

существование | | f (x) 4х. Например, | (— ах < оо, так как 
а 0 

УхЕ]а, +oo[ всегда найдется пара чисел Vn И Vn + 1, таких, что, 

Ип< х<ИУпт- 1, а интеграл F(x) = | (— 121 dt допускает пред- 

п 1 УЕ 

ставление F(x) =S, - г, (x), где 95, = > (— 1)l*Idx = 

ри (— 1)* a 
. — - —, Г, (Х) = \(- 1)" dt, причем Jlim S,=/, JER, 

> УЕ-НУЕ-1 у. по 

= +00 
| 

= ——— , Однако | — 1111 dx = + оо. 
Va+Va+l P pe 

n 

Всякий сходящийся несобственный интеграл, HO абсолютно расхо- 
дящийся, называется условно сходящимся. 

alr, (х) |< | dx = 
у. 

Полезно отметить связь между несобственными интегралами H ря- 

дами. 

Если f (x) ах < co, то для любой последовательности х„-— - со 

.
_
—
 

a 

последовательность Y, = | f (x) ах имеет конечный предел. Из тож- 
а 

дества 

Yn = И: + (Yo2— 1) +. + (И — Yn) = 

= дах | Гос | Па 
! 4.00 п 

и предельного соотношения limy, = | f (x) dx получаем представле- 
a 

ние сходящегося несобственного интег рала числовым рядом 

+ о 4-со *n+l 

|} f@dx=S | fax, м=а (2) 
а n=0 x 

п 

Если известно, что при любом выборе последовательности х„-— - со 
числовой ряд в правой части равенства (2) сходится, то это означа- 

+ со 

ет сходимость несобственного интеграла | f (x) dx. 
a 

+00 

Следовательно, несобственный интеграл \ f (x) dx сходится тогда 

а 

и только тогда, когда при любом выборе последовательности х„-— + со 
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числовой ряд 

со °П-Ы 

Y | фах, x =a, (3) 
n=0 > 

сходится. 
В частном случае, когда f(x) >0 УхЕе[а, +oo[, для существо- 

вания интеграла достаточно сходимости ряда (3) при одном частном 
выборе последовательности X,, поскольку возрастающая функция 

Xr» | f(t)dt, а<х< +, будет ограничена сверху суммой этого 

ряда. 

Предлагаем самостоятельно рассмотреть несобственные интегралы 
вектор-функций и функциональных матриц. 

5.3. Алгебраические свойства несобственных интегралов. Пусть 
Ё: [а, [ —Р и сужение функции f на любой сегмент [а, b’] = [a, В 
интегрируемо по Риману на нем. Тогда функции af, & =const, ин- 

b—0 
тегрируема Ha [a, 6’] УаЕРЮ. Следовательно, если 3 | f (x) dx = 

b—0 b—U 

= lim jr р dt, то 3 ада =а J Иа 
х—6—0 у 

Пусть f: [а, bl > R, 5:[а, bf ~([R— функции, сужения которых 
на любой сегмент [а, 0’ а,  интегрируемы по Риману. Тогда 
этим же свойством обладает и сумма / -+ g, следовательно, если 

b—0 b—0 

существуют интегралы | f (x) ах и | g (x) ах, то 

x 

lim | (fF () + (é) dt = lim |7 dt + lim J g (t) dt, 
‘x->b—0 

a 

6—0 b—0 

в силу чего | (f (x) + & (х)) ах = | f (x) ах + | g (x) ах. 

Таким образом, множество Е функций Ё: [а, “OL > R, HHTerpupye- 
мых по Риману на всяком содержащемся в [a, 6[ сегменте и имею- 

b—0 
щих сходящиеся интегралы | f (x) ах, образует векторное простран- 

ство над полем |. 
b—0 

Отображение f => \ f(x) ах пространства E в К есть линейная 

форма. 
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5.4. Замена переменной в несобственном интеграле. 
5—0 

Теорема. Пусть |: [а, b| >R, fEC [a, 6 [, и интеграл | f (x) ах 
a 

существует. Пусть [а, В[ — другой полуинтервал из R, причем 
чСК, a€R (В и b могут быть как конечными, так и беско- 
нечными) и функция g:la, М — В возрастает на полуинтервале 
[«, Bl, имеет на [a, Bl непрерывную производную в’ за исключением 
счетного множества точек, причем gila, В) cla, Ol, g(a) =a, 
g (В — 0) = 6 — 0. 

Тогда справедлива формула замены переменной в несобственном 
интеграле 

b—0 B—0 

| Fide = | fig (и) а" (ша. (1) 
a 

q Так как функция g возрастает на la, Bl, то g’ (x) > 0 в точках су- 
ществования. Согласно формуле (1), п. 3.5, можем записать равенство 

g(t) t 

| родах = | f(g (uw) в’ (м) du 
g(a) a 

и перейти в нем к пределу при #—> В — 0. При этом получим формулу 

(1). > 
Заметим, что замена переменной в абсолютно сходящемся интегра- 

ле приводит к абсолютно сходящемуся интегралу. 
5—0 

® Пусть | f (x) ах сходится абсолютно и gifa, В [ — В — непре- 
а 

рывная возрастающая функция, имеющая непрерывную производную 

g' (x) >0, причем g ([, В[) < [а, 6[. Тогда получаем 
b—0 8—0 B—0 

лотах = [Аа ада" (ши = § [f(g yg! (и) | Чи < оо. > 

5.5. Интегрирование по частям. Пусть f: [а, bl > В, в : (а, bl > 
>В, f,g€ Ca, и а — конечное число. Тогда, применив форму- 
лу интегрирования по частям на сегменте [а, x] < (a, ol, получим 

Fre’ at =F ey —flaga (Ром (1) 
Если при х—6 —0 любые два из трех членов равенства (1) имеют 
конечный предел, то и третий член имеет конечный предел, посколь- 
ку произведение f (а) g (а) определено. Если, например, существуют 

интегралы т f (x) g’ (x) ах и Ю | (x) g (x) dx, то существует произве- 

—0 

дение f (6 —0) 5 (6 — 0). Если же существует Г f (x) g’ (x) ах и произ- 
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b—0 

ведение f(b — 0) < (Б — 0), To существует и | Г (x) 5 (х)ах. В каж- 

дом из рассмотренных случаев имеем 
b—0 b—U 

| f (x) g' (x) dx = f (b — 9) g (b — 0) —[(а) в (a) — | f' (x) g (x) ах. (2) 
a a 

Формула (2) называется формулой интегрирования по частям несоб- 
ственных интегралов. 

Отметим, что интегрирование по частям не сохраняет, вообще 
говоря, абсолютной сходимости. Рассмотрим для примера интеграл 

о 

sin x ° 
[ = | x dx u исследуем его сначала Ha сходимость, представив 

+0 

в виде суммы: 

л + со 

sin x sin x 
=| а | 2 dx =1,+],. 

+n л 

$1 
Исследуем интегралы /, и /, в отдельности. Функция X +> nx ‚0—< 

<х=<л, может быть непрерывно продолжена в точку x = 0, поэто- 
му интеграл /, существует в собственном смысле. 

Если nanxix<i(n+1)n, то по при х-— - oo. Из оценки 
(пл (пл 

sin ¢t sint 2 
; |= dt < -—- следует, что 

x пл 

оо x og (Ил 

sin x . sint sin x \ р dx = lim | = | А dx. 
nt хоч k=] kn 

Для исследования интеграла /, представим его в виде числового ряда 
со (К-ЕЙ)л 

‚= 5 т ax = У (—1)' \ dt (3) 
k=] 

(после замены х—Ёл =Ё в каждом из интегралов, входящих в 

sin? 
сумму ряда). Tak как тя > при О<{<л, то справедливы не- 

равенства 
int int int sin < sin <" | 0<#<л, 

(kR+-1)% t+ kx RI 

a 

в силу которых получаем оценки 2 <= \ Si Ш =, из 
k+l)n =) Ел ~~ ~ kx ' 

‘) 

которых следует, что модули членов знакочередующегося числового 
ряда в правой части равенства (3) монотонно стремятся к нулю при 
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В — oo. Согласно признаку Лейбница, этот ряд сходится, следова- 
тельно, /, — сходящийся интеграл. 

Покажем теперь, что интеграл / сходится неабсолютно. Для этого 
достаточно показать, что интеграл /, сходится неабсолютно. Посколь- 
ку для частичной буммы S, числового ряда 

со (Ел со ПЛ 

| sin x | _ sint > | ; и at 
k=! дд = 

выполняется оценка 

п 

2 > | 

"п ТЕГ: 
то этот ряд расходится по признаку сравнения с гармоническим 

+00 

sin x 
рядом, следовательно, и \ {Snel dy расходится. 

л 

Произведя в интеграле / замену x = 2¢ и интегрируя затем по час- 
тям, получаем 

+ + 
sin 21 а (sin? #) 

[= ; dt = \ ; = 

+0 +0 

— lim sin? ¢ + г $112 ¢t dt ae sin? { dt —7 

ож | ke г 7 в 
у--со x +0 

Следовательно, интеграл / сходится абсолютно, так как о. 

Получили равенство / =. Но интеграл / сходится лишь условно. 
5.6. Случай внутренней особой точки. Несобственные интегралы 

рассмотрены для случаев, когда особая точка функции являлась 
концом интервала. 

Определение. Пусть функция f: la, 91 \ {с} — В, гдесЕ]а, Ol, 
имеет интегрируемые по Риману сужения на любые сегменты la, a'| < 
< [а, с [и [c’, 6] < Je, 6]. Тогда полагаем 

def С Uv 

Fre dx = ( f (x) ах + | fn dx, (1) 
a a c+ 

если каждый из интегралов, входящих в правую часть (1), существует, 
и назовем несобственный интеграл сходящимся. Если же хотя 
бы один из этих интегралов не существует, то говорят, что несоб- 
ственный интеграл расходится. 

2 

dx 
Например, \ —-х Расходится, так как из неравенства In x < x — 

0,5 
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s | =In@ —I) i = In— 

— 1, выполняющегося для | <х<.2, следует, что 

x 

2 

у 
При рассмотрении несобственных интегралов часто интересуются 

лишь фактом их сходимости или расходимости, поэтому важно уста- 
новить признаки, по которым можно судить о том, является ли данный 
интеграл сходящимся или расходящимся. 

5.7. Признаки сравнения и признаки Абеля и Дирихле. Рассмотрим 
вначале два общих признака сравнения. 

1) Пусть f:[a, - cof >R — неотрицательная функция и [Е 
ЕЮ [а, x] Ух >a. Согласно пункту 5.2 имеем 

-Н оо x 

\ | (х) ах < - ® > [мноество | f (t) dt 
a 

TD +, когда x—>1-+0. 

ограничено сверху 

2) Если ри g — неотрицательные функции, определенные на по- 
луинтервале [а, | со[, интегрируемые на любом сегменте [а, x] = 

оо 

cla, +oo[ и f(x) =0 (6 (х)) при х->- о, то из | в (х) ах < 

+ оо +00 4+ со ° 

< © => | f(x) ах < =. Если ках = +00, TO | g (х)ах = +00, 
а а 

{ Утверждение следует из неравенств 

0<\fa< Chg ade хо. > 

Рассмотрим это Ha примерах: 

| | | 

) | at l—a [== ~~ at! }, если & == |, (2) 
a —_ = 

a 

Jf Inx —Ina, если & = |. 

. dt | 
Если a@>1, то 3 Шт | — = -;  @ли а<1, то 

хо ` 14 (a — 1) а” 

x +09 

dt "dx 
lim а = + со. Таким образом, | =x < со ТОГДа и ТОЛЬКО Tora, 

v x = oo 
х + а а 

когда a> |. 

— 
1, 

x dt l1—a ( (6 —a)*—! (6 — x)! ), если о; 52 

9“ =} , 
т? In я , 

если @ = 1. 

(3) 
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x 

. dt 1 | a tim | = ‚те Если a<l, то im be ое T 
x+b—0 >. 

t—9 x 

| dx сходится. Если a >21, To lim a = = +, т. е. 
(6 — x) rao) 6—9 

b—0 о 

| 4% расходится к + со. Таким образом, \ dx CXOJUT- 
($ — x)® ` (6 — x)* 

ся тогда и только тогда, когда a< 1. 
Рассмотренные примеры а) и 6) служат основой для получения 

практических признаков абсолютной сходимости несобственных ин- 
тегралов. 

Рассмотрим практические признаки абсолютной сходимости инте- 
гралов. 

Признак 1. Пусть fia, со [—>R — интегрируемая на любом 

сегменте [a, x] < [а, + со[ функция, причем f (x)= 0(-= ‚ Хх 

+ оо 00 

— -- с. Тогда \ [(х) ах < о, если «>| и | f (x) ах расходится, 

если и < 1. 
Признак 2. Пусть |1 [а, 6 [-—- В — интегрируемая по Риману na 

любом сегменте [a, b’] < [а, bl функция, причем f (x) =O т и , 

5—0 5—0 

х—6—0. Тогда | #(х) ах < с, еслиа< |, и | f (x) dx расходит- 

ся, ecaua Dl. 
q@ Доказательство следует из общих признаков сравнения и решения 
примеров а), 6). > 

со 

ах 
Пример 1. Исследовать на сходимость 

xP +. xf 

Здесь две особые точки: x = 0 H x = --со, поэтому представим интеграл в виде 
суммы интегралов второго и первого рода на полуинтервалах |0, cl и [с, -+ col, где 
с > 0 — любое число. Заметим, что при р = g интеграл расходится, поскольку для 
сходимости интеграла одновременно должны выполняться неравенства p <1 и 

1 
p>1. Пусть р < 9. Тогда при x -» --0 имеем соотношение = 0 (<7) xP + x7 xP 

| | 
а при x -> -+ со соотношение = О| — |, вследствие чего интеграл сущест- 

ХР x4 x4 
вует при одновременном выполнении неравенств р < 1,q > 1. Если 9 < р, TO инте- 
грал существует при одновременном выполнении неравенств 9 < 1, р > 1. Объе- 
динив 3TH два случая, видим, что интеграл существует, если min {р, 9} < 1, 
тах {p, 9} > 1. 

In (sin x) dx 

Vx 
Пример 2. Иселедовать на сходимость 

Е
ф
 

a
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Сравним подынтегральную функцию в правосторонней окрестности точки x = 0 

с функцией x +> ——, где 0,5 < а< 1. Имеем 
x 

lim In (sin x) , 1 = i misin +) = i ctg x — 

х-ь +0 V x x x>-+0 — —@ x» +0 —a— 1 
x2 ( | 2 

——а 
2 E 

af at 

lim х lim 0, 

Ener aap 
так как @ -- >> 1. Установлено, что при x—>-+-0 подынтегральная функция 

1 
имеет порядок роста ниже, чем порядок роста функции Х —, интеграл KOTO- 

x 

a 
2 
° ах 

рой | —=- существует. Согласно признаку 2, исследуемый интеграл существует. 

0 

Теорема 1 (признак абсолютной сходимости). Лусть 
р: [а, 6 [-> К — интегрируемая на любом сегменте [а] с [a, 6 [ 
функция и в:[а, 6 [ +R — неотрицательная функция, причем 

b—0 со 
|[1(*) |< g(x) Ух ха и \ g (x) dx | б (х) ах | существует. 

b—0 оо ° ° 

Тогда | f (x) ах ( \ f (x) ax сходится абсолютно. 

5—6 

< Из сходимости | g (х) ах следует, что для него выполнен крите- 
а 

рий Коши сходимости. Для любой пары x,, х› такой, что № < x, < В, 
Хх x Xs 

Хх < Хх. <, X1 <I Xp, \ lf) |de< (g(x) dx, и так как \ g(x) ах — 
x, x; ро +5 

—0 при х—6—0, x,>b5—O0, то для | | f (x) | ах ( | 7 | 

выполнен критерий Коши сходимости. > 
Теорема 2 (признак Абеля). Пусть f:[a, + со |-— К, в: [а, 

со 

‘оо [ — В, \ f (x) ах < со, а функция g монотонна и ограничена. 

о 

Тогда | f (x) g (x) ах < 0, 
а 

Xe 

® Рассмотрим ) f (x) g(x) ах, x, >a, x, а, и применим к интегра- 
x; 

лу вторую теорему о среднем, все условия которой здесь выполнены. 
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Имеем 

Xo E Х: 

\ F(x) g(x) dx = g (x,) | f(x) dx + g (x2) | f (x) ах, Хх <Е<х.. (4) 

Из ограниченности функции g и выполнения критерия Коши сходимости 
oo 

для интеграла \f (x)dx следует, что выражение в правой части ра- 
а 

венства (4) стремится к нулю при неограниченном возрастании X, и х.. 
Следовательно, для рассматриваемого интеграла выполнен критерий 
Коши сходимости. > 

Теорема 3 (признак Дирихле). Пусть}: [а, со [-— В, g: [а, 
-- со [ — В и функция | имеет ограниченную первообразную xX +» 

x 

=. | [О а а<х<-о, а функция в монотонно стремится к 

со 

нулю при х— +00. Тогда | f (x) g (x) ах < о. 
a 

Для доказательства применим формулу (4). Выражение в правой 
ее части, в силу условий теоремы, стремится к нулю при неограни- 
ченном возрастании xX, и Xp. 

оо 

Для \ f (x) g(x) ах выполнен критерий Коши существования. № 
а 

+00 +00 
В качестве примера рассмотрим | g (x) sin вхах и | g (x) cos kxdx, 

a a 

где g:[a, - со [ > К — монотонно стремящаяся к нулю при х— +00 
функция, & — отличное от нуля целое число. Тогда, согласно призна- 
ку Дирихле, оба интеграла сходятся, так как функции 

4 

F (x) = | sin btdt = SS%— OS | Hy) — | cos ktdt = 

sin kx — sin Ra 

k 

ограничены при x > а. 

+00 

Отметим, что из существования | [(х) ах не следует, вообще ro- 

воря, что f(x) >0 при х-—> +. Например, функция x+»x sin x’, 
со 

О<х< +0, не ограничена, однако | хп х44х существует, так 
'} 

оо 

1 (’ sint 
как с помощью замены x* = ¢ приводится к интегралу —- у dt, 

+0 
сходящемуся по признаку Дирихле. 
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+00 

Если сходящийся интеграл Ао) Ах представить в виде ряда 
а 

со “И ХА 

р | f (х) ах, то общий член этого ряда а, = | f (x) ах стремится 

к нулю с возрастанием xX, и Xgi1, согласно критерию Коши. Однако 
при этом не обязательно должно быть f (x) > 0 при x -—> +00. 

5.8. Главное значение расходящегося несобственного интеграла. 
со 

Пусть}: В > Ви | f (x) ах расходится. Если функция f интегрируема 

по Риману на всяком сегменте действительной прямой и если суще- 
А 

ствует предел lim | f (x) ах, то его называют главным значением 
А---со —А 

в смысле Коши расходящегося интеграла и обозначают 

со А 
у. р. | Гоах= lim | [ах 

А--со —A 

‚ b 

Пусть f:[a, b[\ {с} — В, се]а, Of, и \ f(x) dx расходится. Если 
а 

с—2 .. 

при любом достаточно малом = > 0 существуют \ f (x) dx u \ f (x) dx 
a c+e 

и существует предел 

cC—e b b 

lim (| f (x) dx + | н9&] = у. р. | f(x) ах, 
e++0\ а c-Le a 

то его называют главным значением в смысле Коши расходящегося 
интеграла. 

оо 

Пример 1. Вычислить v. р. | aa. 

090 

Согласно определению, 

+00 

1+ x Ща | 2 
у. р. \ ipa” = lim (arctg x мо +) 

—со 

А 

=2 lim асе А = л. = lim (arcte 4 — arctg (— A) + > In А 
1+ Аа 

А- +00 1+ A 
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2 

n 2. Вычислить V dx ример 2. Вы р: \ те: 

0,5 

По определению 

2 

ах l—e 2 _ у. р. == Jim (in| In x1 [gs + In (in x) |4) = 

0,5 

п (1 —e — 2 
= lim In ( ) = lim In = 0. 

e++0 In (1 +- 5) #- {0 2 

В заключение отметим, что если несобственный интеграл сходится, то его значение 
оо b 

совпадает с V. р. \ f (x) ах (. р. { Fe dx 

a 

$ 6. ФУНКЦИИ ОГРАНИЧЕННОЙ ВАРИАЦИИ 

Класс функций, рассматриваемый ниже, играет важную роль в 
теории интеграла Стилтьеса, а также в некоторых приложениях. 

Определение 1. Пусть |: [а, 6] — В, П = (x) =a, м, ..., X, = b} — 
произвольное разбиение сегмента [а, 6], в котором х; < хи и 

n—| 

Af, = (хи) —F (x), Ин (В а, 6) = > | Af; |. 

Число Уп (f; a, 5) называется вариацией функции | при раз- 
биении П сегмента [а, 6], а число У (р; а, 6) = sup {Vn (f; а, 6)}, где 

{п} 
точная верхняя грань берется по всем возможным разбиениям П 
сегмента [а, 6], называется полной вариацией функции f 
на сегменте [а, 6]. 

Если У (f; а, 5) < -Е о, то говорят, что f — функция ограничен- 
ной вариации. 

Определение 2. Пусть }:|а, | — В”, П — произвольное разбие- 
ние сегмента [а, 6] на п частей, Af; = f (xi41) —f (x,), Vu (f; a, 6) = 

n—| 

= > | Af;|. Число У (f; a, 6) = Sup {Уп (f; a, 6)}, где точная верхняя 

грань берется по всем возможным разбиениям сегмента la, bj, называ- 
ется NOAHOU вариацией вектор-фиункции fua 
сегменте la, bj. 

Если И (f; a, 5) < о, то говорят, что вектор-функция f — функ- 
ция ограниченной вариации. В этом определении | Af; | — евклидо- 
ва норма вектора Af,. 

Теорема 1. Пусть f:[a, 6] >В”. Для того чтобы вектор-функ- 
ция }= (К, fer ..., fm) была функцией ограниченной вариации на 

[a, 6], необходимо‘ и достаточно, чтобы функции |, | =1, т, име- 
ли ограниченную вариацию на этом сегменте. 
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Необходимость. Пусть } имеет ограниченную вариацию. Тогда из 
очевидных неравенств 

т 

LP ны) — Fy О ан) — 109) [58 > [Fi (жи) — fy (ХО 

просуммировав по i oT 0 до п — 1, получим неравенства 

Уп (fs а, 5) < Уп ({; а, <» Уп (fis а, 6). (1) 

Перейдя в неравенстве Уп (f;; а, 5) < Уп ({; а, 6) к точным верхним 
граням, получим неравенство 

Иа OV<V(f; a, < +o, j=I1,m, 
из которого следует, что все функции |, имеют ограниченную ва- 
риацию. 

Достаточность. Пусть каждая функция |, имеет ограниченную 
вариацию на [а, 61. Тогда, переходя к точным верхним граням в пра- 
вой части неравенств (1), получим неравенство 

Vif; а, 6) < <¥ V (fj; а, 6) < + 00, 

из которого следует, что вектор-функция f имеет ограниченную Ba- 
риацию на сегменте [а, 61. > 

Примером функции ограниченной вариации может служить моно- 
тонная на сегменте la, 6! функция f: la, 6] > В. Тогда 

Vif; а, 6) = |f(6)—f(@)| УП, УВ a, 6) = [ГО — [а]. 
Непрерывная на сегменте функция не обязательно имеет на нем 

ограниченную вариацию. Например, функция 

. av 
xsin—, ели O<x<c2, 

f(x -| x № 
0, если x = 0 

непрерывна на сегменте [0, 2]. Пусть п= {0, —- , — ‚... 

2 2 
ty Ee 2] . Тогда 

2 2 2 

>1+--+ vee +—=C+Inn+e,, 

где &,—>(0 при n—->oo, С — постоянная Эйлера. Таким образом, 

Уп (f; 0, 2) со при п- со и множество {Уи (f; 0, 2)} не огра- 
ничено сверху. 

Вполне очевидно, что всякая функция ограниченной вариации яв- 

ляется ограниченной функцией: если {: [а, 61 -—> В” имеет ограни- 

dX | f (x41) —f(x*)|= = +( On 
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ченную вариацию Ha la, 5}, то 

[1 (*) — f@MI<V(f; a,b) Ухейа, 6. 
Теорема 2. Если f : [а, b} > R, g: la, b1 > В — функции ограни- 

ченной вариации Hala, bj, то f + ви fg также функции ограниченной 
вариации на [а, Ol. 

При любом разбиении I] на п частей сегмента [а, 6! имеем нера- 
венство 

n—| п—1 

У ТАН + Agi < «У А+ У Ави < <V (fi а, 6) +V(g; а, 6), 
из которого следует, что 

У(Е- &; а b)<V(f; a, 6) + V(g; a, 5}, 
т.е. f + © — функция ограниченной вариации на [а, OI. 

Рассмотрим тождество А (fg); = f;Ag; + gi4f;, где р =f (x), 

вии = & (X41), Ар = f (X41) — F(X), Ав: = 8 (X41) — 8 (x;). Так как 
функции [и & ограничены на [a, 6], то существуют постоянные C;, j = 
=], 2, такие, что 

|& (Хх) |< а, |[(%)|<с, WxEla, 6]. 

Тогда 

п | n—!| п] 

У [Adel = У Ав, + внад | У [Ав + 
п-1 

+ с, x | АД | < с (g; а, 6) с" (fs a, 0), 

V (fg; а, b)<c CV (Ё а, b) + CV (5; a, b), 
n—! 

так как sup | У 1A (fg): | <c,V (f; a, 6) + c¢,V (5; a, 5. 
{п} 4=0 

Как видим, функция ф = fg имеет ограниченную вариацию на 
la, bl.p 

Следствие. Если | и g монотонно возрастают на l[a, bj, mo f — с 
есть функция ограниченной вариации на Ца, 6]. 
« Полагая ф = —g, получаем монотонно убывающую Ha [а, 61 функ- 
цию. Далее, 

п] п—| п п | 

2 ТАН 49| < У ТАНТ+ & 1АФи| = 2 У (fii — fo) + 

n— | 

+ 2% (P; — Фа = f (0) — (a) + @ (a) — g (0) = F (6) + g (6) — f(a) — 

—g(a)=Vi(f; a,b) + V(g; a, 6), Vif —g; a, 6) <V (f; a, 6) + 

+V(g; а, В). № 

Теорема 3. Пусть f:\a, b}—> В” — функция ограниченной ва- 
риации. Тогда: 1) V(f; а, у) =У ($; а, х) +V(fi x,y), если as 
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<x <y<b; 2) функция V:xreV(f; a, x) непрерывна na |a, 5}, 
если f€C [a, 6]. 

Докажем сначала равенство 

Vif, aw=Vifi a,x) У; ху), axxcy<b. (2) 
Если x = а или у = х, то равенство (2) очевидно, так как У (f; x, x) = 
= 0. Пусть а < x < y задано а > 0. Поскольку полная вариация V 
вектор-функции f на сегменте [а, у] есть точная верхняя грань мно- 
жества ее вариаций при всевозможных разбиениях fa, у], то по свой- 
ству точной верхней грани У e > 0 3 П такое, что 

У (1; а, у) —=< Уп (}; а, у) < И; а, 9). (3) 
Если точка x не вошла в разбиение П, то рассмотрим его продолже- 
ние II’, включив в него точку x. Для разбиения II’ неравенства (3) 
сохраняются, так как с добавлением новых точек разбиения вариации 
Уп возрастают. Тогда П’ = П. |) Це, где [I], — разбиение сегмента 
la, x], Tl, — разбиение сегмента [х, у|, следовательно, Уп. (f; а, и) = 
= Уп, (f; a, x) + Vn, (7; x, и. Из неравенств 

Уп, (1; а, х) < У ($; а, у) — Ин, ($; x, 9), 

Уп, (fi х, у) ЗУ (7; а у) — Ин, ($; а, х), 
и левой части неравенства (3) следуют неравенства 

Vifi а, х + И(; ху И (; а + (У (; а, у — Уп. (В а, у) < 
< У ({; а, у) +e, 

откуда получаем 

Vifi a,y)—e<Vifi a,x) У x, y)<V(fi ayy) +e. (4) 
Поскольку # > 0 — произвольное, TO 

Vif; a, y)=Vif; a,x) +V (fi x, и. 
Остается показать, что функция хнь И ({; a,x), axx<b, не 

прерывна на [а, 6], если ДЕС [a, 6]. 
Пусть х 6 Ja, bl — произвольная точка. Из непрерывности век- 

тор-функции f в точке x, следует, что У => 0 36>0 такое, что 

УХЕ (Xo, 6) = | F(X) — F(X) |<. 
Поскольку И (f; a, х,) = sup {Уп (1; а, х)}, то существует такое 

{п} 
разбиение П сегмента |а, х,], что 

Ин (fi а, ж) >И (fi а, ж) — =. (5) 
Фиксируем окрестность $ (хо, 6). Если она не содержит точек разбие- 
ния II, лежащих слева от точки Xp, то добавим к точкам этого разбие- 
ния произвольную точку х’Е S (XxX, 6) A х < хо. В результате полу- 
чим новое разбиение IT’ сегмента [a, ж], для которого 

Vir (7; а, х) > V(f; a, м) — >, (6) 

так как Ии. (1; а, %) > Ип (fs а, Xp). 
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Если же разбиение П содержит точки, лежащие слева от точки Xp, 
то через x’ обозначим конец интервала ]х’, xol, не содержащего точек 
разбиения П. 

Образуем в каждом из упомянутых случаев соответственно раз- 

НОСТИ 

у! — Уп. (7; а, Xo) — If (Xo) — f (x’)|, у. = Ун (f; a, Хо) — 

— |1 (%) — f(x’) |, 

являющиеся вариациями вектор-функции f для некоторых разбиений 
сегмента [а, х']. В каждом из этих случаев имеем 

Vif; ах) >И, i=1, 2, (7) 

где У (f; a, x’) — полная вариация вектор-функции f на сегменте 

[a, х']. 
Приняв во внимание неравенство (5), во втором случае получим 

V (f; a, x‘) >И. >И (Та х)-—ь, (8) 

а из неравенства (6) в первом случае следует неравенство 

V (fs a, x’) >И >И; а, %) —e. (9) 
Таким образом, справедливо неравенство 

У (1; а; x) >V (f; a, x%))—e Ух ES (ху, 6) Ax’ <%, (19) 

в силу которого следует соотношение 

lim V(f; a, x')=V(f; а, x9), 
хх —0 

поскольку х нь И (f; a, x), а<х=< В, — неубывающая на сегменте 
la, 6] функция. Итак доказана непрерывность этой функции в точке 
Хо слева. Ее непрерывность в этой точке справа доказывается анало- 
ГИЧНО. }> 

Теорема 4. Пусть |: la, 6] — В — функция ограниченной вариа- 
ции на [а, 6]. Тогда существуют такие монотонно возрастающие функ- 
ции р: (а, 6] > В, а: [а, М-В, что р (а) =9 (а) =би\УхЕ 
Е [а, 6] выполняются равенства 

f (x) — f (a) = p(x) —9(%), (11) 
У (fs a, x) = p(x) +4 (x). (12) 

4 Определим функции р и д с помощью paBeHCTB 

2р (х) =У (р; a,x) + f(x) — Ра), 29 (х) =У (ра, x) —F (x) +f). 

(13) 
Тогда р (a) = д (а) = 0 и выполнены равенства (11), (12). Пусть а < 
< х< у. Используя равенство (2), получаем равенства 

2р (у) — 2p (x) = У (fs x, y) + (и) —F (x)), (14) 
24 (у) —2q (x) = УК x, y) — (f(y) —F (5). (15) 

Из неравенства | | (и) — | (x) | < У (f; x, и) и равенств (14), (15) сле- 
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дует, что ри д — монотонно возрастающие функции. Mx соответствен- 
но называют функциями положительной и отрицательной вариации 
функции {. > 

$ 7. ПРИЛОЖЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 
К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ ГЕОМЕТРИИ И МЕХАНИКИ 

7.1. Дуга и длина спрямляемой кривой. Дифференциал длины кри- 
вой. Согласно определению пункта 7.6, гл. 2, непрерывное отображе- 
ние f: la, 6] > В” называется путем в В”. 

Определение 1. Если непрерывное отображение } :[а, 1] — В" 
биективно, то путь будем называть дугой. 

Определение 2. Следом дуги f: fa, b] > В”, или кривой , 
называется образ сегмента la, 8] при отображении f 

у = ({yCR ти, = р (х), | = 1 тах. 

Определение 3. Пусть f — дуга в пространстве В”. Если f (а) = 
= f(b) и f(x,) Af (х.) для любой пары различных точек xX, их. из 
интервала ja, b[, то кривая y называется простой замкнутой 
кривой. 

Определение 4. Кривая у спрямляема, если вектор-функция] 
имеет ограниченную вариацию на сегменте la, В], а длиной кривой у 
будем называть полную вариацию У (f; а, 6). 

Теорема. Если вектор-функция } : [а, 6] — В” непрерывно диффе- 
ренцируема на сегменте la, 8], то кривая y спрямляема, а ее длина 1 
вычисляется по формуле 

b 

= 17’ (x) Idx, (1) 

где | f’ (x)|=V (fi)? + ©) + ve + Fin 
Пусть П = {x =a, м, ..., x, = 6} — произвольное разбиение 

сегмента [а, 6]. Тогда 

п—| п—1 1, 1 tet 

p> | fF (X41) — F(X) | = x f' (x) dx|< <3 } | f’ (x) [ах = 

= (x) | dx, ~ (2) 

откуда 

п—| b 

V fi a, 6) = sap |5 нд од < | | f* (x) | ах, (3) 

где точная верхняя грань берется по всем возможным разбиениям 
сегмента [а, 6]. 
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Так как вектор-функция f’ равномерно-непрерывна на сегменте 
[а, 6], то Ve >O 36>0 такое, что 

Ух’, ха, Л —x"|<8S/f (x) ФГ (| <. 

Пусть П — такое произвольное разбиение сегмента [а, 6], что 
а(П) < 6, и пусть x; < х= ха. Тогда | [' (x)|—|f' (ХТ (x) — 

—f (и) | < о = а) » Откуда 

lf’ (х) |< (Xi41)|+ SG =a ’ 

“i+ 
Г Ах, Г ое < (teu) Ae, = 

x. 
i 

® 4-1 

1 FG) —F" (x41) —f Qo) dx 
x 

*i-+1 

| Г (x) ах 

x; 

= < + 
t 

Xi+-] 

(7 (Xi41) — Г (x)) ах 
eAx; 

й 
<lf (44) —1 (0+ sera: 

x; 

Просуммировав эти неравенства по i oT 0 до п — |, получим неравен- 
ство 

а n—] 

лая < У Uf ead —P el +e<V Gi a +e 4) 

Так как = > 0 — произвольное, то | [Г (x) |dx < У (f; a, 6). Сопостав- 
a 

ляя это неравенство с неравенством (3), приходим к выводу, что 
b 

V (fs а, 6) = (10) 4 =1. № 

Введем понятие дифференциала длины кривой. Считаем, что все 
условия предыдущей теоремы выполнены. Тогда для всякого сужения 
вектор-функции f на сегмент [а, x] < la, 6] длина дуги / является функ- 
цией переменной x, причем, согласно формуле (1), имеем 

(x) = ИА (lat, 
Из условий теоремы следует, что / — дифференцируемая функция, 
причем 

dl pty ак == у xh 
т 

откуда dl? (x) = > (df ; (x))* 
|= 
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Таким образом, согласно определению, dl (x) = И У, (ай (~))? — 
[=] 

дифференциал длины кривой. 
Если кривая y задана в виде 

у= {(yER™: и=Ь (0, О 1 Ц, 1 =1,т)}, 
где / — ее длина, отсчитываемая от точки f (a), то 

Рассмотрим частные реализации теоремы. 

Если y = {(x, У) ЕВ: х=Фф(1), у=ф(0, «<< В}, где фи ф— 
непрерывно дифференцируемые на сегменте [a, В] функции, TO 

В 

[= | У’ у 4 (5) 
a 

Если y= {(x, y)€ER?:x=x, y=f(x)}, где |: (а, |} >R, FE 
Ec" (а, bj, то 

b 

= ИГР ах. (6) 

Пример. Вычислить длину кривой, параметрические уравнения которой х = 
= cos! /, y= sintt. 

л 
Так как при возрастании ¢ от 0 до > подвижная точка (x(t), y(t)) пробе- 

r
o
l
a
 

raeT всю кривую, TOONS? < . Далее, x’ (1) = — 4 cos ¢tsint, и’ (1) = 4 sinFlcos ft, 

поэтому 

x’ (2 + y’ (t)? = 2 sin? 27 (1 + cos? 24, 

л 

2 0 

= 3 | sin 2¢V 1 + cos? 21 dt = Va \ V1 + cos? 2¢ d (cos 21) = 

0 л 

2 

| 0 
= Vi (cos 2tV 1 + cos? 21 + In (cos 2¢ + УТ + cos? 98) л = 

2 

l 
УВ In(l + V 2). 

7.2. Площадь плоской фигуры. В курсе геометрии дано понятие 

площади элементарной геометрической фигуры, ограниченной отрез- 

ками прямых (прямоугольника, треугольника, многоугольника). Если 
же плоская фигура Ф (т. е. некоторое ограниченное связное множество 
точек плоскости, например область D < Е?) ограничена кривыми, 
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He являющимися отрезками прямых, TO для введения понятия пло- 
щади будем исходить из следующей аксиоматической предпосылки: 
площадь (мера) плоской фигуры Ф, если она существует, есть число, 
не превосходящее площади S любой объемлющей фигуру Ф элемен- 
тарной фигуры и не меньшее площади $ любой объемлемой фигурой Ф 
элементарной фигуры. 

Под площадью элементарной фигуры понимают неотрицательное 
число Р, обладающее следующими основными свойствами: 

а) монотонность: если DM, и MD, — две элементарные фигуры, при- 
чем Ф, целиком лежит в Ф., а So, и Эх, соответственно их площади, то 

So, < Se, 

6) аддитивность: если @M, и Ф, — две элементарные фигуры без 
общих внутренних точек, a Ф = Ф, |) Ф,, то 

So = ЭФ, + ЭФ, 

в) инвариантность: если элементарные фигуры M, и Ф, конгру- 
энтны, TO | 

So, = So,. 

Определение 1. Элементарная фигура Ф называется описан- 

ной вокруг плоской фигуры Ф, если фигуреФ и ее границе принадле- 
жат все точки Ф вместе с ее границей. 

Определение 2. Элементарная фигура Ф называется вписан- 

ной вплоскую фигуру Ф, если фигуре Ф u ее границе принадлежат все 
точки фигуры Ф вместе с ее границей. 

Пусть Ф — некоторая плоская фигура, {Sz} — множество площа- 

дей всех описанных вокруг Ф элементарных фигур, {Sm} — множест- 

во площадей всех вписанных в Ф элементарных фигур. Множество 
{Ss} ограничено снизу числом нуль, а множество {5х} ограничено 

сверху произвольным элементом множества {5х}, следовательно, су- 

ществуют числа 

P= inf {Sz}, P= sup {So}. 
DDO — Фа ~ 

Определение 3. Числа P и P называются соответственно 6 e p x - 
ней и нижней площадями (мерами) фигуры OD. 

Определение 4. Если Р = P, то фигура Ф называется квадри- 

руемой, ае площадью (мерой) Р называется общее значение 
нижней и верхней площади. 

Теорема 1. Фигура Ф квадрируема тогда и только тогда, когда 

Уг > 0 ЗФ, © такие, что 

<< Необходимость. Пусть Ф квадрируема, а Р — ее площадь. Тогда 

Р=Р=Ри из свойств точных граней имеем У=>0 35% Е {Sg} A 
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Л 35 Е {So} такие, что 

P<Sg<P+4, Р-- < 5 <Р, 

$5 —So<e. 

Достаточность. Если указанные в условии теоремы элементар- 
ные фигуры Ф и Ф существуют, то из неравенств So< P<P< 

< Sz следует, чтоР — Р< в, т.е. P= Р. > 
Следствие. Если Ve >> 0 существует  вписанная в фигуру Ф неэле- 

ментарная квадрируемая фигура VD, и описанная вокруг Ф неэлемен- 
тарная квадрируемая фигура Ф. такие, что Po, — Po, < в, то фигу- 
ра Ф квадрируема. 

Критерий квадрируемости плоской фигуры (теорема 1) можно 
сформулировать в несколько иной форме. Множество точек, принад- 

лежащих фигуре Ф, но не принадлежащих Ф, есть в общем случае 

многоугольная фигура, содержащая границу фигуры Ф, а ее площадь 
равна разности Sz — Sq. Поэтому критерий квадрируемости означает, 

что фигура Ф квадрируема тогда и только тогда, когда ее граница мо- 
жет быть погружена в многоугольную фигуру, площадь которой мень- 
ше произвольного положительного числа. 

Определение 5. Множество М точек плоскости имеет площадь 

(меру) нуль, если его можно заключить в многоугольную фигуру Ф та- 
кую, что Sz < Е, где в > 0 — любое, наперед заданное. 

Сформулируем теперь теорему | в эквивалентной форме. 
Теорема 2 (критерий квадрируемости). Фигура Ф 

квадрируема тогда и только тогда, когда ее граница имеет площадь 
нуль. 

Теорема 3. Всякая спрямляемая плоская кривая имеет площадь 
нуль. | 
q Пусть y — спрямляемая кривая, а / — ее длина, точки А, В — ее 
концы. Разобъем кривую на п частей точками М. = А, M,, М,, 
... М, = Втак, чтобы длина каждой из элементарных кривых M,M;41 

| 
была меньше —-. Каждую из точек М; возьмем в качестве центра квад- 

рата со стороной, длина которой равна —-. Объединение этих квад- 

ратов представляет собой многоугольную фигуру, площадь которой 
4l? | 
—=` (п + 1). Поскольку [ фиксировано, то У ё >0 3М№М:Уп> М> 

_ 42 

Следствие. Всякая плоская фигура, граница которой состоит из 
одной или нескольких спрямляемых кривых, квадрируема. 

Покажем, что введенное понятие площади плоской фигуры, как 
и понятие площади элементарной фигуры, обладает свойствами мо» 

HOTOHHOCTH, аддитивности и инвариантности: 

=> 
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Если плоская 
фигура разбита 
на две фигуры 
без общих 
внутренних точек, 
то ее площадь 
равна сумме 
площадей 
этих фигур. 

а) монотонность: пусть M,, Ф, — квадрируемые плоские фигуры, 
{So}, (5$), j =1, 2 — множества площадей всех соответственно впи- 

санных в них и описанных вокруг них элементарных фигур. Если 
ФЕ Ф,, то {S@,} < {So,}, {5ъ} > {Sg}, следовательно, 

Po, = sup {So,} < Po, = sup {So,}, 

Po, = inf (Sz } < РФ, = inf (5$,}. 

В силу квадрируемости фигур Ф, и Ф, полученные неравенства 
эквивалентны неравенству Po, < Pa,; 

6) аддитивность: пусть Ф., DO, — квадрируемые плоские фигуры 
без общих внутренних точек, Ф — объединение этих фигур. Покажем, 
что Ф — квадрируемая фигура, причем Pg = Po, + Po,. Действитель- 
но, граница фигуры Ф является частью объединения границ фигур Ф, 
и Ф,, причем эти границы являются множеством площади нуль 
(рис. 17). Поэтому граница фигуры Ф также множество площади нуль 
и по теореме 2 Ф — квадрируема. Заметим, что любые, вписанные в Ф, 
и Ф,, элементарные фигуры Ф, и DM, не пересекаются, поэтому для 

объединения Ф этих фигур справедливо равенство So, + So, = So, 

где буквой S, как обычно, обозначена площадь соответствующей фи- 
гуры. Если рассмотреть произвольные две описанные вокруг фигур 

@, и Ф, элементарные фигуры Ф, и Ф,, то они, вообще говоря, пересе- 
каются, а площадь объединения этих фигур не превосходит суммы их 
площадей, т. е. 

55 < Ss. + 55 

Обозначим через P, P,, P, соответственно площади фигур Ф, D,, 
Ф.. Тогда получим неравенства 

So, + So, = 5 ЗР< 55555 +55, 

So, + So,<P, + Pos, + Ss, 

|P—(P, + P2)|<(Sg —Se,) + (Sg, — Se,). 
Из существования чисел So, 5ъ и So,, Sg, таких, что Wed 0 

Sg, — 5, < ‚ Эф, — So, < > ‚ следует, что P= P, + Р,; 
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в) инвариантность: это свойство следует из инвариантности пло- 
Щади для элементарных фигур и определения площади плоской фигу- 
ры через площади элементарных фигур. | 

Отметим, что общая часть двух квадрируемых плоских фигур Ф, 
и Ф, является квадрируемой фигурой. Утверждение следует из того, 
что каждая точка, граничная для Ф = OM, () Ф,, является одновремен- 
но граничной либо для Ф,, либо для Dy, т. е. граница Ф есть объеди- 
нение частей границ Ф, и Ф, и имеет площадь нуль. 

7.3. Площадь криволинейной трапеции. 
Определение. К риволинейной трапецией называет- 

ся плоская фигура Ф, ограниченная снизу сегментом la, 6] оси Ох, свер- 
ху — графиком С непрерывной неотрицательной функции |: la, ] > 
— IR, с боков — отрезками прямых x = aux = В (рис. 18). 

Теорема. Криволинейная трапеция — квадрируемая фигура, а ее 
площадь равна 

b 

Р= | f(x) ах. (1) 

q Пусть П = {x, =a, x, ..., x, = 6} — произвольное разбиение сег- 

мента [а, b] И Е Е [х;, Х1+1], ni€ [X;, X41], i= 0, п — |, такие точки, 

ЧТО 

F(E:) = тах f(x), Гид = min |). 
XE[X X41] XE(*.X¢41] 

Тогда соответствующие интегральные суммы 
п | п | 

5и (р = УР) Ахь Зи (р = У Ах, 

являющиеся верхней и нижней интегральными суммами при разбиении 
П сегмента [а, 6], можно истолковать как площади элементарных фи- 
гур, составленных из прямоугольников, одна из которых описана во- 
круг трапеции, а другая вписана в нее (рис. 19). Поскольку [Е 

ECla, 6], то fe Ria, bl, и поэтому Ve > 03T1: Sn (f) — Sn @ < 
< в, T. е. криволинейная трапеция — квадрируемая фигура. 
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Рассмотрим множество {II} всевозможных разбиений сегмента 
[а, В]. Тогда 

Р = inf {Sn (f)} = = ( fax, 
{II 

P= Sup { (Sn (f)} = = | fax, 

и так как f€R[a, 6], то P = Р = Fro dx, т.е. справедлива фор- 

мула (1). № 
Если криволинейная трапеция лежит под осью Ох, т. е. ограничена 

сверху сегментом [а, 6] оси Ох, снизу — графиком С непрерывной не- 
положительной функции {[: la, 6] — В, с боков — отрезками прямых 
х = аих = Ь, то справедливо равенство 

годах = —P, 

где P — площадь этой трапеции. Поэтому в случае, когда непрерыв- 
b 

ная функция f: la, 6] — К меняет знак на [а, 6], To | f (x) ах равен 
а 

алгебраической сумме площадей криволинейных трапеций, лежащих 
над осью Ох и под ней. 

Отметим также два частных случая применения формулы (1). 
1) Кривая, ограничивающая криволинейную трапецию, задана 

параметрическими уравнениями x= Q(f), у=\ф (1, КЗЕЗЫЦ, 
причем ф (fo) = a, ф (1) = 6. Тогда формула (1) приобретает вид 

ty 

= pio’ 4. (2) 
by 

2) Плоская фигура Ф ограничена снизу графиком непрерывной 
функции f,: la, 6] > В, сверху — графиком непрерывной функции 
fz: la, 6] > В, с боков — отрезками прямых x = au x = b (рис. 20). 
Тогда, очевидно, площадь такой трапеции можно вычислить по 
формуле 

b 

Р= | (A(x) — 1 (de. (3) 

Пример 1. Вычислить площадь круга x? + у? «< г. 
Площадь круга можно получить, вычислив площадь криволинейной трапеции 

e+ у < т, х> 0, уг 0и увеличив последнюю в 4 раза. Применяя формулу (1), 
п. 7.3, Получим 
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B 
BE | 

iF, и 
ГД ХА хх 

Рис. 21 

С помощью замены arcsin — =f находим 
Г 

п. л ! 

2 2 л 
sin 21 \ |-5- 

P = 4/? \ cos? (4 = 273 \ (1 + cos 20) dt = 2? [#-- 5 } = л/?. 
0 0 

Пример 2. Найти площадь кругового сектора. 
Для вычисления площади Р сектора круга х? -| у? < г?, ограниченного луча- 

л e 

MH =, P=, Оф <Q < > (рис. 21), воспользуемся формулой (3). 

Очевидно, 

x, Хз . 

P= [пе хде + | (VR = — x tg gy) de = 
0 x, 

x 

] ____- 
= ИЕ: — 5 te Фр + [УЯ—и4» 

x, 

где х, = 7 COS Qs, Хо = 7 COS Q). 

Параметрические уравнения кривой АВ имеют вид 

Хх = 7 с0$ ф, у=гЯпф, Py GPS Фь, 
причем x убывает при возрастании ф, поэтому 

QP: pt 

\ sin? фаф = > ((Po — D1) — SIM Py COS Po -} Si ф, COS Py). 

Хз 

\ Vr? — хз ах = 

x 1 1 

В итоге получим 
r2 

P = —> (sin $, Cos Ф: — sin @, COS @,) + 

г? r3 
+ > (Ф: — $1) — sin $, cos Pz + sin Gy COs Фи) = > (P2 — $1. 

7.4. Площадь криволинейного сектора. 
Определение. К риволинейным сектором называют 

плоскую фигуру, ограниченную двумя лучами, составляющими с поляр- 

ной осью углы ф = a, ф = В, и непрерывной кривой \, заданной уравне- 

нием р =р (9), PBI, а БВ, 
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Криволинейный 
сектор содержится 
между двумя 
неэлементарными 
фигурами, 
составленными 
из круговых 
секторов 

Рис. 22 

Теорема. Криволинейный сектор — квадрируемая плоская фигура, 
площадь Р которой можно вычислить по формуле 

В 
| 

Р=- | p*(@) de. (1) 
a 

q Пусть П = {Q, =a, Q, ..., Q, =f} — произвольное разбиение 

сегмента [a, В], гг = min 0($), R;= max o(g), ¢=0, п—1. 
9, S9SO +1 $;$Ф$$/--1 

Рассмотрим верхнюю и нижнюю интегральные суммы функции ф +> 
2 ; 

-» 2) ‚ “< 9<f, при этом разбиении: 

п—| п—1 
= p> \ _ 1 &y pp e\ 1 y 2 So) =f ben эры 

Их можно истолковать как площади плоских фигур, составленных из 
круговых секторов, одна из которых описана вокруг криволинейного 
сектора, а другая вписана в него (рис. 22). 

2 

Поскольку функция pre 2) непрерывна на сегменте [, В], 

TO ЕК [о В] и У=>> 0 существует такое разбиение II этого. сег- 

мента, что 
— р? р? 

Su (5) — 51 (5) <&. 
Из квадрируемости двух неэлементарных плоских фигур, состав- 

ленных из круговых секторов, одна из которых описана вокруг крн-. 
волинейного сектора, а другая вписана в него, разность площадей ко- 
торых меньше произвольного >> 0, следует, что криволинейный сек- 
тор имеет площадь (см. следствие из теоремы 1, п. 7.2). 

Из равенств 

inf {Sn ( р. им => о? (ф) dg, 

| 
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2 — 2 

и неравенств Sy (+ <P<Sn(-5-), выполняющихся для всякого 
разбиения П сегмента [a, В], где Р — площадь криволинейного сек- 
тора, следует, что 

x2 
2 2 

Пример. Вычислить площадь плоской фигуры Ф: ©. y) €R?: ис -- = < 

<1, 1х1 <4]. 
x2 y? 

Фигура Ф ограничена эллипсом | 2 -- = = 1, |x| <a| . Из соображений 

симметрии, согласно формуле (1), п. 7.3, имеем 

а — 

p= | Y1— = ae 
а? 

0 

. . ХХ 
После замены переменной arcsin — =? находим 

а 

P = 4ab \ cos? tdt = nab. 

S
e
 

0]
 

9 

7.5. Площадь односвязной области. В заключение рассмотрим важ- 
ный случай, когда плоская фигура Ф ограничена гладкой замкнутой 
кривой ^, заданной параметрическими уравнениями x = x (1, у = 
= и (1), < Ё—< 4, (кривая y называется гладкой, если в каждой точ- 
ке сегмента [4, 4] функции x и у непрерывно дифференцируемы и 
x (jr -и’ (0 =Е0 Vtelt, 41). Вопрос о знаке площади такой 
фигуры Ф связан с геометрическим понятием направления обхода ее 
границы. Предположим, что фигура Ф является замкнутой односвяз- 
ной областью в R?. 

Будем говорить, что граница фигуры Ф обходится в положительном 
направлении, если при ее обходе внутренние точки фигуры остаются 
слева (рис. 23). Противоположное направление обхода называется 
отрицательным. Если фигуре Ф приписано определенное направление 
обхода, то ее называют ориентированной, а ее площадь считается по- 
ложительной, при положительном направлении обхода и отрицатель- 
ной, если направление обхода отрицательное. | 

Предположим, что Ф — ориентированная плоская выпуклая фи- 
гура, ограниченная гладкой простой замкнутой кривой, о которой 
упоминалось выше, пробегаемая против хода часовой стрелки при из- 
менении параметра Ёот & до 41. При нашем предположении всякая 
прямая, параллельная одной из осей координат, пересекает границу 
фигуры не более чем в двух точках. Обозначим через А и В точки на 
кривой, в которых касательные к ееграфику вертикальные (рис. 24). 
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Эти касательные называют опорными прямыми в точках A и В (в лю- 
бой окрестности опорной точки А или точки В все точки кривой 
лежат по одну сторону от соответствующей касательной). 

Искомая площадь Р фигуры Ф равна разности площадей P, и P, 
криволинейных трапеций аАМВЬ и аАМВЬ. Предположим, что по- 
движная точка (х (1), у (1) описывает верхнюю часть у, кривой ВМА 
при изменении Ёот & дот и описывает ее нижнюю у, часть ANB, ког- 
да ¢ изменяется от т до &. Вычислим площадь P, трапеции аАМ ВЬ, 
приняв во внимание, что при возрастании Ёот & до т переменная х 
убывает от В до а: 

т b 

P, = | иьах = — | y (t) x" (t) dt. 
a to 

При возрастании параметра ¢ от т до & переменная x возрастает OT a 
до 6, поэтому площадь P, трапеции аА МВЬ вычисляется по формуле 

b t 

Р; = | y,dx = | их’ (t) dt. 
a т 

Таким образом, 
t ty т 

Р=Р, —Р, = — (ух фи — {ух (t) dt = — \ y (t) x’ (1 dt. 
to т to 

Интегрируя по частям полученный интеграл, можно получить 
еще одну формулу для вычисления площади фигуры Ф: 

ty ty f, 

P=—\yx' Qdt=—x(hyO+) xy Oa =) xy Wat 
to lo lo 

(внеинтегральный член обращается в нуль, так как кривая замкнута 
их (to) = x (8), y (to) = и(&)). Используя формулы, полученные вы- 
ше, находим еще одну формулу для вычисления площади Р фигуры Ф: 

ty 

Р=- | (ху M—y Wx (0) 4. (1) 

Чаще всего используют эту формулу. 
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uh 

Pp == С помощью опорных 
Li ‹ прямых плоская 

—ф игура разбита на три 
eS выпуклые фигуры, 

площади которых 
вычисляются 
по формулам 
пункта 7. 5. 

0 | x Puc. 25 

При параллельном переносе фигуры Ф’без вращения по формулам 
м = х, и = у + а, имеем 

t t, t 

P=—\(y)+a)x' dt =—f yx’ at —a, |x’ Mat = 
to to to 

ty ty 

Г t, Г =—\y)x' (jdt —axQh=—|yOx' Oat, 
to ty 

так Kak x (t,) — x (В) = 0, т. е. площадь фигуры не изменилась. 
Если фигура Ф не выпукла, и с помощью опорных прямых ее мож- 

но разбить на выпуклые части, то к каждой из них применим получен- 
ные выше формулы (рис. 25). Складывая полученные площади, найдем 
искомую площадь Р фигуры, равную сумме интегралов, которая выра- 
зится одним интегралом 

t 

P= ly x’ (t) dt, 
to 

т. е. приходим к той же формуле. 
Отметим, что выражение площади фигуры через интеграл не зависит 

от выбора параметра. Например, если перейти к новому параметру т 
с помощью преобразования т = т (1, то 

х (И =x, у’ (0 = умь 
t т 

| | , = [фу фу (ое, 
to To 

где T) и т, — начальное и конечное значения параметра т, соответству- 
ющие ty H fy. 

Пример. Вычислить площадь фигуры, граница которой задана параметриче- 
скими уравнениями x = 21 —Й, y = 2f2— В. 

Кривая сама себя пересекает в начале координат (x = 0 при {= 0и {= 2; 
у = О при {= и ¢= 2). Для вычисления площади воспользуемся формулой (1} 

2 

р = Jeo yy (Ox = 
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2 
1 А (tt — 409 + 40%) dt = 

0 

7.6. Объем тела. Рассмотрим произвольное тело Т, т. е. ограничен- 
ную замкнутую область в трехмерном пространстве. Через $ обозна- 
чим границу тела. Элементарным телом назовем произвольный много- 
гранник (призма, параллелепипед ит. д.). Под объемом элементарно- 
го тела понимают неотрицательное число У, обладающее свойствами: 

а) монотонность: если T, и Т, — два элементарных тела и 7, цели- 
ком содержится в Т., а Ут, и Vr, соответственно их объемы, то 

Ут, < ИГ,; 
6) аддитивность: если T, и Т. — два элементарных тела без об- 

щих внутренних точек, а Т = T,U Ty, то 

Ут = ИГ, -- Иг,; 
в) инвариантность: если элементарные тела Т, и T, конгруэнт- 

ны, то 
Ут, = Ут, 

Определение 1. Элементарное тело Т называется описанным 
вокруг тела Т, если телу Т и его границе принадлежат все точки те- 
ла Т вместе с его границей. 

Определение 2. Элементарное тело Т называется вписанным 

в тело T, если телу Т и его границе принадлежат все точки тела T 

вместе с его границей. 
Пусть Г — некоторое тело, {Ут} — множество объемов всех опи- 

санных вокруг Т элементарных тел, {Ут} — множество объемов всех 

вписанных в Т элементарных тел. Множество {У} ограничено сни- 

зу нулем, а множество {Ут} ограничено сверху произвольным эле- 

ментом множества {Ут}, поэтому существуют конечные точные грани 

У =inf {Vz}, V = sup {Vz}. 
TDT ~ fcr ~ 

Определение 3. Числа У и У называют соответственноверхним 

и нижним объемами тела Т. 
Определение 4. Если У = У, то тело Т называют кубириуе- 

мыл, аего о5ъэмом У называется общее значение нижнего и верхнего 

объемов. 

Теорема 1. Тело Т кубируемо тогда и только тогда, когда \ & > 

>0 ЭТ, Т такие, что 

Ve — Ут < в. 

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 1, 
п. 7.2, поэтому его опускаем. . 
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Следствие. Если У е > 0 существуют вписанное в тело T неэлемен- 
тарное кубируемое тело T, и описанное вокруг T неэлементарное ку- 
бируемое тело T, такие, что Ут, — Ут а, то тело T киубируемо. 

Пусть $ — поверхность в пространстве [РЗ (см. определение 2, 
п. 16.5, гл. 4). 

Определение 5. Поверхность 5 имеет объем (меру) нуль, 
если ее можно заключить в элементарное тело Т такое, что У; < в, 
где = > 0 — любое, наперед заданное. 

Сформулируем теорему | в эквивалентной форме. 
Теорема 2 (критерий кубируемости). Тело Т киби- 

руемо тогда и только тогда, когда его граница имеет объем нуль. 
Теорема 3. Пусть $ — поверхность в [R®, заданная уравнением 

2 = |(х, и), ee |: р-—Ю, DC Ю?,— непрерывная в замкнутой 
области D функция. Тогда S имеет объем нуль. 

Рассмотрим описанный вокруг D прямоугольник Ф и пусть Р -- 
его площадь. В силу равномерной непрерывности {вр 

Ve>0 36>0:УМ,, MED Ло(М,, М) < 85 

> f (My) — КМ) |<. 

Разобъем теперь прямоугольник Ф на элементарные прямоугольники 

Ф‘? (с помощью прямых, параллельных осям координат) так, чтобы 
расстояние между любой парой точек из каждого такого прямоуголь- 

ника было меньше 6. Тогда колебание функции «7 в каждой из об- 
v ] Е ластей DY = D 4 ©” будет меньше чем =. Таким образом, вся по- 

верхность 5 содержится в многограннике Т, составленном из прямо- 

угольных параллелепипедов с площадями оснований Ре) и высота- 

ми 7 = М, — т, где М, = sup {f (M)}, т; = inf {7 (М)}. Объем 
МЕБ мер 

такого многогранника 

VY ff) Е \\ 2 

Следствие. Если граница тела Т состоит из поверхностей $5,, | = 
= 1, 2, 3, заданных соответственно уравнениями г = f, (x, и), y= 
= f, (2, x), x = fs (9, 2), где р: Dj) Ю, DjC К", j = |, 2, 3,— непре- 
рывные в замкнутых областях О, функции, mo тело Т кубируемо. 

Можно показать, как и в случае площадей плоских фигур, что 
введенное понятие объема тела Т обладает свойствами монотонности, 
аддитивности и инвариантности. Доказать это предлагаем самостоя- 
тельно. Отметим также, что общая часть двух кубируемых тел 7, и Ty, 
является кубируемым телом. 

7.7. Объем цилиндра. 
Определение. Прямым цилиндром называется тело, 

ограниченное цилиндрической поверхностью, образующие которой 
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параллельны некоторой фиксированной прямой, и двумя плоскостями, 
перпендикулярными к этой прямой. 

При этом цилиндрическая поверхность вырезает из этих плоскос- 
тей плоские фигуры, называемые основаниями цилиндра, а расстояние 
Н между основаниями цилиндра называется его высотой. 

Теорема. Прямой цилиндр высоты Н, основанием которого служит 
квадрируемая плоская фигура Ф, является кубируемым телом, а его 
объем равен произведению площади основания на высоту: 

У=РН. 

< Из квадрируемости фигуры Ф следует, что We>0 3ФЭ ФЛ 

Л ЗФеф:Р, —Ро< и ‚ где Ф — описанная вокруг Ф, аФ — впи- 

санная в Ф элементарные фигуры (многоугольники). Построенная на 

многоугольнике Ф прямая призма Т высоты Н описана вокруг цилинд- 
ра, а прямая призма Т высоты Н, построенная на многоугольнике Ф, 

вписана в него. Так как 

то, согласно критерию кубируемости, рассматриваемый цилиндр яв- 
ляется кубируемым телом. А из неравенств 

РеН<РН=РН 

следует, что У = РА. > 
7.8. Объем тела вращения. 
Определение. Пусть |: [а, 6] > Ри ЕС la, В]. Тело T, образо- 

ванное вращением вокруг оси Ох криволинейной трапеции Ф, ограни- 
ченной графиком G функции |, отрезками прямых х = aux = Биот- 
резком la, 6] оси Ох, называется телом вращения. 

Теорема. Гело вращения Т кубируемо и его объем можно вычислить 
по формиле 

b 

=n\P (x) dx. (1) 

q Пусть П = {x, =a, x,, ..., x, = 6} — произвольное разбиение сег- 

мента [а, 6], т = min f(x), М; = max f(x) t=0,n—1, 
хЕ[х(,х1--1] ХЕХ 1. Х1--1] 

Ф; — прямоугольник с высотой т;, построенный на сегменте |[х,, 

х-!|, ©; — прямоугольник с высотой M,, построенный на TOM же 
сегменте. Объединение всех прямоугольников Ф; есть ступенчатая 

плоская фигура Ф, вписанная в трапецию Ф, а объединение всех пря- 

моугольников Ф; является плоской фигурой Ф, описанной вокруг Ф. 

При вращении трапеции Ф и фигур ©, Ф получим тело Т и два сту- 

пенчатых тела Ти Т, причем Тс Тс Т. Тела Т и Т составлены 
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из прямых круговых цилиндров, радиусы оснований которых соотьет- 
ственно равны т; и M,, a их высоты равны Ах,;. Таким образом, 

тела Ти Т кубируемы, а их объемы 

п | п 

Ут=л У тАх, Ve= лу MiAx;. 
= i=0 =0 

Эти объемы можно истолковать как нижнюю и верхнюю интеграль- 

ные суммы для непрерывной функции |: хньлр (х), ax<x<ob. 

В силу ee интегрируемости У=>0 ЗУ: ЛЗУ;: У; — Уг<:. Таким 
образом, тело Т кубируемо. Поскольку 

inf (Vz) = | nfdx =V, 
TDT 

sup {Vr} = | пах =У, 
тет ~ = 

b 

| nftdx = | nftdx =n | Ра, V=V=V, 

TO 
b 

Vaen\ P(x 4х. 

7.9. Объем тела с известными площадями поперечных сечений. 
Рассмотрим тело 7, содержащееся между плоскостями х = QU X= 6. 
Предположим, что всякое сечение Ф (х) тела Т плоскостью, перпенди- 
кулярной к оси Ох в точке хЕ [а, 6], есть квадрируемая плоская фи- 
гура, площадь которой P (x) известна. 

Теорема. Если тело Т кубируемо, а функция P: xr Р (х), а< 
< x < Ь, интегрируема на [а, 6], то объем У тела Т можно вычислить 
no формуле 

b 

и = | P(x) ах. (1) 

Пусть 7,, 7,— два тела, составленные из параллелепипедов и 
такие, что Т CT CT,. Через точки произвольного разбиения П = 

= {X, =a, X,, ..., X, = 6} проведем плоскости x=x;, [=0, п, и 
разобъем таким образом тела Т, Т, и T, на слои. Рассмотрим 1-й 
слой, содержащийся между плоскостями X =X; и X=Xi41, (= 
= 0, п— 1. Любое ортогональное сечение этого слоя х=Ё, &Е 
€(x;, X41], вырезает из тел Т, T,, Г. соответственно плоские фигуры 
Ф, Ф,, Ф,, причем OD, < ФсфФ,, в силу чего и для площадей этих 
фигур справедливы неравенства Po, (&) <Р (&) < Po, (Е). Умножая 
все части этих неравенств на Ах; и суммируя, получим 

п | n—l п] 

У, Po, (Е) Ах, < У P (Е) Ах, <» Ре, (Е) Ах. (2) 
1—0) 
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Поскольку функции Po; j = 1,2 кусочно-непрерывны Ha [a, 6], то 
п] 

Ре ЕК[а, 6]. Суммы у Po, (Е) Ах, {= 1, 2, можно истолковать как 
i=0 

объемы тел, составленных из прямых параллелепипедов с площадями 
п—| 

v ~ 
оснований Po, (ЕЁ) и высотами, равными Ax, каждая; сумму У, P(E) xX 

i=0 

х Ах; в общем случае можно истолковать как объем тела, состав- 
ленного из прямых цилиндров с площадями оснований P (8,) и высо- 
тами, равными Ax,. Переходя в неравенствах (2) к пределу при 
а (Il) — 0, получим неравенства 

b b b 

| Po, (x)dx<\ P(x) dx< | Po, (x) а (3) 
a b р а 

Покажем, что Vr, = | Po (х) dx, |= 1,2. Пусть MY = sup (Po, х 

| a хе [х1, X41] 
x (x)}, п’ = Ш {Po,(x)}. Тогда параллелепипед с площадью 

Хех. 1 | 

основания М! и высотой, равной Ax,, содержит в себе i-f слой Te- 

ла T;, а параллелепипед с площадью основания т и высотой, paB- 
ной Ах,, содержится в этом слое. Из входящих параллелепипедов 
составится тело Т,, а из выходящих — тело 7;, причем их объемы 

7 п} п | 

соответственно равны >, т Ах и У, MiPAx; Из условия Po, € 
(= {=1 

€ Ria, 6] следует, что 
п | ; _ b 

inf № мах, = = | Po (xa 
n—| 

sup y mi! bx) = Vr =) Po, (x) d 
TT, ‘=0 

b 

Ут = | Po (хх, j= 1,2. 

Поскольку тело Т кубируемо, To Уё>0 ЭТ, Л ЭТ. : Ут, — 
— Vr<_e. Тогда из неравенств (3) следует формула (1). > 

В качестве примеров применения формулы (1) вычислим объемы 
шара х?-- у?- г*=< r*, прямого кругового конуса, радиус основания 
которого г и высота A, а также объем шарового сектора. 

1) Из теоремы пункта 7.8 следует, что шар — кубируемое тело 
(его можно получить, вращая полукруг вокруг диаметра). В сечении 
шара плоскостью, перпендикулярной к оси Ох, получим круг у” + 
+ г? < г? — x*, площадь которого P (x) = 1 ("2— х?). Применив фор- 

мулу (1), получим .. 

У =л | (r? — x”) ах =2л | (7? — х?) dx = 
—)/ 0 
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. р _ 

ГИ [А А x. 

Рис. 26 Puc. 27 

= 2n x 
3 r 4 

x rx— =) = — ЛЗ, 
( 3} Io 3 

2) Рассмотрим осевое сечение прямого кругового конуса (рис. 26). 
На расстоянии х от вершины конуса В восстановим перпендикуляр 
до пересечения с образующей конуса. Тогда 

4.1% y=r(l— +). 

B ортогональном к высоте конуса сечении на расстоянии X от его вер- 

шины получим круг радиуса у, площадь которого Р (x) = ar’ (1 — 

_ +): Согласно формуле (1), имеем 

h 

x \2 rur*h x \8 0 mur?h 

h 3 

3) Шаровой сектор получим, вращая сектор ОДВ круга х* + у? < 
< !* вокруг оси Ох (рис. 27). Пусть высота шарового сегмента (длина 
отрезка СА) равна А. Объем шарового сектора равен сумме объемов 

прямого кругового конуса с радиусом основания г, = V 2rh — #? ивы- 
сотой h, = г — А итела Т, полученного в результате вращения вокруг 
оси Ох плоской фигуры ВСА. На основании решения предыдущего 
примера находим объем конуса: 

й (27 — 1) (7 — и. _ (27 5 ) (7 ) 

По формуле (1) имеем 
Г 

148 2 2 x Ут=л \ (r — 2) dx = a(r x— | 
r—h 

Складывая полученные результаты, находим объем шарового сектора: 

И=И, + Иг = = ли. 

7 

==" (^—з). 
r—h 
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7.10. Общая схема применения определенного интеграла. Боль- 
шинство приложений определенного интеграла производятся по одной 
и той же схеме, характерные черты которой рассмотрим ниже. 

Определение 1. Если сегменту (a, В], содержащемуся в фиксирован- 
ном сегменте [а, 6], поставлено в соответствие значение некоторой 
физической или геометрической величины P, то Р называют функ- 
цией сегмента (с, В] и обозначают P ([a, В]). 

Например, если {: b] > Ю, [Е Cla, Ы, [> 0, то с каждым 
сегментом [a, В] < [а, A связываем величину Р (a, В]) площади кри- 
волинейной трапеции, ограниченной сверху икон функции f, 
отрезками прямых x = аих = bc боков и отрезком оси Ох от точки 
‚а до точки 6, или объем V ([a, В]) тела, образованного вращением этой 
трапеции вокруг оси Ох. 

Если на сегменте [а, 6] непрерывно распределена масса m, то ee 
количество m ([a, В]) на сегменте [a, В] есть функция этого сегмента. 

Определение 2. Функция Р называется аддитивной, если 
при а < у < В выполняется равенство 

Все приведенные выше в качестве примеров функции промежут- 
ков аддитивны. 

Пусть задана аддитивная функция Р (la, В]), la, В] < la, 6], ана 
сегменте [a, 6] определена непрерывная Syncing р, связанная с функ- 
цией Р равенством 

P ([х, x + Ах]) = p(x Ах + о ([х, x + Ах), (1) 

где о — такая функция промежутка, что lim р, ms Ax) 0. 
Ах-0 

Следующая теорема устанавливает связь между функцией проме- 
жутка и функцией точки. и лежит в основе практических применений 
определенного интеграла. 

Теорема. Если функция р:[а, В] > р, РрЕСЦа, b], связанная 
с функцией промежутка P (la, В] равенством (1), существует, то 
значение P (la, 6]) вычисляется по формуле 

b 

P ({a, 61) = | p(x) ах. (2) 

<q Произведя разбиение Ц = (x)= a, x, ..., X, = 6} сегмента [а, 6] 
и пользуясь аддитивностью функции P, а также равенством (1), по- 
лучим 

п n—| 

P ([a, 6]) = p> P ([(x;, жи) = x р (x,;) Ax, + у р ([хрь Хи, 
([хр x 

где Е м, О при Ах, —0. 

Поскольку рЕС[а, 6], то рЕР [а, ‘I поэтому 

п] 

lim dp (x) Ax, = род (3) 
а(П)-0 ¢ =0 
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; [(x;, x, 
“Так как lim © ( “= it) 

Ax +0 xj 

разбиения П такого, что а(П)<6, выполняются неравенства 
eAx . 

|р (x, ж-ь]) |< ze, #=0, п—1. Фиксируя такое разбиение I], 

получим оценку 

n—!) 

»» р ([хь %41])|<>~— = -3 Ax; = ва = 6, 
— а 

=0, то У=>0: 36>0: для всякого 

п | 

из которой следует, что. lim. Ур ([х,, хи) = 0. Принимая во вни- 
_ 4а(П)-0 i=0 | | 

мание последнее соотношение, а также‘ соотношение (3), получаем: 

формулу (2). > 
Таким образом, общая схема применения определенного интегра- 

ла состоит в следующем: если при Ах -+ 0 с точностью до бесконечно 
малой более высокого порядка, чем Ах, удалось установить прибли- 
женное равенство P ([х, x + Ах]) = р (x) Ах, то интересующее нас 
значение Р ([а, 6]) вычисляется по формуле (2). 

Обозначив F (x) = P ([х, х]) и приняв во внимание равенство: 
Е (x9) = 0 и равенство (1), получим 

Е (х) Е (хо) — р (хо) + 2 ([хо, x]) , (4): 

X— Xo X— Xp 

lim Я-А — р (Xo) = РЁ’ (хо). 
X+Xq X— № 

, P ([Xo, х|) Следовательно, соотношение lim т р (Хх) между функ- 
х- хо 20 

цией промежутка Р и функцией р является операцией дифференци- 
рования в точке Xo. Подытоживая полученные результаты, приходим 
к выводу, что переход от функции точки р к функции сегмента P про- 
изводится с помощью операции интегрирования по формуле (2), а об- 
ратный переход от функции сегмента к функции точки осущеетвляет- 
ся с помощью операции дифференцирования по формуле (4). Здесь. 
в общей форме выступает взаимно-обратный характер операций’ 
дифференцирования и интегрирования. Если какое-то явление в точ- 
Ke х Е Ja, bf характеризуется некоторой функцией f : la, 6] > Ю, To 
эта характеристика носит локальный характер, в TO время как харак- 
теристика явления с помощью функции сегмента носит глобальный. 
характер. 

Таким образом, задачу практического применения интеграла Ри- 
мана можно ‘сформулировать как задачу установления, СВОЙСТВ различ- 
ных. явлений в целом, используя его локальные свойства, а задачей: 
дифференцирования можно считать установление локальной харак- 
теристики явления на основании его глобальных свойств. — 

7.11. Задачи на вычисление статических моментов инерции, коор- 
динат центра тяжести кривых, плоских фигур и тел. 

Определение. Статическим моментом My, системы ма- 
териальных точек {M,;} относительно некоторой прямой Y и 
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лежащих в одной плоскости с y называется величина My = У ти, 
[==] 

п 

где т, |=1, п, — массы точек Му. Величина 1, = у, mY’, где 
j=l 

у; — расстояния со знаком от точек М} до прямой y, называется мо - 
ментом инерции этой системы относительно прямой %. 

Выражение «расстояния со знаком ...» означает, что расстояния 
у; точек, лежащих по разные стороны прямой , берутся с противопо- 
ложными знаками. 

Исходя из данного определения, получим формулы для вычисле- 
ния статических моментов и моментов инерции весомой плоской кри- 
вой, а также плоской фигуры при сплошном распределении масс. 

Пусть АВ — кривая, параметрические уравнения которой x = 
=x(l)y=y(), OS I< L, где Г — длина кривой, отсчитываемая 
от точки А. Предположим, что плотность и вещества кривой АВ яв- 
ляется непрерывной функцией на сегменте [0, [.] 

Пусть П= {М =А, M,, ..., M, = В} — произвольное разбие- 

ние кривой АВ на кривые M;M;41, i=0, п— 1, причем длина кри- 
вой M,;M,4, равна Al, = lj4,—1,. Если p, =p (x (1), и (1,)) — плот- 
ность вещества кривой в точке M,, а Ат; — масса кривой М; М.и, 

то p, = т щие. Следовательно, Ат; = ц; АД + а (Al;) АЦ, где 
М:--1-М, f 

а— 0 при Al,—0. 
Считая кривую M,Mj4,; материальной точкой, масса которой 

Ат;, находящейся на расстоянии и (1) от оси Ox и на расстоянии x (1,) 
от оси Оу, с точностью до бесконечно малых более высокого порядка, 
чем АГ; при Al,— 0, получим значения статических моментов этой 
кривой dM, и dM, относительно координатных осей: 

dM, = у (1) Ай, аМ, = px (1) Al,. 

Применив формулу (2), п. 7.10, получим статические моменты М, и 
М, кривой АВ относительно координатных осей: 

L 

М, = \n(x(), yd) y dl, 
(1) 

L 

М, = (в(х (0, y()) ха 
0 

Если кривая АВ однородна и up (x (1, y (1) = 1, то соответствующие 
статические моменты М, и М, называют геометрическими. В этом 
случае имеем 

L L 

М, = у, М, = (ха. (2) 
0 0 
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Массу т весомой кривой АВ можем вычислить по формуле 
L 

= в (0, у) а, (3) 
0 

если и — непрерывная или кусочно-непрерывная функция. 
Если кривая однородна и и == |, то численные значения ее массы 

и длины совпадают, т. е. т = [. 
Для моментов инерции 7, и Г, путем рассуждений, аналогичных 

проведенным выше, получаем формулы 

L 

= {и (х (0, yO) yal, 
у (4) 

= fue), ухом 
0 

Формулы для вычисления геометрических моментов инерции имеют 
ВИД 

L L 

= рифа, t,=J x (hdl. (5) 
|, 0 

В механике часто приходится вычислять координаты центра тя- 
жести кривой, плоской фигуры или тела. Остановимся на вопросе 
вычисления координат центра тяжести плоской кривой АВ. Напом- 
ним, что если в точке С (8, 1) (центре тяжести кривой АВ) сосредото- 
чить всю массу т кривой АВ, то статические моменты этой массы от- 
носительно осей координат совпадают с соответствующими статиче- 
скими моментами кривой АВ. Таким образом, 

тЕ= М, myn= M,, y? 

откуда 

ы (х (0, у) у dl, (6) 

где т вычисляется по формуле (3). Если кривая однородна и и = 1, 
то 

L L 

= | хр, n=—S yal. (7) 
0 0 

Отметим случай, когда кривая AB однородна и симметрична от- 
носительно некоторой прямой. Тогда центр тяжести кривой лежит 
на этой прямой. 

Для доказательства этого утверждения достаточно указанную 
прямую выбрать в качестве оси Оу, а начало отсчета длин кривых 
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Yh _ 
a - При вычислении 

статического момента 
> однородной кривой dl 

—_ ее рассматривают 
Г] Poy как материальную 

2 точку, масса 
которой численно 

= равна ее длине. 

Рис. 28 

вести от точки пересечения этой прямой с кривой. Тогда функция 
x=x(l), —0,5Ё <1=<0,5Ё является нечетной, в силу чего М, = 

0,5Ё 

= | xdl=0, §=0. 
—O5L 
Если кривая АВ задана в явном виде, или параметрически, или, 

в частности, задана в полярной системе координат (последний случай 
равносилен заданию кривой параметрическими уравнениями xXx = 

=p ($) cos Ф, у =р ($) sing, аз P< Bf), то в формулах (1) — (7) 
следует произвести замену переменной. Например, если в качестве 
параметра взять переменную х, т. е. задать кривую АВ в виде {x = 

| 
=x, y=f (x), axx<b, {ЕСТ la, 9}, то формулы (1) примут 
ВИД 

М; = № (x, F(x) F(x)V 1 + Е (x)? dx, 

b 

M, = \u (x, f(x))xV1 + ff (x)? ах. 

В качестве примера вычислим статический момент параболы y = 

= { = 2px, Ох -5- , po о относительно прямой Xx = > 

(рис. 28). 
Пусть x — абсцисса точки М (x, у), лежащей на кривой М; М, 

длина которой dl. Тогда с точностью до бесконечно малой более высо- 
кого порядка, чем dx, при dx — 0 имеем 

dM p =($—x)d=(+— x\V1 + и" (ae ах. 

Применив общую схему, о которой говорилось выше, и приняв BO 
внимание симметрию кривой относительно оси Ох, получим 

р р 
2 | 2 

mM, =2\(£—x)V14+ = | (p — (V 2x)*) x 
2 0 0 
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Ур 

хУр- (25) dV 2x) = | 0-м Vp Fede = 
0 

=(2VoFa(2 — ty) + pint Vp+ 2) 

= (УЗ+5ша+И2)). 

Ур _ 
‚ = 

Перейдем к вопросу о вычислении статических моментов и цент- 
ра тяжести плоской фигуры Ф — криволинейной трапеции, ограничен- 
ной графиком С непрерывной функции f: la, 68] > Ю, f > 0, отрез- 
ками прямых x = a, x = фи отрезком [а, В] оси Ох. Предположим, 
что трапеция Ф однородна, т. е. поверхностная плотность и вещества 
фигуры постоянная и равна |. Тогда масса любой части трапеции из- 
меняется площадью этой части. Чтобы получить формулы для вычис- 
ления статических моментов фигуры Ф относительно осей координат, 
выделим элемент этой фигуры — вертикальную полоску, ширина ко- 
торой Ax (рис. 29). Считая эту полоску прямоугольником, видим, что 
ее масса приближенно равна } (x) Ax. Предположив, что масса сосредо- 

Ax a | . 
50° 9)? для ста 

тических моментов пластинки dM, и dM, получим приближенные 
значения 

точена в центре прямоугольника — точке (x + 

dM, = —P (x) Ax, dM, = f (x) Ax (x +f )=af (x) Ax. 

На основании общей схемы применения интеграла сразу можем напи- 
сать формулы для вычисления статических моментов фигуры относи- 
тельно осей координат: 

b b 

Р (x) dx, M, = | xf (x) dx. (8) 
. 0 

| 

М, = = 
а 

Для наиболее общего случая, когда фигура Ф находится по одну 

471



сторону оси Ох, формулы (8) имеют вид 

M, = = 80/9 | Pp (x) dx 
b 

М, = sgn f (x) | Xf (x) ах 

(9) 

С помощью статических моментов, по аналогии с рассмотренным слу- 
чаем кривой АВ, можем написать формулы для вычисления координат 
центра тяжести С (&, 1) однородной плоской фигуры Ф: 

р = SP I ap (nya, 
(10) 

n= oh = sen Ls { Ped 

где Р — площадь трапеции Ф. 
Предположим теперь, что ось Ох не пересекает фигуру Ф. Умно- 

Kan левую и правую части равенства |1 | Р = | М, | на 2л, получим 
теорему Гульдина: объем тела, образованного вращением плоской од- 
нородной фигуры Ф вокруг не пересекающей ее прямой, расположенной 
в плоскости фигуры, равен произведению площади Р этой фигуры на 
длину окружности, описываемой центром тяжести этой фигуры. 

Отметим, что в случае, когда однородная плоская фигура имеет 
ось симметрии, то центр тяжести фигуры лежит на этой прямой. 

Выведем формулы для вычисления моментов инерции /, и /, плос- 
кой однородной фигуры. Как ив случае вывода формул для вычисле- 
ния статических моментов криволинейной трапеции, выделим ее эле- 
мент — вертикальную полоску, ширина которой Ах (рис. 30). 

Возьмем произвольную точку х, принадлежащую основанию по- 
лоски, и разделим отрезок [0, } (x)] на п частей точками и, = 0< и < 

<... «и, =f (x). Отрезки прямых у = y,, i = 1, п, разделяют по- 
лоску на элементарные части — прямоугольники и, возможно, на 
несколько криволинейных четырехугольников. Масса элементарного 
прямоугольника численно равна его площади, т. е. Ат; = АхАц,, а 
его моменты инерции 

2 rf dI') = AxyjAy,, dl) = AxAy,x?. 

Суммируя по всем i, получим приближенные значения моментов инер- 
ции 4/, и d/, выделенной полоски: 

п—| п—| 

dl, = Ах У, Ау, dl, = ФАх у Ay, = x?f (x) Ax. 
{—=0 

Совершив предельный переход в выражении для 4/, при Ay, — 0, по- 
лучим 

f(x) 

dl, = Ax | у?ау = Lt) Ax. 
6 
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На основании общей схемы применения интеграла можем сразу напи- 
сать формулы для вычисления моментов инерции трапеции относитель- 
но осей координат: 

6 h 

3 — fe(xydx, 1 = | x°f (x) dx. (11) 
a 

== 
a 

Рассмотрен случай, когда трапеция лежит выше оси Ох. В общем 
случае, когда криволинейная трапеция Ф лежит по одну сторону оси 
Ох, формулы (11) имеют вид 

b b 

=| Ра ах, 1, = | ах. (12) 
а а 

Обращаем внимание на существенно различный подход к задачам 
о вычислении статических моментов и моментов инерции плоской фи- 
гуры. В случае вычисления величины /, с помощью схемы, применяе- 
мой для вычисления M,, получается ошибочный результат. 

7.12. Работа сил векторного поля. Пусть A,B, — часть гладкой пло- 
ской кривой y, параметрические уравнения которой x = x (1, y = 
= 1 (1), 4 < 1 —< Ц, где { — длина кривой, отсчитываемая от некото- 
рой точки на кривой У, причем А. = (х (Jo), у (Io), B= (x (1,), у (1). 

Если в каждой точке М (x (1, y (1) кривой A,B, задан вектор F (М), 
то скажем, что на A,B, задано векторное поле. Предположим, что поле 
непрерывно, т.е. РЕС Ц, 1]. Если F имеет физический смысл силы, 
то скажем, что Ha A,B, задано силовое поле F. Поставим себе задачей 
вычислить работу А силы Р, приложенной к материальной точке М 
на пуги по кривой A,B, из точки A, в точку В.. 

Если сила Ё постоянна в каждой точке М кривой A,B, и образу- 
ет с направлением перемещения т (единичным касательным вектором т 
к кривой в точке М) постоянный угол a, то в этом случае 

A=|F|cos @ (Ц — 4). 

Как правило, и сила F(M) и угол a(M) являются функциями 
точки М. Для вычисления работы А в общем случае разобъем кри- 

Bylo A,B, на элементарные кривые M;M,4,, Е=0, п— 1, М =A, 
M, = 8, и будем считать силу F постоянной в каждой точке на 
этой кривой, равной F(M;), а работу dA_m.m,,, равной выражению 
(F(M;), t(M,))dl;, где (F, т) — скалярное произведение векторов F 
ит (рис. 31), dl; — длина кривой M,M,,,. На основании общей 
схемы применения интеграла для вычисления всей искомой работы 
А получим формулу 

l, . 

A= | (F(x), 90), т(х (0, 90а (1) 
Г, 

Пример 1. Какую работу необходимо затратить, чтобы тело массы т поднять 
с поверхности Земли, радиус которой г, на высоту А? Чему равна работа, если тело 
удаляется на бесконечность? 

На тело массы т действует сила притяжения Земли F, обратно пропорцио- 
нальная квадрату расстояния тела от центра Земли и направлена к центру Земли 
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Рис. 33 

__ `6е (ЛУ, Oi). 

(r+ x)? 
Cc 

на поверхности Земли (x = 0) сила F равна весу mg, |F| = mg = —> › откуда с == 
| r 

O,:F (рис. 32). Здесь с — постоянная, определяемая из условия, что 

= mgr*, г — радиус..Земли, е (М, O,) — единичный вектор, направленный из точки 
№ к центру Земли О.. | 

‚ Элементарная ‚работа центральной силы определяется по формуле dA = F,dx, 
где Fy — проекция силы F на направление Ox, dx — элементарное перемещение. 
Для выражения полной работы А, согласно формуле (1), имеем 

h 
dx 1 | mgrh 

А = — тог? = mgr ——| = — . 
3 | pe 8 TEE | У 

0 

Знак «—» обусловлен тем, что проекция силы F на направление Ox отрицательна 
| | mgrh 

(a = л). Искомая работа равна | А] = ae Переходя к пределу при h > -|- 00, 
Г 

находим A, = — трг, | A,, | = mgr. 
Пример 2. Какую работу нужно затратить, чтобы растянуть упругую пружину 

на 0,1 м, если сила в | Н растягивает эту пружину на 0,01 м? 
Реакция Е упругой пружины, один конец которой закреплен, выражается, 

согласно закону Гука, формулой F = cx, где с — коэффициент жесткости пружины, 
х — деформация (рис. 33). Поскольку для деформации пружины на 0,01 м требуется 
приложить силу в 1 Н, постоянную с находим из условия 

1 
IH =c- 0,01 м, c= —— Н/м = 100 Нм. 

0,01 

Элементарная работа упругой силы (реакции пружины) приближенно (с точ- 
ностью до бесконечно малой более высокого порядка, чем dx) определяется выраже- 
нием 

А ([х, x + dx]) = — схах, 

где dx — элементарное перемещение, направленное в сторону, противоположную 
силе F. Полную работу найдем, проинтегрировав в пределах [0; 0,1] полученное 
выражение: 

0, x2 |0 
А=—с хах = — 100 —— = — 50. 0,01 = — 0,5 Дж. 

0 
0 

Таким образом, работа упругой силы отрицательна. Искомая работа равна | A | = 
= 0,5 Дж. 
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$ 8 ИНТЕГРАЛ СТИЛТЬЕСА 

В 1894 г. голландский математик Стилтьес при исследовании не- 
прерывных дробей ввел новый интеграл, который в математике назы- 
вают его именем. Интеграл Стилтьеса является обобщением интеграла 
Римана и широко применяется при рассмотрении многих важных BO- 
просов теории и практики. 

8.1. Верхний и нижний интегралы Стилтьеса. Критерий интегри- 
руемости. =| _ 

Пусть _{: 9 — Ю, 9 = la, 6],— ограниченная на сегменте Я функ- 

ция, a: 9 — Р — возрастающая или неубывающая на этом сегменте 
функция, П = (ж=а, №, ..., X_ = 0} — произвольное разбиение 

сегмента 9. Образуем верхнюю и нижнюю интегральные суммы 
n—| n—!l 

п (р, @) = x M,Aa,, Sy (7, a) = dm Acty, 

где М; = sup {f(x)}, m,;= inf {f(x}, Aa, =a (x41) —a (x). 
ХЕХ Xp 4] rE [x X43) 

Введем в рассмотрение числа 
т = inf (Sn (f, @)}, [о = sup {Sn (f, &)}, [т М 

где точные грани берутся по всем возможным разбиениям сегмента 

Я и называются соответственно верхним и нижним интегралами. 

Определение. Ecau\fda = | Ча, то общее значение верхнего и ниж- 

него интегралов назовем интегралом Стилтьеса фиунк- 

ции | относительно функции a (или по функции a) на сегменте J 
и обозначим его 

b 

ох da (x). 

Множество всех функций f, интегрируемых по Стилтьесу OTHO- 
сительно функции @ на сегменте [а, 6], обозначим символом [Е 
Е $ (а) [а, 5). 

Из данного определения следует, что при @ (x) = x, хЕЯ, ин- 
теграл Стилтьеса совпадает с интегралом Римана функции | на сег- 
менте [а, 6]. Следовательно, интеграл Римана — частный случай ин- 
теграла Стилтьеса. 

Заметим, что в общем случае функция & может быть разрывной 

на 9. 
Функция © называется интегрирующей функцией. В дальнейшем 

класс интегрирующих функций © не будет ограничиваться лишь воз- 
растающими функциями. Несколько позже введем понятие интеграла 
Стилтьеса по функциа ограниченной вариации, а пока предполагаем, 

что интегрирующая функция & возрастает на J. 
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Лемма !. Если П; — продолжение разбиения П сегмента J, 

то Зи (р, @) < 5ц (f, а), Sy (К, а) < 5п (ра 
{ Доказательство совпадает с доказательством леммы |, п. 1.1, где 
вместо Ax, следует взять Ао. > 

Лемма 2. Справедливо неравенство \ [4% < | fda. 

| Доказательство полностью совпадает с доказательством леммы 2, 

п. 1.1. p> 
Теорема (критерий интегрируемости). Для того 

чтобы f € $ (a) la, 6], необходимо. и достаточно, чтобы VW & > 0 
ЭП такое, что 

Sn(f, а) — $п (р, @) <e. (1) 

<q Доказательство повторяет все рассуждения, проводившиеся при 
доказательстве теоремы пункта 1.1. > 

п 

Неравенством (1) полезно пользоваться в форме У w,Aa; < г, 

где wo, — колебание функции f на сегменте [X,, +1]. 
8.2. Интеграл Стилтьеса как предел интегральной суммы. Пусть 

П — какое-нибудь разбиение сегмента J и 4(П) = max Ax,. В каж- 
0<ign—! 

дом сегменте [х;, %:41] возьмем произвольную точку &, Е=0, п— 1, 
и образуем сумму 

п 

Sa(f, ©) = У ГЕО Аа 

которую назовем интегральной суммой Стилтьеса. 
Положим, по определению, wt, эп (№ “) = [, если Уг> 036 > 

>0:УПЛа( < 65151. 9 —/|<e. 
Теорема. Если при а(П) — ОЗ Ит $п (1, «), то [РЕЗ (а) а, 6] 

и 
b 

lim Зи (f, @) = | f (x) doo(x). 
а(П)-0 

Доказательство совпадает с доказательством теоремы пункта 1.2. > 
8.3. Основные свойства интеграла Стилтьеса. 

Теорема 1. Если: 1) fES(a)[a, 68|], ЕЕ5 (а) [а, 6], mo (f+ 
+ g)ES (a) (a, b], cf € S (a) [a, Oh unpu smom 

f+ ance) aa (x) = Гоа + fe (x) da (x), 

| cf (x)da(x)=c ve da (x), с = const; 
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2) у g ES (a) [а, Oh Ma) Sa) Vxed, mo 

fiw do. (x) < <Jew dos (2); 
3) FES (<) [а, В] и ecaua<c<b, то fES(a)[a, cl, FES (а) [с, 

bj], и при этом 

[2 в b 

J F(x) Чак) + | Род аа (ху = | f (x) da (х); 

4) FES (а) [а, a и если |f(x)|<M УхЕЯ, mo 

x) da (х) | < М (a (6) — а (а); 

5) FES (1) [а, b| u FES (a@,) [а, Ь], то FES (a, + a.) [а, b] u 

b b bh 

(се) (ety (x2) + oy (x) = | (о аа, (x) + (Ро deg (x 

6) FES (<) [а, 6] и с — положительное число, то [Е $ (са) [а, 6] и 

b b 

} F(x) d (ca. (x)) = с J f(x) dor (x). 

{ Доказательство ничем не отличается от доказательства COOTBET- 
ствующих свойств интеграла Римана. При этом удобнее всего пользо- 
ваться определением интеграла Стилтьеса как предела интегральных 
сумм. № 

Следует отметить, что в случае интеграла Римана справедливо и 
обратное свойству 3) утверждение: если fER[a, c] и [ЕВ[с, 6], 
то fER{a, 6]. Для интеграла Стилтьеса из существования 

b с 

| f (x) da (x) и \f (x) da (x), вообще говоря, не следует существова- 
b Cc 

HHe | f (x) da (x). 

Пусть, например, 

0, ели — 1 <х< 0, 0, если — 1<х<0, 

Г(х) = af |, если O<x<l; a (x) = | если О<х<. 
Имеем 

0 1 

| F(x) аа (х) = 0, § f(x) аа (х) = 0, 
—1 0 

так как соответствующие этим интегралам Суммы Стилтьеса равны 

1 

нулю. Вместе с тем, | f (x) da (x) не существует. 
1 
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Действительно, рассмотрим разбиение П сегмента [— 1, 1], в KO- 
торое не входит точка x = 0. Пусть ОЕ]х», xeqil, тогда Sn (f, a) = 
= | (Е,) VEE [Хь, Жен так как Аа; = 0, если tsk, Aa, = 1. Если 
Е, < 0, то [Ё(Е,) = 0, эп (К, a) =0, an jal а) = 0. Если ЕЁ >0, 

то f (&) =1, эп (р, a) =1, im On (; а) = 1. Результат зависит от 

способа разбиения сегмента. Tt, 1] и выбора точек Ё, следовате- 
JIbHO, 

Теорема 2. Пусть fES(a)[a, 68|, AX<f(x)<B, ФЕСИ[А, В] и 
Zg=Qoef:[a, 6] — КЮ. Тогда 86 5$ (а) [а, 6]. 

Доказательство теоремы предлагаем провести читателю самостоя- 
тельно. 

Теорема 3. Если [65 (@) [а, 6] и 865$ (а) (а, 6], то: 

1) fg ES (@) [@, 5); 

2) Fle S(a)la, Ы и | | 1(«) аа (х)| < Г LF (x) | аа (x). 

‚ Доказательство теоремы предлагаем провести читателю в качест- 
ве упражнения. При доказательстве использовать теорему 2. 

8.4. Классы функций, интегрируемых по Стилтьесу. 
Теорема 1. Если функция f непрерывна на’сегменте [а, b], то |6 

Е$ (a) la, 6]. 
<q [lo заданному e > 0 выберем 6, > О такое, чтобы выполнялось 
неравенство ae 

: (a (b) —a (а) 6, <=. 
Так как f€ Cla, 6], To } равномерно-непрерывна на сегменте J = 
= [а, b], в силу чего для выбранного §,> 0 36 > 0: | 

Ух, ЕЯ Л |x —- х| < 8 > [1 (x) — К < 8, 
Взяв произвольное разбиение П сегмента J, которое бы удовлетво- 
ряло условию а (II) < 5, получим неравенства 

wo, = М; —m,<4,, i=0, n—1. 

n—| 

Тогда Sn(f, %) — $1 (|, а) = p> w Aa, <5, (а (5) — a(a)) <<e 

Для функции f выполнен критерий интегрируемости no Стилтьесу. }> 
Теорема 2. Если функция f монотонна на сегменте [а, 8], aa€ 

Е Cla, 6], то [Е $ (a) [а, bl. 
4 Пусть, например, { монотонно возрастает. Из непрерывности и 
возрастания функции © на сегменте [а, 6] следует, что У=>0 36 > 

>0:УПЛа(П) < 8=0—< да, —< = 
f (6) — f(a) ° Фиксируя такое раз- 

биение П и принимая во внимание равенства 

зир {fF (*)} =F), int ЦР) = Ро, 
хе [хх | x€[x,.%j41] 
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получаем неравенство 

п—1 n—| 

Sn (f, «) —Sn(f, а) = » (бич) — F(X) Aas < а У (Иен) — 
i= i=0 

— P(X) = в 
Для функции f выполнен критерий интегрируемости no Стилтьесу: 
на сегменте. [а, 6]. > _ 

Определение. Функция g:J — КЮ удовлетворяет условию Липши- 

ца на сегменте J =la, bl, если ILE р", ‘L = const, такое, что 

| g(x) — g(%)| <, —х,| Ух, х, 9. (1) 
Теорема 3. Ecau [ЕЮ [а, 6], а a удовлетворяет условию /Лип- 

шица на J, то 165$ (а) [а, 6]. 

При любом разбиении П сегмента Я имеем Ао; < LAx;, i= 
= 0, п— 1. Из условия {ЕЛ [а, 6] следует, что 

п—1 

У=>0 ЗП: У wAx,<—-. 
i=0 

Тогда для этого разбиения П получим 

п—1 n—!| 

Sn (f, %) —Sn(f, %) = у, wAa; <L у, «Ах; < 8. 
— J i=0 

Для функции f выполнен критерий интегрируемости no Стилтьесу. > 
Расширим класс интегрирующих функций. 

Пусть g: ЯР — функция, удовлетворяющая условию Липши- 

ца (1), не обязательно монотонная на сегменте J. Представим & в ви- 

де g (x) = Lx— (Ех — 8 (х)) =& () — в, (x), x ЕЯ. Функция g, 
удовлетворяет условию Липшица на J и возрастает. Если хи, х, (х1 < 

< х.) — произвольные две точки сегмента J, то в силу (1), получаем 
неравенство 

Bo (X2) — Bo (1) = L (х, — X14) — (в (%2) — & (х1)) > L (%_ —х!) — 

— L(x, — 1) = 0, 

Из которого следует, что ©. монотонно возрастает на J. Она также 

удовлетворяет условию Липшица на этом сегменте, поскольку 

| 52 (%1) — Be (х.) < — | + Lx, — | = 

2х, —х,| Мл, ж 69. 
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. b b 

Согласно теореме 3, для У FER (а, М] 3 | f (x) dg, (x) и 3 F(x) ав, (x), 
следовательно, по теореме 1, п. 8.3, 

a Fo) de = УЕ (x) — {702 dee 0. 

Пусть h: 9-> В — функция ограниченной вариации на сегменте 

9, Ё: 9 — В — произвольная функция. Согласно теореме 4, $ 6, 

функция A представима на FJ в виде 

й =а — В, 

где a и В — возрастающие на этом сегменте функции. 
Тогда, согласно определению, полагаем 

{rea an (x) = {rey aa (x) — УЕ (2) 
если {65 (а) [а, 6], fES(®)[a, 6], и при этом будем писать [Е 

ES (A) [a, 6]. 
Так как представление функции ограниченной вариации в виде 

разности двух ограниченных функций не единственно, то может пока- 
заться, что определение интеграла функции } по функции ограничен- 
ной вариации A не единственно. На самом деле это не так. Если h = 

= a,— Ва, где @,, В. — возрастающие на сегменте J функции, TO 

a + By = Oy + В, 

и поэтому, согласно теореме 1, п. 8.3, имеем 
b b b 

fF (x) do (x) + (Род ав, (x) = | F(x) den (x) +S F(x) BO) 

Отсюда следует, что интеграл Стилтьеса, определенный равенством 
(2), не зависит от выбора разложения функции A, если } интегрируема 

на по функциям a, a, В, By. 

Теорема 4. Если fER[a, 6], pER[a, 6], g(x) = Ш + \¢ (t) dt 

axx<b, y,=const, mo [65 (5) [а, 6], и при этом 
b b 

| f(x) ав (x) = | F(x) @ (x) ах. (3) 
a 

q Поскольку PER [a, b], то 3М >0:[$ (х)| < М VxE€[a, 6]. Тогда 

| Z (x1) — & (*>)| = (omal< <M|x,—x,|, т. е. функция g удов- 
x, 
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летворяет условию Липшица Ha J = [a,b] с константой М. Поэ- 
тому [Е 5 (5) [а, 6]. 

Так как f, ФЕКа, 61, то ФЕ Ria, b} и УЕ Е[хь, x44] 
n—!| 

3 lim Bi eoeeo dx: = free (x) ах. 
а(П)- 

Рассмотрим УП интегральную сумму Стилтьеса функции f по 
функции g. Она имеет вид 

п | п 

п (Г, 8) = df [(Е;) Ag; = dX (Е) p,Ax,, 

где т; зв; < Мь т; = inf {Ф (х)}, M;= sup {p(x}, ЕЕ 
хЕ[х;. 21-1} хе. X44] 

Xi4y 

E€[x,;, X41], Tak как Ag, = \ g (х) ах = щАх,, согласно теореме о 

*; 
среднем. 

Представим Sy (f, 5) в виде 
п—| 

Sn (1, 8) = DFE) ФЕ Ах, + Yas 
п 

где у, = > (и; —  (E,)) fF (E,) Ах.. 

Оценим y,, принимая во внимание ограниченность функции f и 
интегрируемость по Риману функции @. Поскольку |; — ф (&,)| < 
<,, где wo, — колебание функции ф на сегменте [х;, X:41], а |[(х) < 

<M, УхЕЯ, М, =const, то 
п 

l Vr | > M, У, w,AX;. 
i=0 

Из условия  € R [а, 8] получаем, что y, > 0 при d (II) + 0, откуда 
следует, что 

b b 

3 lim Sn (fF, 8) = | f(x) d(x) = | F(x) 9 (x) dx. > 
a 

Следствие. Если функция с имеет ограниченную, интегрируемую 
по Риману на сегменте [а, 6] производную 5’, то 

{1 de = free (x) d 
8.5. Вычисление интеграла Стилтьеса. Частный случай вычисления 

интеграла Стилтьеса доказан в теореме 4 (формула 3). Рассмотрим 
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формулу для вычисления интеграла Стилтьеса 
b 

\ f (x) dg (x) 

в случае, когда f € C [а, 8], a функция g кусочно-непрерывна на [a, 6] 
и имеет интегрируемую на этом сегменте производную g’, которая су- 
ществует в каждой точке непрерывности функции 2. 

Пусть хо =а, х1,..., Xm = 6 — точки разрыва функции & и ее 
производной 5’. Рассмотрим функцию 

Guy) = | £0) G0 66 —0) Xp <x < Xp, k=T, m, 

g(x) —(g (x, +0)—g(x,)), ххх, k=O, m—1, 

а<х<Ь. 

Функция С непрерывна на сегменте [а, 6], так как G (x, — 0) = 
= С (x, + 0) = g (х,). Кроме того, С’ (x) = g’ (x) в каждой точке 
существования д’. Поскольку g’ Е R [а, 6], тои 0’ Е R la, 61, поэто- 
му, согласно следствию из теоремы 4, п. 8.4, имеем 

b b b 

{ f(x) dG (x) = Jf (x) G(x) de = | f(x) g(x) ae. (1) 

Пусть П = {x= a, x, ..., X, = 6} — произвольное разбиение 
сегмента [а, 61 на п частей, причем каждый интервал [х;, x14,l либо 
вовсе не содержит, либо содержит не больше одной точки х», в которой 
функция с терпит разрыв первого рода. Составим интегральную сумму: 
Sn (р, G), приняв во внимание равенства 

С (x,) —С (х,) = АЦ, = g (х,) — 8 (%) — (g (a + 0) — в (a)) = 

= Ag, — (g (a + 0) — в (а), 
С (х,) — G (%n—1) = Аб = g (6) — (g (5) — g (6 —0)) — & (Xn) = 

| = Agn—1 — (8 (6) — g (6 — 9), 
С (xi41) — G(x;) = Ag; —(g (x, + 0) —g(x, —9)), если x, € Хх Жи 

С (X141) — G (x;) = g (X41) — & (x,) = Ag;, если x, @ Хь ми. 

При любом выборе точек Ё; Е [х;, хи] имеем 

n—!| 

Sn (f, 6) = ХР Ags — Г) в (a + 0) — g(a) — 
т— 

— f (1) (g (6) — g (b — 9)) — > f (Ee) (g (X_ + 0) — g(x, —0)). (2) 

n—!] b 

Если d(II)— 0, то >. FE) Ag; > \ f (x) dg (x). Записав §& = x, + 

-+- 0,Ax,, 0—0, —< 1, № —- 0, т — 1, | = b — 6, AxXn—1, 0— 9, < 1, 

при а(П)—> 0, получим 

— f (5) (g (а + 9) — g (а)) — f (En—s) (8 (6) — g (b — 9)) — 
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т 

— 2 в + 0) — вх, — 0) + — F(a) (g (a + 0) —=@) — 
m—!| 

— f(b) (g (6) — 8 (6 — 0) — & F(x) (@ (g (x, + 0)— g(x, —0)). 

Таким образом, 
b 

\ Fone’ (x)dx = lim Sn (f, G) = Fyerde 

— f (a) (g(a НО (g (5) — g (b — 9)) — 
m—! 

— у, F(X) (g (Xp + 0) — g (x, — 0)). 
k=l 

Окончательно имеем 

г b 

(F(x) dg (x) = J F(x) g’ (x) dx +f (a) (g(a +0) —gla)) + 
m—!| 

+ f (b) (g (6) — g (6 —0)) + x Р(хь) (g (%, +0) — g(x, — 0)). (3) 

‚В правую часть этой формулы входят интеграл Римана функции fg’ 
‚и сумма произведений значений функции } в точках разрыва функции 

g на скачки этой функции в точках xX, k = 0, т. 
Отметим, что в силу интегрируемости функции f по функции С, 

можно брать.любое разбиение П сегмента [а, 6]. 
Например, пусть на сегменте [а, 6] оси Ох имеется точечно и не- 

прерывно распределенное вещество. Через g (x) обозначим количест- 
во массы, содержащееся на сегменте [a, x], причем предположим, что 
g(a) = 0, т. е. в точке X = а массы HET. Функция с монотонно возрас- 
тает на la, Ь]. Вычислим статический момент всей массы, находящейся 
на сегменте [а, 6], относительно начала координат. Для этого рассмот- 
рим разбиение П = {х= а, м, ..., X,= 6}. На сегменте [x,, хи] 
содержится масса g (%+11) — g (x;) = Ag;. Считая ee сосредоточен- 

. Xi X44 
ной в точке ——5 = &, получим для статического момента М 

п 

приближенное значение М = » E,Ag,. Тогда 
{—0 

n—| 

М = lim SM EAg, = Fag, 
d(II)+0 i=0 

Статический момент выражается интегралом Стилтьеса. 
Пусть в (x) — линейная плотность равномерно распределенной 

массы, а в точках х,, Е = 1, т, сосредоточены массы m,. Функция g 
дифференцируема в каждой точке x 4 x, сегмента [а, 6], причем 
5’ (x) = p (x). В точках x, скачок функции & равен т». Применяя 
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формулу (3), получаем 
b 

b m 

M = | xdg (x) = | хи (х) ах -- Dy хь ть. 

Первое слагаемое полученной формулы является статическим момен- 
том непрерывно распределенных масс, а второе слагаемое — стати- 
ческим моментом сосредоточенных масс. Интеграл Стилтьеса позво- 
ляет объединить одной формулой разнородные случаи непрерывно 
распределенных и сосредоточенных масс. 

8.6. Формула интегрирования по частям. Пусть f:[a, b] В, 
8: (а, Ь] > В и существует какой-либо из интегралов Стилтьеса 

№ (x) dg (x), g(x) df (x). Тогда обязательно существует и другой 

интеграл, причем справедлива формула 

b b 

\ F(x) dg (x) = F(x) @ (x) 2 — J g (x) af (x). (1) 
6 

Предположим, что существует g(x) df (x). Рассмотрим для произ- 
а 

вольного разбиения Ц = {x, =a, x,,..., X, = 6} интегральную сум- 
му оп (р, g), которую с помощью преобразования Абеля в теории 
рядов можно записать в виде 

п | 

эп (р, g) = df (E:) (8 (X41) — g (х1)) = F (So) (g (х,) — 2 (а)) + 

+ FE) (g (2) — (+ ++ +f (Ena) (g (0) — B (Xn) = 
= f(b) g (0) —f (a) g(a) + g(a) (f (a) —F (&)) + 

+ g (x1) ГЕ) —F (Er) --- еб ЕЕ 
+ g (Е) —F (0) = F(x) g(x) [a — 

п 

— Ха) — 1) = ЕЁ — Sn, (@, В, 

где Il, = (&, &,..., &} — некоторое разбиение сегмента |а, 6], в 
которое точки а и Б могут входить или не входить, так как выбор 
точек § €[X,, х+] произвольный. Поскольку, по предположению, 

b 

существует \ g (x) а! (x), то 

b 

a lim п, @, f) = \ g(x) df (x). 

Так как &-: — & < X42 — X; < 2d (ID), то d ([],) > 0 npud (II) — 0. Тог- 

484



b 

да при d(Il)—0O будет Sn, (5, В |2 (>) df (x), следовательно, 

4 lim Su (1, 5) = \ f(x) dg (x), а значит, справедлива формула (1). p> 
›> 

л 

2 

Пример. Вычислить \ xd sit x. 

) — 

Имеем 

д 
2 TL 5—1. 

д. 
л 2 
2 . л 
2 — ( sin xdx = —-+cosx 

0 : 2 7 

п 
9 

| ха пх = х Япх 

0 

8.7. Теорема о среднем и оценка интеграла Стилтьеса. Эту теорему 
применяют для получения оценок при использовании интегралов 
Стилтьеса. 

Теорема 1. Пусть |: [а, 6] > Ю, т<[(х) < М Ухейа, 5}, 
g:[a, 6] > Г, g монотонно возрастает на [а, 6] и | ES (5) [a, 6]. 
Тогда справгдлива формула 

b 

(1) { F(x) dg (x) = (ge (b) — g(a), 
где т< и < М. 

При выполнении условий теоремы УП имеем 

т (5 (6) — 5 (а)) <Sn (f, g) <M (5 (5) — & (a)), 
откуда 

h 

m(g()— g(a) < lim Su if, g) = | 1) dg x) <M (g (6) — g(a). 
| 

Обозначив 7) =e (a) 

Следствие. Если f € Cla, bj], то ЗЕ Е la, В] такое, что 
b 

\ F(x) dg (x) = | (©) (g (6) — в @)). 
Теорема 2.Ecauf€Cla, b) ug:fa, 6] > Р — функция ограни- 

ценной вариации на [а, b], mo: справедлива оценка интеграла Стил- 

(2) 

b 

д ав (x) = в, получим формулу (1). № 

тьеса 

< MV (g; а, 6), 

b 

( F(x) dg (x) 

где М = max |} (х)|, V(g; a, 6) — полная вариации функции в. 
а<х $6 
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<q При произвольном разбиении П сегмента [а, b] на п частей получим 

оценку 

n—! n—| 

151 &=| ХР Ag) | < VIF EM Ag eal < 
п 

<M Lg (x) — 8 (xl < МУ (g; a, 5). 

Переходя в этом неравенстве к пределу при а (II) — 0, получаем не- 
равенство (2). >
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Импликация 7 
Инвариантность формы дифференциала 
237, 313 
Интеграл неопределенный 360 
— несобственный 429 
— — абсолютно сходящийся 431 
— — условно сходящийся 432 
— определенный 426, 427, 428 
— Стилтьеса 475 
— эллиптический 399 
Интегрирование правильной рациональ- 
ной дроби 378 
— иррациональных функций 384, 385, 
387 
— по частям 367, 434 
— тригонометрических выражений 393



Интервал 27 

Кванторы 7 
Класс эквивалентности 14 
Колебание функции в области 151 
— — — точке 153, 408 
Кольцо 18, 58 
— коммутативное 18, 59 
— унитарное 18, 58 
Композиция отображений 12 
Координаты упорядоченной системы 10 
Корень степени п 33 
Кривая простая замкнутая 447 
— спрямляемая 447 
Критерий Бэра 152 
— выпуклости функции 285 
— дифференцируемости функции 230 
— интегрируемости функции 403, 476 
— — по Стилтьесу 476 
— квадрируемости 451 
— кубируемости 461 
— Коши 137, 216, 430 

— — для последовательности из Ю" 
100 
— — равномерной сходимости 174 

— — сходимости ряда 180 
— — — числовой последовательностия 
97 
— Сильвестра 350 
— сходимости несобственного интегра- 
ла 430 
— — последовательности матриц 104 

Лемма о вложенных сегментах 79 
Лсгарифмы натуральные 82 

Максимум глобальный 277 
— краевой 277 
— локальный 244 
— условный 352 
Матрица непрерывная 151 
— Остроградского—Якоби 326 
Матрицы квадратные 57 
— размера mXn 55 
Мера нуль Жордана 408 
— — Лебега 407 
Метод математической индукции 30 
— Остроградского 381 
— суммирования линейный 219 
— — Пуассона—Абеля 222 
— — регулярный 219 
— средних арифметических 
220 
Методы суммирования рядов 218 
Метрика пространства 61 
— естественная 62, 75 
— индуцированная 61 
Метрики эквивалентные 141 
Минимум глобальный 277 
— краевой 277 
— Локальный 244 
— Условный 352 

(Чезаро) 

Минус бесконечность 27 
Многообразие 346 
Многочлен асимптотический 289 
— Тейлора 263 
Множества изоморфные 17 
— равномощные 47 
— равные 8 
— эквивалентные 47 
Множество 7 
— бесконечное 47 
— вполне упорядоченное 14 

всюду плотное 113 
выпуклое 64 
действительных чисел 7, 19 
замкнутое 63, 108, 109 
измеримое по Жордану 412 
компактное 114 
комплексных чисел 7 
конечное 47 
мощности континуума 50 
натуральных чисел 7 
не более чем счетное 48 
несчетное 48 
ограниченное 27, 64 
— сверху 20 
— снизу 25 
— с обеих сторон 27 
открытое 63, 108, 109, 110 
плотное 113 
производное 108 
пустое 8 
рациональных чисел 7 
совершенное 113 
счетное 48 
целых чисел 7 

Множители Лагранжа 353 
Модуль числа 29, 37 
Момент инерции 468 
— статический 467 

Неравенства дифференциальные 273 
Неравенство 24 
— Бернулли 32 
— Гельдера 293 
— Иенсена 281 
— Коши—Буняковского 54, 60 
— Минковского 294 
— строгое 24 
-— треугольника 53 
— Юнга 293 
Норма 29, 52 
— вектора кубическая 54 
— — октаэдрическая 54 
—— сфернческая 53 
— оператора 68 
Нормы эквивалентные 14] 

Область 118 
— замкнутая 118 
Образ множества 11 
Объединение множеств 8 
— семейств 8 
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Объем тела 460, 461 
Оператор линейный 67, 68 
— обратный 67 
— ограниченный 68 
— производной 231 
— сжимающий 331 
Операция внешняя бинарная. 14 
— внутренняя бинарная 14 
— — — ассоциативная 15 
— — — коммутативная 15 
— дистрибутивная 17 
Основание логарифмической функции 
167 
Ось действительная 37 
— мнимая 37 
Отношение бинарное 13 
— порядка 13 
— эквивалентности 13, 14 
Отображение множества 11 
— биективное 11 
— взаимно-однозначное 11 
— дифференцируемое 324, 328 
— инъективное |1 
— линейное 67, 232 
— непрерывное в Е 142 
— — — замкнутой области 154 
— — — точке 142, 155 
— неявное 12 
— обратное 12, 341 
— параметрическое 12 
— равномерно-непрерывное 162, 163 
— сложное 12 
— сюръективное 11 
Отображения взаимно-обратные 12, 341 

Пара упорядоченная 10 
Параллелепипед вложенный. 101 
— замкнутый т-мерный 101 
— открытый т-мерный 101 
Параметр 12 
— рационализирующий 384 
Первообразная вектор-функции 359 
— матрицы 360 
— функции 358, 359 
Пересечение множеств 8 
— семейств 8 
Перестановка ряда 195 
Плоскость комплексная координатная 
37 
Площадь криволинейного сектора’ 455 
— криволинейной трапеции 453 
— плоской фигуры 449 
Плюс бесконечность 27 
Подмножество 8 
— компактное 114 
Подпоследовательность 73 
Подпространство векторное 52 
— .метрическое 61 | 
Подстановка универсальная 394 
Подстановки Эйлера 387 
Покрытие открытое 114 
Поле 18 
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— упорядоченное 18, 34 
— — числовое 20 
Полуинтервал 27 
— бесконечный 27 
Полусегмент 27 
— бесконечный 27 
Полюс функции 149 
Порядок роста 129 
Последовательности равные. 72 
Последовательность 72 
— возрастающая 79 
— двойная числовая 205 
— Коши 7 
— монотонная 79 
— невозрастающая 79 
— неубывающая 79 
— обратная 73 
— ограниченная 74 
— отображений локально равномерно 
сходящаяся 175 
— — равномерно сходящаяся 172, 174 
— р-кратная числовая 213 
— противоположная 73 
— расходящаяся 74 
— сходящаяся 74, 98, 106 
— убывающая 79 
— фундаментальная 96, 97 
— частичная 73 
— частичных сумм ряда 179 
— числовая 75 
Постоянная Эйлера 83 
Правила дифференцирования 232 
— интегрирования 363 
Правило Лопиталя 256, 258 
Предел матрицы 140 
— отображения 139 
— последовательности 74 
— — бесконечный 136 
— — верхний 92 
— — нижний 92 
— — частичный 91 
— функции 119, 135, 136 
— — верхний 153 
— — нижний 153 
— — слева 121 
— — справа 121 
Пределы замечательные 123, 124 
Преобразование Абеля 197, 294 
Признаки сходимости несобственных 
интегралов 438, 439 
Принцип двойственности 10 
Произведение абсолютно сходящееся 
217 
— бесконечное 214 
— комплексных чисел 35 
— матриц 56 
— множеств 10 
— отображений 68 
— последовательности на скаляр 73 
— расходящееся 214 
— скалярное 60, 99 
— сходящееся 214



Произведения частичные 214 
Производная функции 228, 230, 296, 
298, 307 
— бесконечная 229 
— векторного произведения 30] 
— вектор-функции 295, 296 
— — высшего порядка 298 
— вторая 239, 298 
— полная 324 
— по направлению 307 
— порядка п 239, 315 
— произведения матриц 302 
— — — на вектор 301 
— скалярного произведения 301 
5. функции заданной параметрически 

42 | 
— функциональной матрицы 300 
— частная 305, 315 
Производные смешанные 315 
— частные второго порядка 315 
Промежуток компактный 429 © 
Прообраз множества 11 
Пространство Банаха 106, 172, 177 
— векторное 51 
— — действительное 52 
— — комплексное 52 
— — полное 105 
— — сопряженное 70 
— евклидово 60 
— линейно связное 157 
— метрическое 61 
— — локально компактное 175 
— — полное 105 
— — связное 117 
— — сепарабельное 113 
— функциональное 169 
Процесс рекуррентный 373 
Пять основных разложений 265 

Работа 473 
Равенство асимптотическое 130, 131 
— комплексных чисел 35 
Разбиение сегмента 401, 405 
Разложение в ряд Тейлора 266 
— на простейшие дроби 378 
Разность множеств 8 
— симметрическая 10 
— чисел 22 
Расстояние между точками 61 
Рационализация интеграла 384 
Рефлексивность 13, 14 
Ряд двойной абсолютно сходящийся 
211 
— — расходящийся 206 
— — сходящийся 206 
— знакочередующийся 199 
— числовой 179 
— — абсолютно сходящийся 194 
— — бесконечный 179 
— — гармонический 180 
— — р-кратный 213 
— — сходящийся 179, 213 

— — условно сходящийся 195 
Ряды повторные 207 

Сегмент 27 
— т-мерный 116 
Сектор криволинейный 455 
Семейство множеств 8 
Символы Ландау 129 
— логические 7 
Система векторов 
65 
— — линейно-независимая 65 
— действительных чисел расширенная 

линейно-зависимая 

— упорядоченная 10 
Скаляр 52 
Скорость движения’ средняя 229 
— точки мгновенная 229 
След дуги 447 
Среднее арифметическое 32 
— гармоническое 31 
— геометрическое 32 
Структура математическая 17 
Сужение отображения 13 
Сумма двойного ряда 206 
— интегральная Стилтьеса 476 
— комплексных чисел 35 
— р-кратного ряда 213 
— последовательностей 73 
— ряда обобщенная 219 
— частичная 213 
— — n-a 179 
— элементов 19 
Суммы частичные 206 
Суперпозиция отображений 12 
Сходимость по норме 106 
— поточечная 172 
— простая 172 

Таблица интегралов 362 
— производных 234 
Тело 18 
— вращения 462 
— кубируемое 460 
— нормированное 29 
— элементарное 460 
Теорема Архимеда 28 
— Больцано—Вейерштрасса 91 
— Вейерштрасса 158 
— Гейне—Бореля 117 
— Гульдина 472 
— Дарбу 245 
— Кантора 161 
— Каччиополли—Пикара—Банаха 331 
— Коши 156, 248 
— Лагранжа 247 
— Лебега 409 
— 06 изоморфизме полных упорядо- 
ченных полей 45 
— — устойчивости знака непрерывной 
функции 156 
— о дифференцируемости сложной 

491



функции 310 
— — изоморфизме рациональных по- 
лей 44 
— — конечных приращениях 297, 330 
— — неявной функции 334, 336, 337 
— — плотности множества рациональ- 
ных чисел 43 
-- — постоянном ранге 342 
— — производной обратной функции 
233 
— — — сложной вектор-функции 297 
— — — — функции 234 
— — среднем для интегралов 417, 485 
— — — обобщенная 270 
— Римана 196 
— Ролля 246 
— Теплица 86, 219 
— Ферма 245 
— Фробениуса 224 
— Шварца 315 
— Штольца 87 
— Эйлера об однородных функциях 
312 
Теоремы о среднем 244 
Точка внутренняя 108 
— изолированная 108 

критическая 285, 333 
локального максимума 346 
— минимума 346 
неподвижная 331 
особая устранимая 149 
— функции 148, 149 

— перегиба 285, 362 
— предельная множества 89, 90 
— — числовой последовательности 90 
— разрыва второго рода 148 
— — первого рода 148 
— — производной 249 
— — существенного 148 
— — типа полюса 148 
— — устранимого 148 
— — функции 148 
Точки локального экстремума 346 
— пространства 61 
— стационарные 274, 347 
Транзитивность 13, 14 
Трапеция криволинейная 453 

Убывание функции в точке 272 
Упорядоченная пара 10 
— система 10 
Упорядоченное числовое поле 20, 24, 34 
Условие Гельдера 163 
— дифференцируемости 
достаточное 327 
— линейной зависимости необходимое 
66 
— — независимости достаточное 66 
— Липшица 163 
-— сходимости произведения необходи- 
мое 215 
= — ряда необходимое 180 
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отображения 

— точки перегиба достаточное 285, 286 
— — — необходимое 285 
ру экстремума достаточное 274, 275, 
48 

Условия интегрируемости 385 

Фактор-множество 14 
Фигура вписанная 450 
— квадрируемая 450 
— описанная 450. 
— ориентированная 457 
Форма билинейная 70 
— — антисимметричная 70 
— — симметричная 70 
— квадратичная 71 
— — квазизнакоопределенная 349 
— отрицательно определенная 349 
— — положительно определенная 348 
— комплексного числа тригонометрн- 
ческая 38 
— линейная 69 
— полилинейная 71 
— — антисимметричная 72 
— — симметричная 71 
Формула замены переменной 366, 434 
— интегрирования по частям 367, 369, 
425, 435, 484 
— конечных пЯращекий 247, 308 
— Коши 271 
— Лагранжа 27] 
— Лейбница 241 
— Маклорена 262, 264 
— Муавра 38 
Ньютона—Лейбница 419 
— Тейлора 261, 262, 271, 299, 321, 322 
Формулы Эйлера 135 
Функции алгебраические 165 

гиперболические 167 
зависимые 345 
иррациональные 165 
независимые 345 
неявные 332 
трансцендентные 165 
тригонометрические 164 

— элементарные 165 
Функция аддитивная 446 
— бесконечно большая 128 
— — малая 128 
— — — более высокого порядка 129 
— вогнута 282 
— возрастающая 126 
— выпуклая 279 
— — строго 281 
— дифференцируемая 227, 303, 304 

— — слева 230, 296 
— — справа 230, 296 
— дробно-рациональная 165 
— интегрируемая по Риману 402, 405, 
409, 426 
— — — Стилтьесу 475 
— кусочно-непрерывная 148 
— Лагранжа 354



— логарифмическая 167 Число е 80, 82 
— монотонная 126 Член общий двойного ряда 206 
— невозрастающая 126 — — ряда 179, 206 

непрерывная в точке 143, 144, 145 — — остаточный в форме Пеано 262 
— на интервале 144 Члены бесконечного произведения 214 
— — сегменте 147 — последовательности 72, 213 
неубывающая 126 — — двойной 205 
ограниченная 125 — ряда 179, 206 
— сверху 125 

— снизу 125. Шар замкнутый 63, 108 
ограниченной вариации 442 — открытый 63 
однородная 312 
отрицательной вариации 447 
показательная 164 
положительной вариации 447 
постоянная 164 
равномерно-непрерывная 
сегмента 466 
степенная 164 

строго монотонно возрастающая 126 
— — убывающая 126 
убывающая 126 

Экстремум абсолютный 277, 355 
— краевой 277 
— локальный 244, 346 

159 — условный 352 
— функции, заданной неявно 351 
Элемент единичный 18 
— нейтральный 16, 73 
— — левый 16 
— — правый 16 

неотрицательный 25 
неположительный 25 
нулевой 18 
обратный 16 
отрицательный 25 
положительный 25 

— регулярный 15, 22 
— — левый 15 
— — правый 15 
— симметричный 16 

П
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Цилиндр прямой 46] 

Частное комплексных чисел 36 
— последовательностей 73 
— чисел 22, 
Часть главная бесконечно малой 131 
35 комплексного числа действительная 

— — — мнимая 35 
— множества 8 
Числа иррациональные 19, 34 Якобиан отображения 326 
— комплексные 35 
— натуральные 42 
— рациональные 14, 18 
— чисто мнимые 37
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